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IAM: es 1, 2, 3, 4 (due ore). IAMI1, v.o.: es 1, 2 (un’ora) . TAM2, v.o.: es 3, 4 (un’ora). TAM1+2:
es 1,2, 3, 4 (due ore)

TEMA 1

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(z) =e?® —e® — 2,

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli even-
tuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f; calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) Calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con
eventuali punti di flesso.

(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento

(a)

Determinare il dominio: R.

Eventuali simmetrie: la funzione non ha simmetrie.

Periodicita: la funzione non & periodica.

Segno di f: essendo
fz) =e®® —e® —2= (% —2)(e" 4 1)

si deduce che f(z) > 0 se e solo se e* — 2 > 0 ovvero x > log(2).

(b-c) La funzione f & sempre continua, poiche lo sono e?* e e*.

x € R, dato che lo sono e**

Inoltre & derivabile per ogni
e e”.

Non e difficile vedere che

e lim; f(x) = +00, limy_5 4 @ = 400

e lim, , o f(x)=-2.



ot
a
Gl
S
ad
G
o
S
e
[
l
o
Or
o
el
o

Figura 1: Grafico di f in (—35,10) e in (—1.5,0.5).

Di conseguenza, vi € un asintoto orizzontale y = —2 a —oo e non si presentano asintoti a +oo.

Per lo studio dei massimi e minimi, da
f(x) = 2e%* — e® = e%(2e" — 1)

si ha che f’(x) > 0 se e solo se 2¢” — 1 > 0 ovvero x > —log(2). Di conseguenza x = —log(2) &
I'unico punto estremale della funzione ed € un minimo globale.

(d) Osserviamo che da
f(x) = 2e** — ¢®.
abbiamo
f(z) = 4€*® — * = e%(4e” — 1).
e dunque f”(z) > 0 se e solo se 4¢* — 1 > 0 ovvero x > —log(4). Di conseguenza, la funzione f
¢ concava in (—oo, —log(4)), convessa in (—log(4), +00) e ha un flesso in x = —log(4).

(e) Per il grafico si veda la figura.

Esercizio 2 (8 punti)
Calcolare il valore del limite

i n’+2 . (n3+sinn)
im —— arcsin(————).
n—+oo n? + 7 + cosn nd 41
Svolgimento
Essendo arcsin(z) ~ x per z = 0, e ”jjg% — 0 per n — 400
7 3w
2
L = lim o R — not . arcsin(in —81_ smn)
n—+oo n* + 7+ cosn n®+1
I n’+2 n3 + sinn
= im .
n—+oonZ+74+cosn nd8+1
10
= m Tw =t (1)

Esercizio 3 (8 punti)
i) Calcolare I'integrale definito

/e< log x ) 1
——— | —dz.
1 \log“z+1/)

2



ii) Determinare per quali valori di o > 0 il seguente integrale converge:
/ Foo < log = > 1
— | —dx.
9 logx+1) x
Svolgimento

(i) Posto y = log?(z) + 1, da dy = 21‘)Tg(z)ala:, log?(1) +1 = 1, log?(e) + 1 = 2 deduciamo dal
teorema fondamentale del calcolo integrale

€ log x 1 1 21 1 , 1 1
o) pde = 5 cdy =5l = ~(log(2) — log(1)) = = log(2).
/1(log2x+1):vx z/lyy 5 log(y)[f = 5 (log(2) —log(1)) = 5 log(2)

(ii) Posto y = log(x), da dy = Ldz, effettuando la sostituzione, abbiamo

oo lo 1 Foo
[ (ke e = [, .
2 log%z+1/) x log(2) Y +1
Visto che per x — +oo si ha yayH ~ ya—l_l, per il criterio di convergenza asintotica, l'integrale

richiesto converge se e solo se converge

ovvero per aw — 1 > 1, cioe per a > 2.

Esercizio 4 (8 punti)

Data la funzione f(x,y) = vy — 22 — 32,

i) trovare i punti critici e studiarne la natura.

ii) Determinare massimi e minimi della funzione nella palla chiusa {(z,y) | 2% +y? < 1}.

Svolgimento
(i) Essendo
Vi(z,y) =y —2z,20-2y) =0

{y?x:() 3)

se e solo se
z—2y=0

risolvendo il sistema lineare (3), ad esempio per sostituzione, si ottiene che I'unico punto estremale
e P=(0,0).

Essendo la matrice Hessiana H (0, 0)

e = (L) (@

definita negativa, il punto (0,0) ¢ un punto di massimo locale.



(i) I punto P = (0,0) sta nella palla chiusa B = {(z,y) | 22 +%? < 1} e quindi & un punto
di massimo globale in B per f (essendolo in R?). Altri possibili punti estremali possono essere
individuati mediante il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Definita
F(z,y,\) =2y —2* —y> + A2 +y* — 1),

abbiamo
VE(z,y,\) = (y—2z—2\x,z—2y— 2y, 2>+ 13> —1) (5)
e quindi i punti estremali verificano il sistema di equazioni

y—2x—2xx=0
x—2y—22y=0 (6)
22 +y?—-1=0.

ovvero

y=2A+ 1z
r=2A+1)y (7)
2?2 4+y?—-1=0.

Dalla prima e seconda equazione, si riconosce per sostituzione che deve essere
y=20+1Dz=20+1)- 2\ + 1)y =4\ +1)%y (8)
che ha per soluzione

e y = 0, ma in tal caso sarebbe x = 0 dalla seconda equazione di (8) ma in tal caso non
verificherebbe la terza equazione di (8), ovvero 22 + y? — 1 = 0;

e oppure, dividendo ambo i membri di (8) per y # 0, ricaviamo

1=40+1)2 <42 +80+3=0

che ha per soluzioni A\; = —% e Ay = —%.
— nel caso Ay = —3 il sistema (7) diventa
y=x
r=1y (9)

2?4+ y2—-1=0.

e quindi basta cercare i punti di intersezione della bisettrice y = x con la circonferenza
24+ y? =1, ovvero P = (g, g), P, = (—g, —g) Una verifica diretta mostra che
V2 V2 V2oov2o
2 27 2

PO = 155 ) =



Figura 2: Grafico di f. Vengono evidenziati i valori della funzione in alcuni punti del cerchio
unitario B.

— nel caso Ay = —3 il sistema (7) diventa
y=—x
T =—y (10)
2?4y —-1=0.
e quindi basta cercare i punti di intersezione della bisettrice y = —x con la circon-
ferenza 22 + y? = 1, ovvero Py = (?, —@), Py = (—@, g) Una verifica diretta
mostra che

Di conseguenza Ps = (@, —@), P, = (—@, g) sono punti di minimo assoluti nel dominio

B. 11 punto di massimo assoluto risulta (0,0) ed ¢ f(0,0) = 0.

Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. I vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici

di qualsiasi tipo.



