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Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(x) = 2% log Jo].

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c¢) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli even-
tuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f; calcolare i limiti di f’ se
significativi.

(d) Calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con
eventuali punti di flesso.

(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento

(a) Dato che |z| > 0 per ogni x # 0, log |x| & ben definito per ogni x # 0. Dunque il dominio di
fex#0,cioé D= (—00,0)U(0,400). Notiamo inoltre che f(—xz) = f(x), dunque la funzione &
pari. La funzione non presenta periodicita. Dato che la funzione & pari potremmo studiarla solo
su x > 0, e poi estenderla per simmetria. Noi la svolgeremo anche per gli x < 0.

(b) Per il limite notevole lim,_,o+ % logxz = 0 per ogni a > 0, basato sul confronto tra infiniti, si
ha che
lim z?log|z| =0 = lim 22log|z|.
z—0t z—0~
Dunque z = 0 & un punto di discontinuita eliminabile, e possiamo estendere la funzione in x = 0
ponendo f(0) = 0.

Inoltre

Dunque la funzione non ha asintoti orizzontali. Per determinare eventuali asintoti obliqui calco-
liamo

z?logla|

2]
= lim zlog|z| =400 @ logla] _
T—+00

lim = lim zlog|z| = —oc.
T—r—00

T—>+00 €T

lim
T——00 xT

La funzione non ha asintoti obliqui.

(c) La funzione ¢ continua nel suo dominio, e la funzione estesa ponendo f(0) = 0 ¢ continua su
tutto R. Calcoliamo la derivata di f, per # > 0: in questo caso f(z) = 2?logz, e si ha

1
f(z) = 2w10gx+:1:2; =2zlogz +x = x(2logx + 1).



Per < 0 si ha che f(z) = 2%log(—=), e dunque
1
f'(z) = 2zlog(—z) — 22— = 2zlog(—x) + = = z(2log(—x) + 1).
—x

Quindi possiamo concludere che f/'(z) = x(2log |z| + 1). La funzione & derivabile in tutto il suo
dominio.

Notiamo inoltre che, sempre per il limite fondamentale lim,_,q+ 2% logx = 0,

lim f/(z) =

lim (2zlog|x|+2) =0= lim (2zloglz| + z) = lim f'(z).
lim f(2) = lim (2logla] +2) =0 = lim (2wlogfe] +) = lim '(2)

Quindi f/(0) = 0. La funzione estesa & derivabile (con derivata continua) su tutto R.

Studiamo il segno di f’ per > 0. Ricordiamo che se x > 0, allora f'(z) = z(2logz + 1)
e dunque f’(z) > 0 se e solo se (quando z > 0), logz > —%, cioé x > e /2. Analogamente
per x < 0, dato che f'(z) = xz(2log(—z) + 1) si ha che f'(z) > 0 se e solo se (quando = < 0),
log(—z) < —3, cioé —z < e /2 e quindi x > —e~ /2,

Riassumendo
F/(x) >0 (e quindi f & crescente) in (—e™Y2,0) U (e7V/2, +0),

mentre f'(z) <0 (e quindi f & decrescente) altrove.

1/2

Il punto 2 = 0 & un punto di massimo locale, mentre i punti z = —e~ /2, z = e~/2 sono punti

di minimo locale (ricordiamo che la funzione & pari).
La funzione non ha massimo assoluto, dato che ha limite +oo sia a +o0co che a —oo, mentre
ha minimo assoluto, che & raggiunto nei punti z = —e~ /2, ¢71/2.

(d) Ricordando che f’(z) = z(2log|z|+ 1) si ha che

() = 210gw+1+x2%:2l0gx+3 x>0
2log(—z) + 1+ 2(—2L) =2log(—2) +3 z <O0.
Dunque f”(z) = 2log |z| + 3. Osserviamo che il dominio di f” & z # 0.
Inoltre f”(z) > 0 se e solo se log [z| > —3 e dunque |z| > e™%/2, cioé¢ z < —e™3/2 x> e73/2,

Otteniamo dunque
f"(xz) > 0 (e quindi f & convessa) in (—oo, —e >/?) U (%2, +0),

e concava altrove.

3/2 3/2

I punti x = —e™°/“,z = ¢7°/% sono punti di flesso.

(e) Per il grafico vedere la figura sotto.

Esercizio 2 (8 punti)

Calcolare
. <x2 +2+ a;>9”
lim — | -
T——+00 x4+ 2

Svolgimento

Osserviamo che

<x2 +2+ a:)x zlog <iﬁ§z)
_ =e .

x2+2



Inoltre notiamo che
| 2+ 2+ | 14 T
x 10 — | =xlo .
S\ T2 & 22 12

Se © — +o0, si ha che xeﬁ — 0 e dunque log (1 + x{’f‘_2> = x;:-2 +o0 (x2ﬁ2>. Sostituendo si ha
che

2 2
z“+24+z T T x

X
. 2
Dunque limg 1o <z$‘§i‘5$> =el =e.

Esercizio 3 (8 punti)
a)Calcolare I'integrale

1
/ T g
0 V3x2+2
b) Determinare per quali a € R converge l'integrale
/+oo ¢
——dx.
1 V3x2 +2

Svolgimento

a) Operiamo la sostituzione ¢ = 3z% 4+ 2. Allora dt = 6xdx, t =2sex =0et =5se x = 1.
L’integrale diventa

1 1 5
1 6 1 1 1
0 3242 6 3x2 4+ 2 6 /o \/i 6

:éz(f—ﬁ):‘[gﬁ.

b). Osserviamo che V;Tzﬂ > 0 in (1, +00) e inoltre

% % % 1

V3aT+2 2B+ 2/12) Vi3t 2/2  wv/3  al o3

T — +00.



Per il principio del confronto asintotico 'integrale converge se e solo se 1 — a > 1, cioé se e solo
se a < 0.

Esercizio 4 (8 punti)

a) Determinare il k£ € N tale che sin (M

3
n3+n> ~ F per n — +o0.

b) Dire se la serie

= .. <3n—|—1>
Zn sin 3
ne—+n
n=1
converge.

Svolgimento

3nt+1 _ _n(B+l/n) _ 3(1+o(1))
n3+n = n3(1+1/n2) T n2(1+o(1))

x — 0, sinx ~ z. Quindi
3n+1 _ 3 3
n <n3 n n> = sin <n2(1 + o(l))) ~og

b) Osserviamo che 0 < (2@}1;) < m per ogni n > 1 e dunque la serie ¢ una serie a termini

positivi. Per la parte a), si ha che

o <3n+1) "3 3
n- sin ~NNT S = ———

a) Osserviamo che = 3 (14 0(1)) — 0. Inoltre ricordiamo che se

In conclusione k = 2.

n3+n n2 p2o’

Dunque per il principio del confronto asintotico la serie converge se e solo se 2 —a > 1, cioé se e
solo se o < 1.



