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TEMA ]_
IAM: es 1, 2, 3, 4. IAM1, v.o.: es 1, 2. IAM2, v.0.: es 3, 4.

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(z) = arctan (log |x — 2|).

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(¢) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli even-
tuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f; calcolare i limiti di f’ se
significativi.

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda.

Facoltativo: Calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita/ convessita e eventuali punti di
flesso.

Svolgimento. (a) Ricordiamo che la funzione arctan ha per dominio R ed ¢ a valori in

(—=m/2,7/2). Poiché |x — 2| > 0 e la funzione log ¢ definita se I’argomento & positivo, il dominio
di fsara D = {z € R,z # 2}. La funzione f non & periodica e non ha particolari simmetrie.
Poiché la funzione arctan e positiva per x > 0, nulla in = 0 e negativa per = < 0, si ha che
f(x) > 0 se e solo se log |z — 2| > 0 cioe se e solo se |x — 2| > 1 che equivale az >3 0z < 1. In
x=1ex =3sihache f(x) =0.

(b) Poiché lim,_,9log |z — 2| = —oo Sia ha
lim f(z) = —7/2.

r—2
Quindi la funzione & prolungabile per continuita a una funzione f in x = 2 ponendo f(2) = —7/2.
Poiché lim,_, 4 log |z — 2| = +o00, allora lim, 1+ f(x) = 7/2 e quindi la funzione a —oo e 400
ha due asintoti orizzontali, entrambi uguali alla retta y = 7/2.

(¢) Come anticipato nel punto precedente la funzione ¢ prolungabile per continuita in 2z = 2
quindi la prolungata € continua in tutto R. La funzione & derivabile in ogni x # 2 perché
composizione di funzioni derivabili per x # 2.

Per calcolare la derivata conviene scrivere la funzione per x > 2 e per x < 2.

Sia ha: per z > 2: f(z) = arctan (log(x—2)), quindi, ricordando che D arctan(y) = 1/(y*+1).
ricaviamo

B 1 1
C14logiz—2) (z—2)

f'(x)



Analogamante per z < 2: f(x) = arctan (log(2 — z)), quindi

1 1 1
I.’L’ - . —1 = . .
/(@) 1 +1og%(2 — x) (2—3:)( ) 1+1log?(2—2z) (z—2)
Visto che in ¢ = 2 la f si puo proloungare con continuita, vediamo se la prolungata e

derivabile. Si ottiene

. / : 1 1 1 1 1
lim f'(z) = lim 5 : = lim 2 1 = too
e e=2tlog’(z = 2) +1 (v=2) =2t (2 2)log’(e — 2) \ ai—y +1

dato che lim,_,o+ (z — 2)log?(z — 2) = 0F. Analogamente

. / . 1 1 . 1 1

lim f'(z) = lim 5 : = lim 5 i = —00
r—2~ z—2+ IOg (2 — l’) + 1 (x - 2) T2~ (l’ — 2) IOg (2 — l’) m + 1
dato che lim,_,o (x — 2)log?(z — 2) = 0~. Quindi la prolungata continua di f non & derivabile
(né da destra né da sinistra) e z = 2 & un punto di cuspide.

Osserviamo che

B 1 1
C 1+log?(z—2) (z-—2)

Dunque f'(z) > 0 per x > 2 e f/(z) < 0 per x < 2. Quindi la f & strettamente crescente per
x > 2 e strettamente decrescente per x < 2.

f'(z) x # 2.

La funzione estesa per continuitd ha come punto di minimo (assoluto) x = 2, e ha valore
minimo — /2, mentre non ha massimo. L’estremo superiore della funzione ¢ /2.

(d) Per il grafico si veda la figura:

h

Facoltativo: calcolo della derivata seconda. Abbiamo che la funzione ¢ derivabile due volte
per ogni x # 2 e si ha che

@) = <1+log;(a:—2) ' (9512)>/ -

1
- 1+ log?(z — 2)]2 (x —2)2 [2 log(z = 2)
(1 - log’(z — 2))°

- 1+ log?(z — 2)]2 (x — 2)2.

(z = 2)

(w—2) +log?(x —2) + 1| =




Dunque f”(z) < 0 per x # 2, che significa che la funzione & concava su tutto R \ {2}.

Esercizio 2 (8 punti) Calcolare al variare di a > 0 il seguente limite

22

I e 2 —CoszT
1m .
=0 % —log(1 + z2)

Svolgimento.

¥

T

Studiamo per prima cosa il numeratore e~ 2 — cosz. Dalla formula di Mac Laurin e¥ =
2 2 4
l+y+ %+ o(y?), cos(y) =1 — E+4+ o(y*), se y — 0, quindi

2 2 1 42 2 4 4 4 4
e T —cosx = (1—%+§(—%)2+0(x4))—(1—%+%+0(x4)) = %—%—i—o(#) = %—Fo(ﬁ), x— 0.

Per quanto riguarda il denominatore, dalla formula di Mac Laurin log(1+y) =y — % +o(y?)
si ha
4 4

% —log(1 + 2?) = 2% — (2% — % +o(zh) = 2% — 22 + % + o(zh).

Quindi:

e per a € (0,2), abbiamo
% —log(l + z) = 2% + o(z®).

e quindi
_ﬁ x4 4 1
lim ¢ z —cosx imﬁ+0(az):h 4—aﬁ+0(1):
=0 x® —log(l + 22) 250 2% + o(x®) 20 1+ 0(1)

e per a = 2, abbiamo
4

% —log(l+z) = % + o(z?).

e quindi
12
ez —cosw _ % +o(zt) S +o(l) 1

lim = 1m 1m — .
a—0 2@ —log(l 4+ 22)  2-0 % +o(zt) 20 L40(1) 6

e per a > 2, abbiamo
% —log(1 + x) = —22 + o(z?).

e quindi

z2 4
lim ¢ > —cosw = lim 7% * 0(x4) = lim 2% 7% +o(l) =
a—0 ¢ —log(1l 4+ x2) 220 —22 + o(22) 20 —1+4+o0(1)

Esercizio 3 (8 punti)
a) Calcolare l'integrale indefinito

€3w
[ e



b) Dire se converge e calcolare l'integrale

+oo 83:1:
——————dx
/1 eﬁ:v + e3z -9

Svolgimento.

(a) Posto t = €3 abbiamo 3e3*dx = dt. Sostituendo,

37 1 1
—C de=- [ —at
/e6x+e3w—2x 3/t2+t—2

Poiché t? +t — 2 = (t — 1)(t + 2) possiamo applicare il metodo dei fratti semplici
1 A B  (A+B)t+2A-B

Pri—2 -1 i+2° (t—1)(t+2)

da cui si ottiene A =1/3, B = —1/3. Quindi

e3" 1 1 1 1 1
o 5l = o a o dt= [ ) dt=
/e6x+e3x—2 o 3/t2+t—2 9/<t—1 t+2>

1
= § (log|t — 1| —log |t + 2|) + K

= (log]e — 1| —log|e** +2|) + K

|e*” — 1]
log | ——— K.
o <|63w +2) "
(b) La funzione f(z) = eﬁrjdﬁ ¢ continua e limitata in [1, +00). Sono verificate le ipotesi del
teorema del confronto asintotico, perché f(x) > 0 in [1,+00). Inoltre f(x) ~ Z%ﬁ = 63% Quindi
3T

662—%631—2
—e3) = %6_3. Quindi anche il nostro integrale converge e

9
1
9

dal criterio del confronto asintotico f1+°° dx converge se e solo se f1+°o 63%Dda: converge.

oo 1 1 —1(,—3M
f]. eﬁdl; = hmMg)+oo ?(6
poiché conosciamo la primitiva:

+o00 6356 1
——dx lim log
1 efTedT—2 M—+o0 e3$ +2
1 e3M 1 e3—1
= lim -
M—+00 9 e3M 19 e+ 2

- 1 1 e —1 1 e +2
B Tl P 9Og S —1
BM 1o +2
Per vedere se l'integrale converge e calcolarlo si poteva anche usare il cambio di variabile del

punto a), ottenedo
+oo 3z 1 +oo 1
1 efT 4 edr—2 3 )z t2H+t—2

Nt%set—>—|—oo.

perche —1se M — +oo.

e osservare che g(t) = t%ﬁ



Esercizio 4 (8 punti)
Studiare convergenza assoluta e convergenza della serie

n3 — n2 :
n=2
Svolgimento. Osserviamo che & una serie a termini di segno alternato. Studio per prima la

convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

i:’o (n + log(n2)>

3_ 2 :

o nd —n

Dalla scala degli infiniti, osserviamo che

n+log(n?)  n+2log(n) n 1

n3 — n? nd3 —n? nd3  n?’

+oo 1

. log(n?
221 -z abbiamo che oo (m

=2 |~z ) converge e quindi

quindi dal confronto asintotico, poiché

. log(n? -
la serie > 129 (—1)" (%ggﬁ)) converge assolutamente e quindi converge.



