ISTITUZIONI DI ANALISI MATEMATICA
Commissione A. Cesaroni, P. Lamberti, P. Musolino, a.a. 2019-2020
Corsi di laurea in Scienze Statistiche

17 settembre 2020
Tempo di consegna: 1 ora

f(@) = log (””;1) |

1. Determinarne il dominio e il segno.

Considerare la funzione

2. Determinare eventuali asintoti (verticali, orizzontali, obliqui) della funzione f.

3. Calcolare la derivata della funzione f e studiare gli intervalli di monotonia.

4. Dire per quali valori di o € R e convergente il seguente integrale generalizzato

+oo 1
/ dx
1 s

e calcolarne il valore per a = 2, calcolare cioé

+00 1
/ 5 dx.
1 ¢+

5. Studiare al variare di a > 0 il valore del seguente limite

. 1
lim n“® [1 — Cos (—)] .
n—-+00 n3

6. Studiare al variare di o > 0 la convergenza della serie
+00 . 1
Z n® |1 — cos el IR
n=1

1. La funzione logaritmo e ben definita quando ’argomento ¢ maggiore di 0, dunque il
dominio della funzione si trova risolvendo la disequazione

Soluzioni

z—1

>0 che ha come soluzioni x <0,z > 1.
x

Dunque il dominio & (—o0,0) U (1, +00).
La funzione logaritmo e positiva quando ’argomento ¢ maggiore di 1, dunque il segno
della funzione si trova risolvendo la disequazione

z—1 r—1—=x

>1 cheda ——— >0 che ha come soluzione z < 0.
T T

Dunque la funzione ¢ positiva per z < 0 e negativa per = > 1.



2. Per determinare gli eventuali asintoti verticali calcolo i limiti della funzione in 0~ e
in 17. Dato che lim,_,o- &% = 400 e lim,_,;+ mT_l = 0" ottengo che

xT

) r—1 ) r—1
lim log [ —— | = 40 e lim log [ —— ) = —c.
z—0~ x z—1+ X
Dunque z = 0 ¢ asintoto verticale (sinistro) e x = 1 & asintoto verticale (destro) per

la funzione.

Per determinare gli asintoti orizzontali calcolo il limite della funzione a +o0c. Dato
che limy 400 &L =1 = lim, oo ‘”7_1, ottengo che

-1 -1
lim log (x_) =0= lim log (x_) .
T——400 €T T—r—00 €T

Dunque y = 0 ¢ asintoto orizzontale sia a 400 che a —oo per la funzione.

3. Per la regola di derivazione delle funzioni composte, e la derivata di un rapporto

ottengo che
oy o x—(r—1) 1
) = 2 Cx(z—1)

r—1 x
Si ha che f'(x) > 0 se e solo se z(x — 1) > 0, quindi se z > 1 oppure z < 0. Dunque
la funzione f & monotona (strettamente) crescente in tutto il suo dominio.

4. Notiamo che —!
x+x

e osservare che

> 0 per x > 1. Posso applicare il criterio del confronto asintotico

1 1
T+ ~ pmax{a,1}
e dunque l'integrale ¢ convergente, per il criterio del confronto asintotico, se e solo
se a > 1.

per x — +00,

Per calcolare il valore dell’integrale devo prima di tutto determinare una primitiva
della funzione integranda:
1
5 dz.
I

Procediamo con il metodo della scomposizione in fratti semplici dato che 2% + z =
z(z + 1). Determiniamo A, B tali che

1 A

x(x +1) x+x+1

che da come risultato A =1,B = —1.

Dunque

1 1 —1
/x(x+1)m /xx+/x+1x og|z| —log|z + 1| + ¢ = log

+1

z
— | tec
z

Per calcolare I'integrale ricordiamo la definizione di integrale generalizzato e il teo-
rema fondamentale del calcolo integrale e otteniamo
M
} 1

+oo 1 M 1
/ ——dr = lim —— dr = lim |log
. z(r+1) M—+oo f;  m(x +1) M—4o0

z+1



= lim log(

log = = —log + = log 2
e og - = OgQ—Og.

M+1 2

5. Notiamo che n—13 — 0 per n — +o00. Possiamo dunque applicare gli sviluppi asintotici
e ottenere

e (5) =1 [ (%)Zo(%ﬂ = ro(B) = (Feom)

Sostituendo nel limite otteniamo

% a=206
lim n® |1 SV = (2 o)) =0 6
Lt (Ga) | = s \a o) = o<
+o00 a > 6.

6. Notiamo che n® [1 — cos (%)} > 0, dunque possiamo applicare il criterio del con-

fronto asintotico. Procedendo come nel punto precedente

o |1 ! o (14 o)) ~ 2 "
— R =n — | = ~ rn .
n COS nS n6 9 o nta pe 0. @]

Per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata la serie converge se e
solo se 6 — a > 1, cioé a < 5.




