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TEMA ]_
TAM: es 1, 2, 3, 4. TAM1, v.o.: es 1, 2. IAM2, v.0.: es 3, 4.

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione

1

—em.
(x—1)(x—2)

flx) =
(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f nel dominio (eventualmente esteso per continuitd).
Studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
ed assoluto di f; calcolare i limiti di f’ se significativi.

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda.

Soluzione
(a) Il dominio della funzione ¢ datoda D = {z € R |z # 1,2}, cioé D = (—o0, 1)U(1, 2)U(2, +00).
Il dominio non & simmetrico rispetto a 0 né periodico, quindi la funzione non & pari né dispari
né periodica.

Dato che e* > 0 per ogni z, f(z) > 0 se e solo se (x — 1)(x — 2) > 0. Lo studio dei segni da
che f(x) > 0 se e solo se x < 1 oppure z > 2. f non si annulla mai.

(b) Dato che
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si ottiene che
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e dunque per la scala degli infiniti (dato che I'infinito esponenziale ¢ di ordine superiore all’infinito

polinomiale) si ha che

lim f(z)=0
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Dunque = = 1 & asintoto verticale sinistro e x = 2 e asintoto verticale destro.

Inoltre

lim f(z)=0

T—+400

= lim f(x)

T—r—00



dunque y = 0 ¢ asintoto orizzontale a Foo0.

(c¢) La funzione ¢ continua nel suo dominio.

Per calcolare la derivata di f, osserviamo che f(z) = g(h(x)) con g(z) = ze* e h(x)
1

Dy Pato che ¢'(x) = (1 + z)e” e h(x) = % per la regola di calcolo di compo-
sizione delle derivate si ha
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Notiamo che la funzione e derivabile nel suo dominio. Inoltre, per la scala degli infiniti,

lim f'(z) =0 e lim f'(z)=0.

r—1t T—2~

Osserviamo che 22 — 3z +3 > 0 per ogni z, dunque f/(x) > 0 se e solo se % > 0. Per
lo studio dei segni f’(x) > 0 se x < 1, oppure % < x < 2 e negativa altrove.

Inoltre z = 3 & un punto di minimo locale e anche assoluto, f(3/2) = —4

e 4.
(d) Per il grafico si veda la figura:

Esercizio 2 (8 punti) Calcolare
. sinx — x%
lm —mM—
z—0+ cosx — coshx
al variare di a > 0.



Soluzione Utilizziamo i polinomi di Taylor in z = 0 (o di Mc Laurin). Il numeratore diventa

5 (=32 +0(1) a=
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e il denominatore
z? z?
cosx —coshzx =1— 5 T o(z?) —1 - 5t o(2?) = 2*(—1 4 o(1)).
Dunque sostituendo nel limite otteniamo
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Esercizio 3 (8 punti)
1. Dire per quali o € R converge
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2. Dire se converge e in caso calcolare 'integrale
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Soluzione

1. Notiamo che dato che 0 < n—12 <1< 7, la serie ¢ una serie a termini positivi. Dato che

) 1\ 1 11 1
sin 3 ) e~ ina = p2ra per n — 400
per il criterio del confronto asintotico la serie converge se e solo se 2+ a > 1, cioé se e solo

se a > —1 e diverge a +oo altrimenti.

2. Calcoliamo prima di tutto, per M > 1, il valore di

M
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1 X X

(poi calcoleremo il limite per M — +00).

Operiamo la sostituzione y = %, e abbiamo che dy = —m%dx e che l'integrale diventa
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Dunque l'integrale converge e il suo valore ¢ dato da
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Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione
f(a,y) =2 —y° + 6ay.
1. Calcolare la derivata direzionale di f lungo la direzione v = (72, —72) nel punto (1,0).

2. Determinare i punti critici di f e studiarne la natura.

Soluzione

1. La funzione & regolare (in particolare differenziabile) su tutto R?, dunque possiamo utiliz-
zare la formula del gradiente. Calcoliamo le derivate parziali

fu(a,y) = 32 + 6y
fy(z,y) = —3y® + 6.

Per la formula del gradiente

va(170) = fx(la())\éé + fy(l,O) (?) = 3? +6 <ﬂ> — fL\/ﬁ‘

2. Per determinare i punti critici di f risolviamo il sistema
{fm(:r,y) =322 +6y=0 {x2 =2y {3:2 =2y {x2 =2y

fy(z,y) = =3y* + 62 =0 y? =2z z=0,2=2.

Abbiamo due soluzioni (0,0) e (2, —2). Quindi i punti critici di f sono (0,0) e (2,—2).
Per studiare la natura dei punti critici utilizziamo il criterio dell’Hessiana. Osserviamo che
foa(@,y) = 62, foy(z,y) =6 = fya(2,y), fyy(z,y) = —6y dunque

D2f(0,0):<2 g) D2f(2,—2):<162 162>.

Dato che D?f(0,0) ¢ indefinita, (0,0) ¢ un punto di sella, mentre dato che D2f(2,-2) ¢
definita positiva, (2, —2) € un punto di minimo locale.
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TEMA 2
TAM: es 1, 2, 3, 4. TAM1, v.o.: es 1, 2. TAM2, v.o.: es 3, 4.

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
1 ( )1( )
rN=———m—m———¢ z—2)(x—3 .
f(@) (r —2)(x—3)
(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f nel dominio (eventualmente esteso per continuitd).
Studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
ed assoluto di f; calcolare i limiti di f’ se significativi.

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.
Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
Esercizio 2 (8 punti) Calcolare

x® — arctan

lim
a—0t e* —1 —log(1 + )

al variare di a > 0.

Esercizio 3 (8 punti)

1. Dire per quali a € R converge

2. Dire se converge e in caso calcolare 'integrale

teol 4o
/ - (e 23 — 1) dz.
1 T
Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione
fla,y) =2 +y° = 3ay.
1. Calcolare la derivata direzionale di f lungo la direzione v = (72, 72> nel punto (0, 1).

2. Determinare i punti critici di f e studiarne la natura.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti,

telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti

facoltative vanno fatte dopo aver svolto tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.



