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Introduzione alla
Stima dello Stato

» problema di stima dello stato

» principali nozioni di teoria della probabilita

» introduzione ai processi stocastici



problema di stima dello stato di

sistema LTI a tempo discreto

x(t +1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t)
y(t) = Hx(t)+v(t)
x(0) = xo

un sistema dinamico

AN 2z, =2(k), z¢=1{z...

xeR" ueR™ yeRP
w € R": errore di processo
v € RP: errore di misura

stima dello stato: inferire informazioni sullo stato x; dalle le osservazioni y

e predizione se t > t’
e filtraggio se t = t’
e regolarizzazione se t < t’

la determinazione di x; sarebbe banale se non fosse per la presenza degli errori
— sfruttare le equazioni di stato & le equazioni di misura

G. Michieletto
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Approccio alla Ricerca
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» come modellare e trattare I'errore di processo e I'errore di misura?
nozioni di teoria della probabilita applicate ai processi stocastici
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probabilita (d’evento)
Ei, i€ {1”}
PI’(E,-) € [071]72Pr(El) =1
i=1

Pr(EiE), i,je{l...n},i#]
PHEE) = Pr(E)Pr(E)

Pr(Ei+E) ij€{l...n},i #]
Pr(E; + ;) = Pr(E;) + Pr(E))

Pr(EiE)), i,je{l...n},i#j
Pr(Ei|Ej) = Pr(EiE;)/Pr(E;)

G. Michieletto

i-esimo evento

probabilita dell’i-esimo evento

probabilita congiunta
probabilita congiunta di eventi indipendenti

probabilita composta
probabilita composta di eventi mut. esclusivi

probabilita condizionata
probabilita condizionata di eventi non indipendenti
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variabili e vettori aleatori

variabile aleatoria (casuale o stocastica): variabile che puo’ assumere valori diversi in
corrispondenza di altrettanti eventi che costituiscono una partizione dello spazio delle
probabilita

dati E spazio misurabile & (Q,F,v) spazio di probabilita
- 0 spazio campionario o insieme degli eventi

- F o-algebra su Q
- v misura di probabilita

variabile aleatoria X & una funzione misurabile X: Q — E

e variabili aleatorie continue
e variabili aleatorie discrete
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variabili aleatorie continue variabili aleatorie discrete

funzione di densita di probabilita funzione di probabilita
F(x) = 20, F(x) = Pr(X < x) p(x) = Pr(X = x)
f(x) p(x)
‘ P(x3)
®
plx2) 1 p(xa)
) T
A
| | | | X
X1 X2 X3 X4
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proprieta stocastiche

media (valore atteso): numero che formalizza I'idea euristica di valore medio di un feno-
meno aleatorio

e variabili aleatorie continue: ;1 x = E[X]| = jx f(x)dx
e variabili aleatorie discrete: ;1x = [E[X] = 1 Xi p(xi)

varianza: funzione che fornisce una misura della variabilita dei valori assunti dalla varia-
bile stessa

0% =E|(X - E[X])’]

G. Michieletto integrazione 9/184



esempio classico

f(x)

distribuzione gaussiana N (1, 02)

1 (x=)?

V2mo?

F(x) = e

X
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probabilita congiunta: distribuzione di probabilita associata al vettore [X Y] con XeY
variabili aleatorie definite sullo stesso spazio di probabilita

e variabili aleatorie continue: Pr({X < x}U{Y < y}) = Fxy(x.y) — fxy(x.y)
e variabili aleatorie discrete: Pr({X = x} U{Y = y}) = pxy(x.y)

probabilita condizionata di Y dato X: date due variabili aleatorie X e Y, probabilita di
Y quando e conosciuto il valore assunto da X

e variabili aleatorie continue: fy (y|X = x) = fxy(x,y)/fx(x)
e variabili aleatorie discrete: py (y|X = x) = pxy(x.,y)/py(y)
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vettore aleatorio (variabile aleatoria multivariata): vettore di variabili aleatorie

media (valore atteso): vettore dei valori attesi delle variabili aleatorie componenti il vet-
tore aleatorio

mx = E[X] = [E[X] ... E[X.]]

matrice di varianza (o di covarianza): matrice che fornisce una misura di variabilita con-
giunta per ogni coppia di variabili aletorie componenti il vettore aleatorio

E[(X —EDG]) (4 - BDGD) | o E[(X - BIXG) (X, — EIX)) |
5 - . .

E[(X,, — E[X,]) (X: — E[Xl])T} . E[(X,, . E[Xn]).(X,, . E[Xn])w
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definizione di processo stocastico

processo stocastico {X;,t € T}: collezione di variabili aleatorie contraddistinte dal
parametrot € T ( T CR o T C N, tempo continuo o discreto)

— fissata una certa distribuzione di probabilia X' per X;,
il processo stazionario di riduce a un segnale x(t) ~ X
(realizzazione del processo stocastico)

e processi stocastici a stati continui/discreti
e processi stocastici a tempo continuo/discreto
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caratterizzazione di un processo stocastico

Una variabile aleatoria (continua) X & caratterizzata dalla sua funzione di densita di
probabilita fx(+)

Un processo stocastico (a tempo e stati continui) {X¢,t € T} & completamente caratteriz-
zato quando & assegnata la densita di probabilita congiunta f(x(t1),...,x(t,)) di un gene-
rico numero finito n > 1 (ordine del processo stocastico) di valori x(t;) = X;,,i € {1...n}
per ogni possibilie scelta di t; ... t,

e funzione di media mx(t) = E[X;]

o funzione di varianza Yx(t)=E [(Xt - E[Xt])ﬂ
e funzione di auto-covarianza Rx(t,t') =E [(Xt — E[X:]) (Xt/ - E[Xt/]T)]
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processo indipendente e identicamente distribuito (i.i.d.)

F(x(t1),- -+ x(tn)) = IT7a F(x(8))

processo stazionario (in senso forte)
F(x(t1), .- x(t)) = F(x(t1 + k), ... x(tn + k)

processo stazionario (in senso debole)
mx(t) = mx (primo ordine) o Rx(t,t') = Rx(t' — t) (secondo ordine)

processo bianco
Rx(t,t') =0Vt #t
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processo Gaussiano stazionario bianco e a media nulla:
processo stocastico {X;, t € T C R} tale che x(t) ~ N (mx(t),Xx(t)) e

o mx(t) = E[x(t)] = 0Vt
o Y x(t) =E[x(t)x(t)T] = Tx Vt
o Rx(t,t") =E[x(t)x(t')T] =0Vt #t'
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processo Gaussiano: modello di errore di processo & misura

» praticamente perché ha senso modellare gli errori tramite processo Gaussiano?

teorema del limite centrale:

data una variabile casuale X distribuita secondo una funzione fx, se fx ha un secondo mo-
mento finito, allora data un’altra variabile casuale Y definito come la media di molte istan-
ze di X, ovvero Y = % >N . X; la distribuzione fy & gaussiana

molti processi fisici sono la somma di processi piu piccoli
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formulazione del problema

» stima ai minimi quadrati lineari
> soluzione deterministica

> soluzione ricorsiva

> soluzione pesata
» introduzione del forgetting factor (FF)

» interpretazione geometrica e probabilistica



stima dello stato iniziale

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xeR" ueR™ sistema
y(t) = hTx(t) + v(t) yeRr (p=1) osservabile
x(0) = xo

» (> ndati di uscita (misure) & w(t)=0, v(t)=0Vte[0,¢—1]

t—1
ye = hTFixo + Z h"Ff1"%Guy, con y; = y(t), ux = u(k)
k=0
Yo h—r 0 RN RN 0 Ug
" h'F h'G 0o ... 0 u;
ye = : = : X0 + : : : = OEXO + ZEUE
Yo-1 hTF1 h'F2G ... h'FG h'G| |u/.;
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¢

se Z" =

allora

(vt — Zput) € Im(Oy)
sistema y* = Oyxo + Zyu’ ammette un'unica soluzione xg € R”

G. Michieletto

lo

in generale, gli errori di processo e misura sono non nulli
e quindi (y* — Z,u%) ¢ Im(Oy)

stato iniziale si puo stimare con il metodo dei minimi quadrati

integrazione
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stimatore ai minimi quadrati

modello dei dati
yi=si(x)+ vy, ie{l...f} con si():R" =R

:@: determinare x in modo da approssimare i dati osservati
ottimizzando un certo indice di ‘somiglianza’

stima ai minimi quadrati (o LS - least squares)

= argn m|n Z (vi — si(

& si(x) (possibili) funzioni complicate di x — calcolo di X non banale
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» ipotesi di linearita

modello di regressione lineare
Yi = SiiX1+ -+ SinXn + Vi, i€ {1@}

)41 S1,1 - Sial| [x1 Vi
= ] e

Ye S¢1 o Seond Xn 7

G. Michieletto integrazione

y=Sx+v

S € R&"
matrice di regressione
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stimatore ai minimi quadrati lineare

stima ai minimi quadrati lineare (o LLS - linear least squares)

X = arg)r(réi)rg ly — Sx||* = arg)r(réi)r} viv
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stima ai minimi quadrati lineare

stima ai minimi quadrati lineare (o LLS - linear least squares)

X = arg)r(réi/g ly — Sx||* = arg)r(réi)rg viv
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caso multivariato (x € R")

J(x) = lly — Sx||?

VxJ(x)

Vi (y —Sx)" (y — Sx)

Vx (y y—y' Sx—x'STy+ xTSTSx)
= ( y — 2y Sx + xTSTSx)

= —2STy +287Sx

— S'Sx=S"y sistema di equazioni normali

le equazioni normali ammettono soluzioni se e solo se le cononne
di S sono linearmente indipendenti (se e solo se rank(S) = n < ¢)

G. Michieletto integrazione
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ipotesi: STS invertibile

stimatore ai minimi quadrati lineare
. Te) leT
x=(s"s) sTy
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caso scalare (x € R)

modello dei dati
yi=six+ v, i€{l...¢} con s; =1 (senza perdita di generalita)

n 1 Vi
=l x+ | & y=Sx+v, S=1,

( -1 1 1<
= (].Z].g> IZy = ZIZy =7 Zy,- media delle misure
i=1
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4

J(x) = lly = Lex|> =D (vi — x)?

G. Michieletto

i=1

_ d ‘ . 2\ _ : d 2 v 2
= ’;(yl—X) —;dx(y,-— yix +x2)

L L

:Z —2y; + 2x) *—ZZy,—i—QZX

i=1 i=1

S|

¢
- Z media delle misure

integrazione
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stima LS dello stato iniziale

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xeR" ueR™ sistema
y(t) = hTx(t) + v(t) y eR osservabile
x(0) = xo

» (> n dati di uscita (misure)
%o = arg minyex ||z — Opx||? 2=y —Zn!
ipotesi: sistema osservabile — (’)Z(’)g invertibile

% = (0/0) "ol
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caso scalare (x € R)

modello dei dati 12
Vi=x+v, ie{l...0} Egy,

» dato y,.; come aggiornare la stima X7
scrittura ricorsiva

G. Michieletto integrazione 33/184



sia %(k) la stima ottenuta a partire dalle misure {y;}%_,

G. Michieletto

l+1

4

1
X(5+1):7£+1;%‘=€+1yé+1+£+1i§::1)4

_ 1 L 1
B R W]

¢
Zy,' =
i=1

1
— +
0+ 1Y£+1

l
+1

X(0)

integrazione
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osservazioni

A

x(€) = H%WH + g%?(@ = 5_1%1)/@-1 + (1 - H%) x(0)

1 %(0+1) = gy + o1 X(0)

= (1= Ae+1)&y, s + Ae1R(0) Rypr = Verr = arg minex (yey1 — x)?
N1 = 75 € (0,1)

2. %(0+1)

A+ (1-21) %0

X(€) + E—Tl (ye+1 — X(0)) (ye+1 — X(£)): errore di stima sul nuovo dato
7+1: guadagno di correzione
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caso multivariato (x € R")

modello dei dati

¢ (sTg) taT
y=Sx+v, SecRX*" — x—(S S) Sy

» dato y,.; come aggiornare la stima Xx?
scrittura ricorsiva

siano
n S11 **° Sin
: U : : S(¢
N I S(+1)=| =3
Ye Yo+1 5@,1 e Sﬁ,n sZ-l—l
Ye+1 S¢+1,1  °° St41,n
y2+1 c Re+17 yl c RIZ’ Ves1 € R S(Z—F 1) c R(Z-H)X", S(f) c Rex,]’ Seq1 € R"”
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sia X(k) la stima ottenuta dalle misure {y;}*_; e S(k) la relativa matrice di regressione

X(C+1) = (S(C+1)TS(C+ 1))*1 S(U+1)Tyr

o ST D) = SO sea] [H] = 5007800 + sl

(+1

¢
o S(U+1)Tym1=[S(O)" sp] L/ZH] =S(0) Ty +ses1yer1

G. Michieletto

R(0+1) = (S(OTS(0) +sasTy) (SOTY +ser1ye01)
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2(¢+1) = (S(OTS(0) + sms;Ll)_l (SO)TY + seayesn)

lemma d'inversione di matrice: (A +BCD) ' =A~! -~ A~1B(C! + DA’lB)f1 DA-!

(SO)TS(D) +seasfy) = (S(O)TS(D) " +

1

—(S(07S(0) srer (14 57,0 (S(OTS() sean) 8T (S()TS(0)”

k(£+1)eRn

= (S()TS(0) " — k(L + )81 (S()TS(0)
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R(0+1)= (S()TS() (SO + 501041 +
- (ke + )80 (S)S(0) ) (SOTY' + a1

o (S(OTS(0)) T (S(O)TY! +ses1yes1) = K(0) + (S(O)TS(0) " seravens

* - (k(€ +1)s/ 4 (S(g)Ts(g))il) (S(OTY" +se1yen) = )
£ k(0 + 1), 1%(0) — k(¢ +1)s/1 (S(0TS(0) " secayenn

R(0+1) =2(0) + (S(OTS(0) " searyerat
1

—k(C+ 1)s/1%(0) = k(C+ 1)1 (S(OTS(D)) serayvenn
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(1) = () + (S()7S(0) " sevyesat
(4 )8/ %00~ k(E+D)sLy (S(OS(0)  seaayea

o (S(O)TS()) " sesayers — k(C+1)sfi1 (S(OTS()) serayers = . = k(£ + 1)yeia

R(C+1) = K(0) — k(£ + )5/, 1%(0) + k(£ + 1)yp 11
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G. Michieletto

(0 +1) = K(0) — k(£ + 1)s/1%(0) + k(£ + 1)yp 11

R(0+1) = %(0) + k(€ +1) (ves1 — s7,1%(0))

» dato y,.; come calcolare k(¢ + 1)?

integrazione
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aggiornamento del guadagno

(1) = ($075(0) s (14 5L (5078(0) ")
=5()sev1 (1+5545(0s01)

— -1
(0) = 8(O)ser1 (1+51,15(0se1)  5145(0)

A,—\

S(¢ + 1)Ts (+1) ) (SO)TS() +serasl.y)
=S(¢)

L5418/,
(f) — k(£ +1)s/15(0)
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algoritmo di stima ricorsiva

R(+1) = R(0) + k(£ +1) (yey1 — s],1%(0))
K(t+1) =8(Dsisa (1+8,8(ssa)
S(+1) = (1~ k(¢ +1)s/;1) 5(0)

condizioni iniziali: X(0) arbitrario, S(0) invertibile

& S(¢) invertibile per £ > n = S({) = (ggl + (S(E)TS(€)>1> , So =11,

G. Michieletto integrazione
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formulazione del problema
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> soluzione ricorsiva

> soluzione pesata
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introduzione dei pesi

» come sfruttare la conoscenza sulla bonta delle misure?
dare piu importanza ai dati che sono noti essere pit precisi
con l'introduzione di coefficienti di peso

stima ai minimi quadrati lin. standard stima ai minimi quadrati lin. pesata
(o LLS - lin. least squares) (o WLLS - weighted lin. least squares)
5 . _ 2 & : _ 2
% = argmin [y — Sx| % = argmin [ly — Sx|lw
T T
ly = Sx||> = (y —Sx) (y—Sx) ly — Sx|l@y = (y —Sx) W (y — Sx)
G. Michieletto integrazione
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W € R*¢  matrice dei pesi
e in genere: W = diag ({wl .. Wg}), w; >0
e W semi definita positiva

e scelta naturale w; = U% con 061_ > 0 nota
z

i

— w=x1!
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soluzione deterministica pesata

caso multidimensionale
J(x) = |ly — Sx|I%y

x(y = Sx)" W(y - Sx)
(yTWy —y "WSx —x'S Wy + xTSTWxS)

VxJ(x)

\Y
\Y
\Y

x (yTWy —2x'STWy + xTSTSx)
= —2STWy + 25 TWSx

— STWSx=S"Wy sistema di equazioni normali

G. Michieletto integrazione
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ipotesi: STWS invertibile

stimatore ai minimi quadrati lineare pesato
-1
% = (sTws) S Wy
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soluzione ricorsiva pesata

R(£+1) = %(0) + k(€ + 1) (yes1 — s,1%(0))

(ﬁ +1) = S({)s¢41 (Wé+1 + Se+15(£)5”1)71
S(+1) = (1, — k(¢ +1)s/1) 5(¢)

-1

S(0) = (S()"Ws(0))

(4 1) = (SOTWS(0) s (s + 571 (SOTWS(0) ")

G. Michieletto integrazione
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introduzione del forgetting factor (FF)

R(£+1) = %(0) + k(€ + 1) (yes1 — s,1%(0))

(6 +1) = S({)s¢41 (Wé+1 + Se+15(£)5”1)71
S(+1) = (1, — k(¢ +1)s/1) 5(¢)

. scegliere i pesi in modo da rendere I'algoritmo piu reattivo
= pesare meno la misure piu vecchie

G. Michieletto integrazione
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modello dei dati T
y,-:s,—-'—x+v,-, S; = {S,',]_ 5/7,,} ER", 16{1€}

stima ai minimi quadrati con forgetting factor (fattore di oblio)
¢ ¢
X = arg mingcx Z By — s x)2 = arg mi)rg Z B2
i=1 <t
B € (0,1], tipicamente 3 € [0.95,0.99]
e [ = 1: stima ai minimi quadrati standard

e 3 < 1: la misura corrente (i = /) ha peso unitario (8% = 1)
la misura k passi indietro (i = £ — k) ha peso minore (3% < 1)
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esempio: andamento del FF

~NF-—-=-- - - =

X
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soluzione ricorsiva con FF: caso scalare

modello dei dati
Yi=X+ Vi, I'G{]....E}

ZIBZI _X2

I].Z

i=1

-1 l
= ZZﬁkx — 2Zﬁe_iy- =
k=0 i=1

o ‘ 1-p (=i _
— &= con Z T Jé]
G. Michieletto integrazione

4 ¢
=3 B (it 2x)=2) B x =2 By
i=1 P
¢ ‘ .
% x—2 Z ﬁe_'y’-
i=1
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x(0+1)= 1— Bz+1 ZE—H ﬁe—’—l i = 1Egﬁ;1 (YZ—H + Z?:l /BH_I_IIYI)
= 2Py + S L BB S By,
_ _gt .
= #g—lyﬂ-l + /Bll_ﬂgﬂ 15 Z ﬂz 'Yi

= ﬁ?ﬂyﬂi—l + ﬁf_}—‘ﬁl&(ﬁ) combinazione convessa
$(0+1) = AR(0) + (1~ Nyeas

1—
= X({+1)=x%(¢)+ 1—55’1 (Ye+1 — %(£))
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soluzione ricorsiva con FF: caso multivariato

G. Michieletto

R(£+1) = %(0) + k(€ + 1) (yes1 — s,1%(0))
(£)se+1 (5 + SZ+1§(£)SK+1>71

integrazione
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osservazioni

» (=1 (stima ai minimi quadrati standard)
iMoo SO =0 = limpsook(f+1) =0 = limy_oo X(£+ 1) = X(¢)

[ < 1 (stima ai minimi quadrati con FF)

S(l+1)ox §>1 = limpook(f+1) #0 = limg o X(£ + 1) o< (R(0), yry1)

» (3 < 1: riduzione della precisione di stima nel caso di parametri costanti
FF variabile T &
e(l) = yer1 — sp11X(¢)

B = 0.95 le(f)| > & € valore di soglia
1—a(l-3(n—-1)) le(d)<e a param. di progetto

G. Michieletto integrazione 57/184



Stima ai Minimi Quadrati

formulazione del problema

» stima ai minimi quadrati lineari
> soluzione deterministica

> soluzione ricorsiva

> soluzione pesata
» introduzione del forgetting factor (FF)

B interpretazione geometrica e probabilistica



interpretazione geometrica

&si:[Si,l s,;n]TeR",ie{l...E}
T .
Gi=[s1j - sy] €Rje{l...n}
1 S1,1 Si,n Vi
= X1+ + Xp + = Y —G1X] — —GpXp =V
ye Se1 Se.n Ve

approssimare y € R tramite il vettore y* € RY, combinazione lineare
degli n vettori ¢1...¢, € R¢, minimizzando la norma del vettore v € R
= y* proiezione ortogonale di y su (¢1...G,)

G. Michieletto integrazione
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e y* proiezione ortogonale diy su (¢1...¢,) = (y—y*) L (¢1...6n)

e y* combinazione lineare di¢;...¢, = Yy =¢i1X1+ - +GnX,

(y—y)'c1=0 y' o1 =(y)"s1=(s1%1 + -+ 6n%n) 61
<
(y-y)'s,=0 Y 6n=(y)"6n=(s1%1 + - +Sn%n) sn
s
STy =STS% — y'S=(Sx)'S

G. Michieletto integrazione
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esempio

£=3, n=2

S1X1

S1

G. Michieletto

G2

integrazione

S2

X
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interpretazione probabilistica

» come valutare la bonta della stima?
assunzioni probabilistiche

modello dei dati
T T n
yi=s; X+ v, s = [5,31 s,-,,,} eR™ je{l... ¢}
x, € R" valore vero dei parametri

2

{v;}_, ii.d. con media nulla e varianza o
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modello dei dati
y=5Sx,+v

= %=(s7s) 'sTy=(s"S) 'ST(Sx +v)

X

(sTs)*1 STSx, + (sTs)*1 STv—x, + (sTs)*1 STy

5= (sTs)*1 STy
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proprieta stocastiche della stima
-1
X=X+ (STS) STv Y, =E [VVT} =02l

e M;=E[§]=E {x, + (sTs)_1 STv| =x, + (sTs)_1 STE[v] = x,

stima corretta/unbiased (mean squared error MSE (%) = E [||& — x,||?] = 0)

(x,+(STS)_1STV—x,>21 —E l((sTs)_lsTvﬂ
. (SES);SIE [wi]s(s™s) "=(s"s) s (s2)s(sTS) "

stima consistente (lim, ;. £z = 0)

« L =E|x-E[X)’|=E
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conseguenze dell’interpretazione probabilistica

1. livello di confidenza nella stima

modello dei dati - caso scalare 1 ZZ: _
yvi=xr+vi, ie{l...t} ¢ 22
{vi ~ N(0,02)}_; iid.

o yi~N(x,02)
o X~ N(myg,02)

. 1 1¢ 1
m; =E[X]=E Z;y,- :Z;E[y,-]zzﬁx,zxr

1< 1 & 1
02 = var(X) = var <£ ;y,) =5 ; var (y;) = 6—2&75 =

|
<N
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X~ N (mg, o

— 2 _ 1.2
mg =X, 0% = 30y

intervallo di confidenza: P (|x, — X| < 303) > 99%

L oy

G. Michieletto

P (1% — 21 <310, ) > 99%

A 1 ~ A 1

X 3;70V % X—%3;70v
[ ° ]
[ = 1

X, (non noto) & nell'intervallo di
confidenza con alta probabilita

=E[v?] =E[(yi — x)?] = E [(yi — ¥)?]

1

o ) o2
“UEZ%Zizl(Yi—X)

integrazione
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2. equivalenza con la stima a massima verosimiglianza
stima a massima verosimiglianza (o ML - maximum likelihood)

trovare X che massimizza la probabilita che le misure che si otterrebbero in corrispon-
denza a x siano uguali a quelle effettivamente ottenute

— massimizzare L£(x|y) = f(y|x): funzione di massima verosimiglianza

stima a massima verosimiglianza (o ML - maximum likelihood)

. P
% = arg max L(x|y)
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se v~ N(0,02l,) allora y ~ N(Sx, o2l,)

se y ~ N(Sx,02l,) allora L(x|y) = exp (— 2(:;2 (y—Sx)"(y— Sx)>

2
2mos

. 1 1
stima ML: XmL = arg maxxex (Pe’“’ (_ 53y =5 (y - SX)>)
Tog v
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1

1
stima ML: XpL = arg maxxex | ——=6€xp (——(y —Sx)"(y - SX))
(\/271'03 203

esempio - caso scalare SISO: x e R, y =sx+v eR

L(x]y) F(¥1%m1)

misura X
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se v~ N(0,02l,) allora y ~ N(Sx, o2l,)

se y ~ N(Sx,02l,) allora L(x|y) =

stima ML: XML = arg maxye y

—

vé;ﬂ@m(‘ie“‘S”T“_sﬁ))

1

stima (WL)LS: X5 = argminyecx <02

(v~ 597(y - 5x))

>
<
N

I

>
~
()
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Stima Bayesiana

» approccio fisheriano VS. approccio bayesiano

» stima MAP - Maximum A Posteriori

» stima MMSE - Minimum Mean Square Error



Fisher VS. Bayes

la stima ML é una stima fisheriana

approccio fisheriano
la variabile da stimare & considerata una grandezza deterministica costante
— esiste il valore vero che puo essere stimato sfruttando misure/dati sperimentali

approccio bayesiano
la variabile da stimare & considerata una grandezza aleatoria
— se ne puo stimare una realizzazione utilizzando

- informazioni a posteriori: misure/dati sperimentali

- informazioni a priori (indipendenti dai dati)
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approccio fisheriano

la variabile da stimare & considerata una grandezza deterministica costante
— esiste il valore vero che puo essere stimato sfruttando misure/dati sperimentali

A algoritmi di ottimizzazione a bassa complessita computazionale

¥ minima varianza d'errore solo sotto ipotesi di
linearita del modello e gaussianita dell” errore di misura

v intervalli di confidenza non realistici
(causa approssimazione Gaussiana della distribuzione delle stime)
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approccio bayesiano

la variabile da stimare & considerata una grandezza aleatoria
— se ne puo stimare una realizzazione utilizzando

- informazioni a posteriori: misure/dati sperimentali

- informazioni a priori (indipendenti dai dati)

informazioni a priori
derivante dalla letteratura, da esperimenti precedenti, da studi passati
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informazioni a priori

f(x) densita di probabilita nota a priori
(aspettative in termini di distribuzione probabilistica)

f(x|y) densita di probabilita da stimare a posteriori
utilizzando/in funzione delle misure y
(modifica della aspettative iniziali)

PR > stime puntuali & stime degli
intervalli di confidenza
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teorema di Bayes

f(ylx)f(x)
f(y)

f(xly) =

Thomas Bayes (1702 — 1761)
matematico e ministro presbiteriano

la densita di probabilita di x a posteriori di una misura y & pari al prodotto della densita
di probabilita a priori di x e della probabilita condizionata della misura y dato x, diviso
per la densita di probabilita della misura y

o f(y|x) likelihood /verosimiglianza
o f(x) prior (bayesiano)
o f(y) distribuzione marginale, f(y) =3, f(x,y) = >, f(y|x)f(x)
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teorema di Bayes

in alcuni casi la probabilita che accada qualcosa si modifica se, per qualunque motivo,
si viene a conoscenza di una informazione aggiuntiva legata all’evento

esempio classico - lancio di dadi

e probabilita che il risultato sia il numero 6:

e probabilita che il risultato sia il numero 6
sapendo che & uscito un numero pari:

G. Michieletto

integrazione

P(6) =

=

P(6]pari) _ p(6Npari) _ 1/6 _

/o _ 1
p(pari) 1/2 3

X
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teorema di Bayes

in molte applicazioni un dato é facilmente ottenibile mentre un altro no

esempio meno classico ma piu istruttivo - tumori dovuti al fumo
> probabilita di avere un tumore dato che si fuma?

p(F|T) essere fumatori dato che

P(T|F) = % (FIT) si ha un certo tipo di tumore
p(T) avere un certo tipo di tumore
p(F) essere fumatore

& probabilita di avere un certo tipo di tumore dato che si fuma?

X
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teorema di Bayes

fun fact : il teorema di Bayes é accettato nei tribunali

I'errore del procuratore - la fallacia del pubblico ministero

confondere (pill 0 meno consapevolmente) la probabilitd che I'imputato sia colpevole, dati gli indizi
a suo carico, con la probabilita che si ottengano quegli indizi, se I'imputato & colpevole

P(C|I) # P(l|C)  C: colvevolezza, I: indizio

se ho avvelenato il gatto del vicino, &€ molto probabile che poco prima io abbia comprato del vele-
no, ma se ho comprato del veleno non & detto che sia stato io a ucciderlo

X
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Stima Bayesiana

» approccio fisheriano VS. approccio bayesiano

» stima MAP - Maximum A Posteriori

» stima MMSE - Minimum Mean Square Error



stima MAP

stima del massimo - della probabilita - a posteriori
(o MAP - maximum a posteriori)

. -
% = arg max f(x|y)

applicazione diretta del teorema di Bayes

X = argmaxxex F(X|]y) = argmaxxecx f fly) = argmaxyex f(y[x)f(x)
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esempio - caso scalare SISO: x e R, y =sx+veR

misura X

G. Michieletto integrazione 82/184



equivalenza con stima ML
se non si hanno infomazioni su x prima delle misure
allora la stima MAP coincide con la stima ML

= se non si hanno infomazioni su x prima delle misure,
la densita di probabilita a priori di x & uniforme — f(x) = const.

stima MAP: Xmap = arg maxxex f(x|y) = arg maxyex f(y|x)
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p(xly)
—— prior
3 4 —— likelihood
posterior

p(x)

2_
1_
|
|
| |
0 T T T T % )
0 0.2 0.4 0.6 ! 0.8 | 1
X, X,
x MAP ML
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Stima Bayesiana

» approccio fisheriano VS. approccio bayesiano

» stima MAP - Maximum A Posteriori

» stima MMSE - Minimum Mean Square Error



stima MMSE

stima del minimo errore quadratico medio
(o MMSE - minimum mean square error )
X =argminE [||x - x,||2}
xeX

MSE = E[||%x —x,|?] errore quadratico medio - mean square error
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MSE =E [||% — x/|[?] =E [E [||%(y) — x/[?|y]]

> calcolare X che minimizza E [E [||%(y) — x,||?|y]] per ogniy

ox ox 0, ox

8<E [JE{H)A(—MP’Y”) . {a(i_x,Q) ’y} . [()((x_x)z(x_x))y} e |:8(§(T§(—2x7f(+xjx,)) 5
= E[2% — 2x/|y] = 2E (X — x/) |y] = 2E [X]y] — 2E [x/]y]

=2E[Xly] —2x, =0 <& E[X|y] =x,

stimatore MMSE
% = E [x]y]
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A A
Xpmap  XMMSE

stima MMSE: centro di massa della probabilita a posteriori
stima MAP: argomento corrispondente al massimo della probabilita a posteriori

stima ML: argomento corrispondente al massimo della likelihood
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equivalenza con stima MAP
dato il modello dei dati y = Hx + v con H € RP*",
sev~N(0,X,) ex~N(x,X)

allora la stima MMSE coincide con la stima MAP

=  sotto le ipotesi date
la probabilita f(x|y) & Gaussiana con

-1
“media  mg =E[xly] = (HTE,'H+ 1) (HTEy+ 5%,
-1
- varianza X,y = (HTZV_IH + Z;l)

XMMSE = XmAP
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caso gaussiano

modello dei dati
y=Hx+v, v~N(0X,), x~N(x,Z)

-1
f(xly) ~ N(mx\y’ ay) Myy = (HTZ;lH + Z;l) (HTZ;ly + Z;1Xr>
-1
Ty = (HTE'H+ 50

Kumse = myy = (H I, H + }:;1)*1 (7= ty + 5, )
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-1
X, — Ty =T, (H'Z'H + 57
=%, — (E— SHT(Z, + HEHT) HE,)

= 5,HT(Z, + HE,HT) 1HZ,

= Xy — X,)y (almeno) sdp: la misura diminuisce in media I'incertezza
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° Z;‘;)IEMMSE = HTZV_ly + Z;lxr

=H' X, 'y + X 'x, + HT X, Hx, - HTX Hx,

N -1
= Kmmse = xr + gy H Z M (y — Hx,)
innovazione
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siano

x(t) e R” stima MMSE basata sulle misure correnti
2;(t) € R™"  varianza della stima MMSE basata sulle misure correnti
Y1 € RP misure successive

T(t+1) = (HT):;lH - Zﬁ(t)_l)_l
f(t41) = %(t) + Zg(t + DH X, (ye 1 — HX(L))

x>

G. Michieletto integrazione
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Stima secondo Kalman

» filtro di Kalman per sistemi a tempo discreto

> derivazione delle formule
> interpretazione come stimatore ad anello chiuso

> proprieta del filtro di Kalman
» filtro di Kalman per sistemi a tempo continuo

» controllo ottimo LQG



problema di stima dello stato di

sistema LTI a tempo discreto
x(t 4+ 1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t)

y(t) = Hx(t)+v(2)
x(0) = xo

un sistema dinamico

D 2z, =2(k), z¢=1{z...

xeR" ueR™ yeRP
w € R™: errore di processo
v € RP: errore di misura

. . . . . . . . /
stima dello stato: inferire informazioni sullo stato x; dalle le osservazioni y*

e predizione se t >t/
o filtraggio se t = t'
e regolarizzazione se t < t’

la determinazione di x; sarebbe banale se non fosse per la presenza degli errori
— sfruttare le equazioni di stato & le equazioni di misura

G. Michieletto

integrazione
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ipotesi sul sistema dinamico

sistema LTI a tempo discreto

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t)
y(t) = Hx(t)+v(t)
x(0) = xo

1. errore/rumore di processo

xR ueR” yeRP
w € R™: errore di processo
v € RP: errore di misura

processo stocastico Gaussiano, stazionario, bianco e a media nulla

o E[w(t)] =0Vt
o B [w(t)w(t)T] = £, vt
o E [W(l’l)w(tg)—r} =0VhH 75 to

G. Michieletto

w(t) € N(0,Zy)
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sistema LTI a tempo discreto

x(t +1) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xeR" ueR” yeRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xo v € RP: errore di misura

2. errore/rumore di misura
processo stocastico Gaussiano, stazionario, bianco e a media nulla

e Ev(t)] =0Vt
o« E[v(tv(t)"| = X, vt v(t) € N(0,%,)
o £ [v(tl)v(tz)T} =0VhH 75 tr
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sistema LTI a tempo discreto

x(t +1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t) xeR" ueR” yeRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xo v € RP: errore di misura

3. errore/rumore di processo e di misura
processi stocastici Gaussiani, stazionari, bianco e a media nulla & indipendenti

E [w(tl)v(tz)T} =0 Vi 75 to

4. stato iniziale
x(0) € N(xg, =
variabile aleatoria Gaussiana di media e varianza note (0) (x0, Zo)
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» stima dello stato in base a y* = {y(0)...y(t)}

noto y* = {y(0)...y(t)}
X(t+1)t) =x(t + 1|t) —x(t + 1)

errore di stima a t + 1
P(t+1|t) = E |x(t + 1]t)%(t + 1|t)T} varianza della dell’errore

allora, in assenza di nuove misure & in base alla dinamica del sistema
x(t + 1]t) = Fx(t|t) + Gu(t)

aggiornamento della stima

G. Michieletto integrazione
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X(t + 1|t) = Fx(t|t) — Fx(t) — w(t) = FX(t|t) — w(t)

(F(t]t) — w(t ) (F(t]t) — w(t)) "]
t|e)%(t|t)TF Fx(t]t)w(t)T w(t)%(t]t) TFT + w(t)w(t) "]
Fx(t|)%(t[t) TFT + w(t)w(t)T]

P(t + 1|t) = FP(t|t)FT + X, aggiornamento della varianza di stima
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» stima dello stato dato y;; = y(t+ 1)

dato yep1 = y(t + 1)
X(t+1jt+1)=x%x(t+1[t+1)—x(t+1) errore di stima a t + 1
P(t+1t+1)=E [i(t + 1t + 1)%(t + 1)t + 1)T} varianza della dell’errore

allora, sfruttando la nuova misura & la stima MMSE ricorsiva

-1
P(t+1]t+1) = (HTE;'H + P(t + 1]1) )
(t+1t+1) =%(t +1|t) + P(t + 1|t + DHTZ,; (y(t + 1) — H&(t + 1]t))

G. Michieletto integrazione
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filtro di Kalman

stime a priori (aggiornamento temporale)

P(t+ 1|t) = FP(t|t)FT + X,
x(t 4+ 1|t) = Fx(t|t) + Gu(t)

stime a posteriori (aggiornamento rispetto alle misure)

-1
P(t+1lt+1) = (HTE;TH+ P(t +1]t) ")
R(t+1t+1) = %(t+1[t) + P(t + 1|t + DHTE, (y(t + 1) — H&(t + 1]t))
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Process

process update rocess update
- =P x > x L L > x >
n-1 n n+l

Measures | measure measure measure

Zo z Zhi1
Estimates EarTaction

prediction
ik [ X =1 X % g BT X [~ %
a priari a posteriori

state estimate state estimate

Rudolf Emil Kalman (1930 — 2016)
ingegnere e matematico
statunitense
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Right: Rudolf Kalman, inventor of the Kalman Filter, receives the National Medal of Science
from President Obama.

Left: Margaret Hamilton, one of the leading minds who developed the Apollo on-board flight
software, sits in the Apollo module. The navigation system interface is above her head, below

the circular attitude indicator, running Kalman's filter.
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Stima secondo Kalman

» filtro di Kalman per sistemi a tempo discreto

> derivazione delle formule
> interpretazione come stimatore ad anello chiuso

> proprieta del filtro di Kalman
» filtro di Kalman per sistemi a tempo continuo

» controllo ottimo LQG



TdS: stimatore ad anello chiuso
stimatore ad anello chiuso

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) o X(t+1)=Fx(t) + Gu(t) — L(y(t) — HX(t))

y(t) = Hx(t) y(t)=%(1)

L € R™P = guadagno dello stimatore
errore di stima: e(t) = x(t) — X(t)

e(t+1) = x(t + 1) — &(t + 1) = F(x(t) — #(£)) + LH(x(t) — X(t)) = (F + LH)e(t)

errore di stima e(t) tende a zero se F + LH & asintoticamente
stabile (e in questo caso F pud anche essere instabile) !!!

G. Michieletto integrazione
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e se il sistema (la coppia (F, H)) ¢ osservabile
allora & sempre possible calcolare un guadagno L
in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile

e se il sistema (la coppia (F, H)) non & osservabile
ma il sistema (la coppia (F, H)) & rivelabile
allora & ancora possible calcolare un guadagno L
in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile

» come calcolare il guadagno L?
sintesi mediante assegnazione degli autovalori
POCO INTUITIVO
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linee guida

- autovalori (sufficientemente) grandi — rapidita di convergenza della stima
- autovalori (sufficientemente) piccoli — insensibilita al rumore di misura

» assumendo di avere infomazioni sul rumore
come calcolare il guadagno L?

filtro di Kalman
(anche sistemi multidimensionali MIMO)
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filtro di Kalman

stime a priori (aggiornamento temporale)

P(t+ 1|t) = FP(t|t)FT + X,
x(t 4+ 1|t) = Fx(t|t) + Gu(t)

stime a posteriori (aggiornamento rispetto alle misure)

-1
P(t+1lt+1) = (HTE;TH+ P(t +1]t) ")
R(t+1t+1) = %(t+1[t) + P(t + 1|t + DHTE, (y(t + 1) — H&(t + 1]t))
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interpretazione come stimatore ad anello chiuso

premessa: lemma di inversione (A +BCD) ! = A~! - A-!B(C~! + DA!B)"!DA!

-1
P(t+1]t+1)= (HTE;TH+ P(t + 1))
-1
= P(t+1]t) = P(t + 1[)H" (. + HP(¢ + 1[)H" ) HP(t + 1]t)

=P(t+1[t) =Pt +1[t)HT (S(t + 1)) L HP(t + 1]t)
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L'(t+1)=P(t+1t+1)H'E;?
P(t+ 1) H E; = P(t 4+ 1[t)HT (S(t + 1)) ' HP(t + 1[t)H ;!
P(t+1[t)HT (S(¢+1)) 7" (S(t+ 1)E; ! — HP(t + 1)H £, )

S(t+1)X, ' —HP(t+1[t)H I, = (E, + HP(t + 1|t)H ) ;' — HP(t + 1[t)H X
=53, 4+ HP(t+ 1) H ;' —HP(t+1|)H =, =1

_ P(t+1t)HT (S(t+1)) P =P(t+1[t)HT (}:V +HP(t + 1yt)HT)*1
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R(t+1t+1)=%(t+1t) + P(t + 1|t + DHTE; (y(t + 1) — HR(t + 1t))
=X(t+1Jt) + L'(t +1)(y(t + 1) — H&(t + 1]t))
x(t 4+ 1|t) = Fx(t[t) + Gu(t)
x(t|t) = &(t]t — 1) + P(¢|t) H X, L (y(t) — H&(t|t — 1))
= %(t|t — 1)+ L'(t) (y(t) — HX(t + 1|t))

%(t + 1]t) = Fx(t|t — 1) + FL'(¢t) (y(t) — HX(t|t — 1)) + Gu(t)
= Fx(t|t — 1) + Gu(t) + L(t) (y(t) — Hx(t|t — 1))

-1
L(t) =FL'(t) = FP(t[t — 1)HT (Zv + HP(t|t — 1)HT) guadagno tempo variante
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—1
P(t+1]t+1) = (H'E,"H+ P(t +1]t) )

=P(t+1]t) -

P(t+ 1|t) = FP(t|t)F" + £,

=P(t[t—1)—

-1
P(t/t) = (HTEH + P(t]t — 1))
P(t]t —1)HT (S(t)) ' HP(t|t — 1)

P(t+ 1[t)H' (S(t+1)) ' HP(t + 1]t)

P(t+1|t) =

FP(t|t— 1)F'

— FP(t|t — 1)HT (S(t)) ' HP(t|t —

F'

+ Zw

G. Michieletto
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(S(t) = T, + HP(t[t —1)H")
L(t) = FP(t|t — 1)HT (S(t)) "
x(t +1|t) = Fx(t|t — 1) + Gu(t) + L(¢t) (y(t) — HX(t|]t — 1))
P(t+1|t) = FP(t|t — 1)F" — FP(t|t — 1)HT (S(t)) ' HP(t|t —1)F" + £,
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Stima secondo Kalman

» filtro di Kalman per sistemi a tempo discreto

> derivazione delle formule
> interpretazione come stimatore ad anello chiuso

> proprieta del filtro di Kalman
» filtro di Kalman per sistemi a tempo continuo

» controllo ottimo LQG



ottimalita

Dato il sistema
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t), x(0) = xo
y(t) = Hx(t)+v(t)
tale che
- ipotesi di gaussianita: x(0) ~ N (xo, Xo), w(t) ~ N (0, Xy), v(t) ~ N (0, X,);
- ipotesi di incorrelazione: w(t), v(t) sono mutuamente incorrelati e incorrelati con x(0).

Il filtro di Kalman interpretato come stimatore ad anello chiuso e inizializzato con %X(0) = xg e

P(0) = X risulta essere |'osservatore che minimizza ad ogni istante t > 0 |'errore quadratico medio
(MSE) di stima dello stato.

G. Michieletto integrazione 116/184



guadagno costante

se L(t) = L (guadagno costante)
allora P(t + 1|t) = P : no aggiornamento della varianza

P =P sdp: soluzione della EARD
P=FPF' —FPH' (X, + HPHT)"'HPF' + X,

se (F, G) stabilizzabile, GG' = X, e (F,H) rivelabile
allora il filtro di Kalman & asintoticamente stabile
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dualita controllo-stima ottima

x(t +1) = Fsx(t) + Gsu(t) x(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R?
y(t) = Hsx(t)

stima alla Kalman nel caso stazionario

-1
L=F,PH' (£, +HPH')
x(t+ 1|t) = Fsx(t|t — 1) + Gsu(t) + L (y(t) — Hsx(t|t — 1))
—1
P =F.PF] — F,PH] (I, + H,PH]) H.PF] + X,
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controllo LQ a orizzonte infinito

—+00

U3, (1) = arg minge(o +o0) oo (u(t)),  Jno(u(£)) = Y- (x(t)"Qx(t) + u(t) " Ru(1))
t=0 Q € R"™" sdp, R € R™™ dp

se (F¢, G.) stabilizzabile, (F., H,) rivelabile con Q = H.H/, allora
ui(t) = —Kix(t) con K% = (R+G]M.G.) ' GI M..F,

dove M, = ML & I'unica soluzione della EARD

M = F] MF. — FJMG, (R+ G]MG,) ' G MF, + Q
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-1
guadagno controllore: K% = (R + GIMOOGC) GCTMOOFC dove M, = MOTo soddisfa
-1
M =F/MF. - F/MG, (R+G]MG,) GIMF+H/H,

-1
guadagno stimatore: L =F,PH/ (ZV + HSPHST> dove P = P soddisfa
—1 -
P = F.PF] — F,PH] (I, + H,PH]) H,PFT +G.G,

dualita: sia G q (F¢,Gc, He, R) = K% e Gke (Fs, Gs, Hs, X)) = L, si osserva che

GLQ (FCa GC7 HCa R) = GKF (an H;I" G;I" Zv)
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interpretazione come predittore

aggiornamento rispetto alle misure

P(t|t) = P(t|t — 1) — P(t|t - )H (%, + HP(tt - 1)HT)_1 HP(¢|t — 1)
%(t|t) = &(t|t — 1) + P(t|t — )HT X, (y(t) — HX(t|t — 1))

aggiornamento temporale

P(t+1|t) = FP(t|t)FT + X,
x(t + 1|t) = Fx(t|t) + Gu(t)
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correzione

e(t) =y(t) — Hx(t|t — 1) innovazione

S(t) = X, +HP(t|t —1)HT varianza dell'innovazione
L'(t) = P(t|t — 1)HT (S(¢t))~* guadagno di correzione
x(t|t) = x(t|t — 1) + L'(t)e(t) correzione della stima
P(t|t) = P(t|t — 1) — L'(t)S(t)L'(t)" correzione della varianza
predizione

x(t + 1|t) = Fx(t|t) + Gu(t) predizione della stima
P(t +1|t) = FP(t|t)F" + X, predizione della varianza
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G. Michieletto

State equation: 7y = z;_1 + ulAt + wy, where wy ~ N (0, q)

Observation equation: Xt = Zt + v¢, where v ~ N(0,r)
previous correction
correction

prediction

Zt—1|t—1 Zt|t—1 Bt Tt
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Stima secondo Kalman

» filtro di Kalman per sistemi a tempo discreto

> derivazione delle formule
> interpretazione come stimatore ad anello chiuso

> proprieta del filtro di Kalman
» filtro di Kalman per sistemi a tempo continuo

» controllo ottimo LQG



ipotesi sul sistema dinamico

sistema LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xc€R", ueR™ yecRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xg v € RP: errore di misura

1. errore/rumore di processo
processo stocastico Gaussiano, stazionario, bianco e a media nulla

o E[w(t)] =0Vt
o B [w(t)w(t)T] = £, vt w(t) € N(0,X,)
o E [W(l’l)w(tg)—r} =0VhH 75 to
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sistema LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xeR", ueR™ yecRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xq v € RP: errore di misura

2. errore/rumore di misura
processo stocastico Gaussiano, stazionario, bianco e a media nulla

e Ev(t)] =0Vt
o« E[v(tv(t)"| = X, vt v(t) € N(0,%,)
o £ [v(tl)v(tz)T} =0VhH 75 tr
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sistema LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t) + w(t) xER" ucR™ ycRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xg v € RP: errore di misura

3. errore/rumore di processo e di misura
processi stocastici Gaussiani, stazionari, bianco e a media nulla & indipendenti

E [w(tl)v(tz)T} =0 Vi 75 to

4. stato iniziale
x(0) € N(xg, =
variabile aleatoria Gaussiana di media e varianza note (0) (x0, Z0)
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filtro di Kalman-Bucy

L(t) = P(t)H X1
x(t) = >“<(t) + Gu(t) + L(t) (y(t) — HX(t))
P(t) = FP(t) + P(t)FT — P(t)H I, HP(t) + =,

e il filtro di Kalman a tempo continuo € uno stimatore ad anello chiuso
(alla Luengerger)

e nel caso a tempo continuo non esiste distinzione tra stima predittiva (X(t + 1|t))
e stima filtrata (X(¢|t)): ad ogni istante temporale t viene propagata un'unica
stima X(t) basata sulle osservazioni y(7), 7 < t fino all'istante t
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proprieta del filtro di Kalman-Bucy

realizzabilita

la necessita di acquisire ed elaborare misure con continuita rende di fatto impossibile I'im-
plementazione e I'utilizzo del filtro di Kalman-Bucy in generale

eccezioni

- il sistema & tempo-invariante, i disturbi sono stazionari e il guadagno L(t) =L
viene mantenuto costante: il filtro di Kalman-Bucy si riduce a un filtro LTI
analogico realizzabile con componenti elettronici lineari

- le osservazioni vengono acquisite ad istanti discreti: il filtro di Kalman-Bucy &
implementato nella sua versione ibrida
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guadagno costante

allora P(t) = P : no aggiornamento della varianza

P =P sdp: unica soluzione della EAR
0=FP+PF' —PH'X HP + X,

se (F, G) stabilizzabile, GG' = X, e (F,H) rivelabile
allora il filtro di Kalman & asintoticamente stabile

G. Michieletto integrazione
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esempio: caso continuo VS. caso discreto

sistema del primo ordine a tempo continuo

x(t) = fx(t) + w(t) w(t)
y(t) = x(t) + v(t) v(t)

sistema osservabile &, se g > 0, raggiungibile
— sistema rivelabile &, se g > 0 oppure se g =0 e f < 0, stabilizzabile

= fr£./f?r? >0
EAR: 2fp—%p2+q:0 - P1,2 r re<4+gqr seq
p1=0,p =2fr seq=20
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se g > 0 (sistema osservabile e raggiungibile) allora p = p; = fr + \/f2r2 + qr > 0

L= %p =f+ \/m
§ = fx(t) + Ly(1) — 2(1) = —/f2 + q/r k(1) + (f + m) y(t)

X(t) = —/F2 + q/rx(t) + w(t) — (f +4/F2+ q/r) v(t) esp. stabile

G. Michieletto integrazione 132/184



seq = 0ef < O (sistema stabilizzabile) allorap = p1 = 0

stimatore in catena aperta: & = f&X(t) + L(y(t) — &(t)) = f&(t)
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sistema del primo ordine a tempo discreto

x(t+1) = x(t) + w(t) w(t)
y(t) = x(t) + v(t) (t)

sistema osservabile &, se g > 0, raggiungibile
— sistema rivelabile &, se g > 0 oppure se ¢ =0 e |f| < 1, stabilizzabile

EARD: p=f2p— P 14

r+p
_1((r2_ _ 2,
N P1,2—2((f l)r—i-qi\/(r fer q)+4qr) seqg>0
p1=0,p2 = (2= 1)r seq=0
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se g > 0 (sist. oss e ragg.) allora p=p; = % ((f2 ~Vr+q++/(r—fr—q)+ 4qr> >0
R(t+1]t) (et — 1)+ P y(e)
X = X — —_—
r +py
- . P
X(tlt) = X(t|t — 1)+ ——y(t
(tlt) (tlt—1) r+py( )
%(t) esponenzialmente stabile
G. Michieletto integrazione
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seq = 0elf| < 1 (sistema stabilizzabile) allora p =

pr = 0

stimatore in catena aperta:

K(t + 1|t) = fx(t|t),

K(t|t)

x(t|t — 1)

G. Michieletto
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Stima secondo Kalman

» filtro di Kalman per sistemi a tempo discreto

> derivazione delle formule
> interpretazione come stimatore ad anello chiuso

> proprieta del filtro di Kalman
» filtro di Kalman per sistemi a tempo continuo

» controllo ottimo LQG



LQG = LQR + KF

v(t) e R™ >

processo > y(t) € RP

>
T\
A

G. Michieletto integrazione 138/184



caso a tempo discreto

x(t 4+ 1) = Fx(t) + Gu(t)+w(t) xe€R" ueR™ yeRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xo v € RP: errore di misura

- ipotesi di gaussianita: x(0) ~ N (xq, Xo), w(t) ~ N(0,Xy), v(t) ~ N (0, X,)
- ipotesi di incorrelazione: w(t), v(t) sono mutuamente incorrelati e incorrelati con x(0)

T-1
E[ ( (t) " Qx(t) (t)TRu(t)>+x(T)TSx(T)1

t=0

S’Q G Rn)(n Sdp, R e Rme dp
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controllo LQG

T(t) = in Jr(u(t
u7(t) ey 7(u(t))

ur(t) = KT (t)k(t[t — 1)
K5() = (R+ G Mr(t + 1)G) G Myt + 1)F
x(t+1|t) = Fx(t|t — 1) + Gu(t) + L(¢t) (y(t) — Hx(t|]t — 1))

M1 (t) soluzione della ERD

rincipio di separazione
L(t) guadagno del filtro di Kalman princip P
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caso a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t)+w(t) xe€R" ueR™ yeRP
y(t) = Hx(t)+v(t) w € R": errore di processo
x(0) = xo v € RP: errore di misura

- ipotesi di gaussianita: x(0) ~ N (xq, Xo), w(t) ~ N(0,Xy), v(t) ~ N (0, X,)
- ipotesi di incorrelazione: w(t), v(t) sono mutuamente incorrelati e incorrelati con x(0)

Jr(t)=E VtT (x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)) + x(T)TSx(T)]

=0

S’Q E RFIX” Sdp, R 6 Rme dp
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controllo LQG

*(t) = in J t
u’r(t) RN 7(u(t))

ur(t) = —K7(t)X(t)
K% (t) = RT'G"Mr(t)
x(t) = Fx(t) + Gu(t) + L(¢) (y(t) — Hx(t))

M (t) soluzione della EDR

L(t) guadagno del filtro di Kalman jertingiane 6 cegerenive
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cenni di
Controllo Adattativo

» principali aspetti del controllo adattativo
» ruolo dell'identificazione
» tipici schemi di controllo adattativo

» controllo adattativo di un quadrotor



introduzione al controllo adattativo

P(s) & un’approssimazione del processo reale

—> incertezza dei parametri (non lineari)
= dinamiche inaspettate
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controllo robusto o H,

regolatore unico che garantisce prestazioni adeguate
per tutti i parametri in un certo intervallo

A affidabile & definitivo
¥/ spesso conservativo (worst-case)

identificazione & controllo adattativo

regolatore basato su una stima (offline/online) o
el parametri (non noti e tempo-invarianti/tempo varianti)

A tenente conto delle prestazione limite del sistema )
v complesso, fragile, dipendente dell'identificabilita del sistema

G. Michieletto integrazione
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controllo adattativo (o adattivo): metodo di controllo utilizzato da un controllore che puo
modificare il suo comportamento in risposta a cambiamenti nella dinamica del processo e
nel carattere dei disturbi al fine di ottimizzare le prestazioni

regolazione
dei parametri

un controllore adattivo € un

param. controllore con parametri rego-
r(t) B labili e un meccanismo per la
> t : . .
controllore o processo LA regolazione dei parametri
u(t
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storia del controllo adattativo

necessita di controllare super aerei
anni '50 caratterizzati da ampi range lavorativi
in termini di velocita e altezza

sviluppo della teoria del controllo
anni '60 (rappresentazione in spazio di stato, teoria della stabilita, teoria del
controllo stocastico, identificazione di sistemi, dynamic programming)
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rinascita del controllo adattativo
anni '70-80 (stabilita dei sistemi adattativi ma sotto ipotesi molto restrittive,
idea di combinare I'identificazione dei sistemi e il controllo robusto)

epoca d’oro del controllo adattativo

anni "80-90 (esperimenti in ambito accademico e industriale)
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vantaggi del controllo adattativo

(QGUANSER

https://www.youtube.com /watch?v=ypCf_VODmik
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https://www.youtube.com/watch?v=ypCf_VODmik

https://www.youtube.com/watch?v=BlpnjvQ1luhl
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https://www.youtube.com/watch?v=BIpnjvQ1uhI

cenni di
Controllo Adattativo

» principali aspetti del controllo adattativo
» ruolo dell'identificazione
» tipici schemi di controllo adattativo

» controllo adattativo di un quadrotor



identificazione

identificazione (di sistemi): metodologia per costruire modelli matematici di sistemi
dinamici utilizzando misurazioni dei segnali di ingresso e di uscita del sistema

e sistema lineare/non lineare

e approccio parametrico/non parametrico

- i metodi non parametrici tentano di stimare un modello generico
(risposte al gradino, all'impulso, in frequenza)

- i metodi parametrici stimano i parametri in un modello specificato
(funzioni di trasferimento, matrici spazio degli stati)

in seguito, identificazione (parametrica) della funzione di trasferimento
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» tipi di identificazione

gray box

black box

white box

S ps) PR B pse) AL

modello di cui si conosce
la struttura ma

non tutti i parametri

modello di cui si conosce
la struttura e

i parametri

modello di cui
si conosce

la struttura e i parametri

modello ricavato in base
ai principi fisici e
ai dati di progetto

modello ricavato in base
ai principi fisici e
ai dati sperimentali

modello ricavato in base
ai dati sperimentali
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» identificazione gray box

gray box
esperimenti
u(t) P(s, ) y(¢) - implementare degli specifici ingressi u(t), t € [0, T]
’ - registrare le corrispondenti uscite y(t), t € [0, T]

- stimare i parametri ignoti 6 sfruttando (u(t), y(t))

modello di cui si conosce
la struttura ma

non tutti i parametri . . .
P come scegliere gli ingressi u(t), t € [0, T]?
qual & la bonta della stima 6 che si puo ottenere?

modello ricavato in base R s ) . ] N
e possibile determinare I'incertezza della stima 67

ai principi fisici e
ai dati sperimentali
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» identificazione diretta e indiretta

diretta

u(t) y(t)

— P(s0) ——

la stima di 6 si ricava sfruttando
i dati (u(t),y(t)), t € [0, T]

la retroazione & ignorata

G. Michieletto

integrazione

%Tﬁ C(s)

indiretta

u(t)

P(s,0)

la stima di € si ricava sfruttando
i dati (r(t),y(t)). t € [0, T]

il controllore & noto
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» identificazione offline e online

offline online
stima statica stima dinamica
for t € [0, T] for t € [0, T]
si raccolgono i dati (u(t), y(t)) si raccolgono i dati (u(t), y(t))
end si stimano i parametri 0(t)
si stimano i parametri (costanti) 0 end
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cenni di
Controllo Adattativo

» principali aspetti del controllo adattativo
» ruolo dell'identificazione
» tipici schemi di controllo adattativo

» controllo adattativo di un quadrotor



identificazione e controllo adattativo

r(t)

regolazione
dei parametri

param.

G. Michieletto

controllore

u(t)

processo

y(t)

integrazione
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r(t)

identificazione
dei parametri

regolazione diretta

G. Michieletto

C(s,0)

u(t)

P(s,0)

y(t)
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r(t)

regolazione indiretta

identificazione dei
parametri di processo

0
\,

regolazione dei
parametri di controllo

| €0

G. Michieletto

C(s,¢)

u(t)

P(s,0)

y(t)
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regolazione

e feedback: I'azione di controllo viene definita calcolando
I'errore (differenza) tra riferimento
r(t) ed uscita y(t) che filtrato attraverso un
blocco adattativo restituisce I'azione di controllo

maggiore prontezza in
caso di disturbi esterni
(ma in assenza di ritardi)

o feedforward: |'azione di controllo viene definita
sfruttando un’opportuna modellazione del sistema (ad
esempio in forma tabellata) che viene modificata secondo
un’'opportuna legge adattativa in base alle misure
effettuate in uscita

da preferire in caso
di forti ritardi

nel segnale d’uscita
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gain scheduling

regolazione dei parametri del
controllore in base alle possibi-
li condizioni operative del pro-
cesso identificabili in base al-
I'andamento di alcune variabili
misurabili

r(t)

param.
controllore

g

l

controllore

—

u(t)

gain
schedule

processo

cond.
operative

y(t)

controllo in feedback in cui il guadagno dipende dalle condizioni operative del processo
determinate osservando specifiche variabili di pianificazione (scheduling variables) la cui
scelta & dettata dalla fisica (ben nota) del sistema

—> identificazione online delle condizioni operative

regolazione “offline” dei parametri del controllore

G. Michieletto
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esempio di applicazione

o

Pitch Angle

controllo dell’angolo di pitch in un aereo
https://www.youtube.com/watch?v=YiUjAV1bhKs&t=12s

__ elevation angle . . . T
P(s,0) = oitch command  Sistema lineare a parametri variabili

parametri tempo varianti e dipendenti dalle condizioni operative

variabili di pianificazione: Mach number e/o pressione

C(s,{Kp,Ki;,Kp}) controllore PID con guadagni variabili
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implementazione

determinazione delle scheduling variables

linearizzazione del processo in corrispondenza ad ogni condizione operativa
calcolo dei parametri di controllo in corrispondenza ad ogni condizione operativa
selezione della gain scheduling architecture (gestione delle transizioni)

test delle performance del controllore per via simulativa

PONPEO

no feedback tra le performance del sistema in catena chiusa e i parametri
& del controllore (compensazione open loop)

stabilita del controllore o< transizioni tra le diverse condizioni operative
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pros & cons

A utilizzo di tecniche di controllo lineare anche per sistemi non lineari
A\ parametri di controllo fissati a priori (no fenomeni di deriva o divergenza)

v processo di sintesi del controllore laboriosa
¥ non-ottimalita rispetto alle specifiche di controllo
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Model Reference Adaptive Control

modello vd(t)
di processo
param.
. . . controllore -
regolazione dei parametri del ’— meccanismo
. -
controllore in modo da mini- regolazione
mizzare |'errore tra |'uscita del l
- r(t) E—

processo vera e desiderata > y(t)

controllore processo -

- u(t)

schema di controllo a due loops in cui non c'e una vera e propria identificazione

—> loop interno: controllo in feedback standard
loop esterno: regolazione dei parametri del controllore

G. Michieletto integrazione 166/184



meccanismo di regolazione

o input:  u(t),y(t),yq(t)  ingresso e uscita reali del processo, uscita desiderata
t)

output: £( parametri del controllore

e strategie e(t) = y(t) — yq(t)

- metodo del gradiente
minimizzazione di J(£(t)) = Le(t)?

~: adaptive gain ge((?) sensitivity derivative

MIT rule %58 = —ve(t) 523

- teoria della stabilita
funzione di Lyapunov tale che lim;_, e(t) =0
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Self Tuning Regulator

regolazione dei parametri del
controllore in base al risulta-
to dell'identificazione dei pa-
rametri di processo e delle
specifiche

specifiche

param. sistema

) |

r(t)

design
controllore

aram.
l P ctrl

controllore

u(t)

I —

identificazione
param. sist.

processo

y(t) _

schema di controllo a due loops in cui I'identificazione dei parametri di sistema gioca un

ruolo fondamentale

—> loop interno: controllo in feedback standard
loop esterno: stima dei parametri del sistema + progettazione del controllore

G. Michieletto
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principio di funzionamento

® assunzioni
- i parametri del sistema sono non noti ma costanti o lentamente tempo-varianti

- certainty equivalence principle: i parametri di sistema stimati sono considerati
corretti nella progettazione del controllore

e explicit/indirect STR
- identificazione online dei parametri di sistema (stima parametrica ricorsiva)

- progettazione online del controllore sulla base delle specifiche e dei risultati
dell’identificazione

implicit/direct STR

- determinazione dei parametri del controllore in seguito alla riparametrizzazione
del processo (unico blocco nel loop esterno)
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dual control

sintesi del controllore in base
al risultato della stima dell'i-
perstato (stato e parametri del
processo)

iperstato

e

r(t) l

_
controllore
»| non lineare

u(t)

calcolo
iperstato

processo

y(t)

schema di controllo non lineare basato sulla stima stocastico dello stato aumentato

(iperstato) del processo

— identificazione online e contemporanea di stato e parametri di sistema

G. Michieletto
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principio di funzionamento

® assunzione
i parametri del sistema variano con una dinamica comparabile a quella del processo

® sintesi del controllore
tecniche di ottimizzazione: minimizzazione di una funzione di costo che coivolge I'aspet-
tazione di una funzione dell'iperstato stimato (aspetto stocastico)

teoria del controllo duale: branca della teoria del controllo che si occupa del controllo di siste-

mi le cui caratteristiche sono inizialmente sconosciute con un duplice scopo
1) action - controllare il sistema al meglio in base alla sua conoscenza attuale

2) investigation - sperimentare il sistema in modo da apprenderne il comportamento
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cenni di
Controllo Adattativo

» principali aspetti del controllo adattativo
» ruolo dell’identificazione
» tipici schemi di controllo adattativo

» controllo adattativo di un quadrotor



modello del quadrotor

modello non lineare

T
xyz¢91/1)'<yiwxwywz}

-
u=[If| 7] eRr*
-
= |F T T2 7’3}
p v v 03x1
. le| Tw B Tw 031 _
| T | —ges+ m~IR(8)f. | —ges + m-IR(6)f.| (%) + fo(x, u)
w 7w x Jw +T7¢) J Y (~w x Jw) i
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X r 0 7
y 0
z 0
wyx + (sin ¢ tan O)w, + (cos ¢ tan O)w, 0
cos pw, — sin pw, 0
(singtan B)w, + =20, 0
fl(x) = 0 eos? f2(x7u) = #(sinz/)sinqﬂrcoswsin f cos ¢) F
0 L (— cossin ¢ + sin ¢ sin O cos ¢) F
_ 1
Jyszg = (coslﬁcos o) F
ey e Fn
ny “WxWz 772
I ijszway | L T3 ]
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modello linearizzato

x:[p(?vw}—r:[xyzd)Gwaiwxwywz}T

U:[||fc|| TC}TZ[F L T2 T3}T

F3 =

G,y =

x = Fx + Gu

03x3 03x3 I3x3 0343
F— (053 O3x3 O3x3 las

03x3 F32 03x3 0343’
03x3 03x3 03x3 0343
0354 0 000
G= °3X4,G3:0000
Gs L9000

Gy m
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modello linearizzato di roll, pitch e yaw

i 1
R wx = :];“Tl

) 1
9%&)},_727_2
— 1
¢%WZZTZT3
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modello linearizzato di roll

o(t)| {0 1|[o(t) 0
0= 8]50) + (3]

GRI

G. Michieletto integrazione

x(t) = Ax(t) + bu(t)

y(t) = c"x(t)
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controllo roll & pitch: non adattativo

. . _ k’
azione integrale  Fy(z) e
compensazione di disturbi costanti

b x(k+1 R0 (k)

1z T

Ay

ki e k| scelte in modo da garantire che
il sistema in catena chiusa abbia i poliin zz = 0.9 (T = 0.01s)
(formula di ackerman)
G. Michieletto
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- stabilizzazione in 0.8s senza overshoot
- regressione di disturbo di coppia
(0.25Nm) agente a t = 1.2s

o8t 7 1
S os —J=00tkgm® || - degradazione delle performance in
- = 2 4 - - - . .
04 J,7002kgm caso di variazioni parametriche
02f A7 e J.=0.04kgm? [
OO 015 ‘; 115 215 3
t(s)
G. Michieletto
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controllo roll & pitch: MIAC

Model Identification Adaptive Control (~ STR)

J.
. . % =09 Kermann’s
calcolo adattativo di k; e k| ey Ademany > RLS =
ormula
. . . Parameters
o stima RLS (con forgetting factor esponenziale)
dei parametri di inerzia us -
o -! Roll controller —I b, 0
o formula di Ackermann per la sintesi Quadror
unadrotor
del controllore (poli del sistema in catena chiusa ——— |
. 0s—»O—> s 5
In z; = 09 (T — 0015)) - Pitch controller U3 0.0
Parameters
2 =0.9]  Ackermann’s Ll RLS <]
formula
t J,

G. Michieletto integrazione 180/184



5— 7 r— ‘ r_ - ‘ : at= OS
| | | | .
> | U | Y S S Jx = J, = 0.01lkg m? (valore nominale)
= 0 1 .
& AU T A — controllo adattativo e non
: : } } [ E — ¢ (adaptive) f
s L RS 18| 1§ (nonadaptive | performano ugale
0 é 16 15
t(s)
TN ) Ty Ty [T at=ss
. | | |
Sof 0y i T U =0.04kg m* e Jy, = 0.03kg m?
o | | | | | 1 77795 . .
A T T 6 lasepe — controllo adattativo performa meglio
=51 = = = ------- § (nonadaptive) |
0 é 16 15
t(s)
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controllo roll & pitch: MRAC

Model Reference Adaptive Control

v

Reference model
(Roll)

Pg: Pg

Adaptive law

calcolo adattativo di k; e k|

Parameters

o modello di riferimento del sistema in catena

chiusa s Roll controller

o Lyapunov-based adaptive law per la sintesi
del controllore (poli del sistema in catena chiusa
in Zi = 0.9 (T = 0015)) e Pitch controller

Quadrotor

S

Parameters

ST
P

. Reference model
Adaptive law 0,0, (Pitch)
- itc

]
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454 (%)

{j—y
— ¢ (adaptive)

#| -+ ¢ (nonadaptive) F
; i

14 16

A —
i S

i | —— 0 (adaptive)
------- 6 (nonadaptive)

G. Michieletto
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18

at=0s
Jx = J, = 0.01kg m? (valore nominale)
— controllo non adatt. performa meglio

ottimizzato sul modello nominale

at=10s
Ji = 0.04kg m? e J, = 0.03kg m?
— controllo adattativo performa meglio
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