
Lezione 8 (2023-05-19)

Sistemi lineari: Metodi iterativi

IIAMI

Metodi iterativi: dato sistema Al =b

calcolano solutione e

come limite della successione (xx}
convergente. Ovvero

him xx =
-

K-> A

metodi stazionami:iterazioni assumono forma del tipo

Xkx+1 = 3xx +q

manice di itensione e veline I
non dipendano dall'iteration K

Metodi di zilassamento:

· classe di metodi iterativi di tipo stazionario

· mahice A viene decomposta nella ferma =M-E
P

*NON SINGOARE

· B =meq =8



Metodiclassici

· quando elementi oioganalimanico I NO NULL

· mahici e E coshnite a parlize da 1.e E

Sia It Rn

D = al

"
W

ann

- E = 0 -E =0 a12---ain

az10 o
- 0 an-1n

an.... ann-10 0

Metodo di Jocobi
1 =2- 1 =4 - (E +E)

A =A I =E +E

&5 =0(E +E) q
=Ib

Metodo diGauss-Seidel
A =4 -A =(1 -E) - E

1 =1 - E E =E

&a =(1 - E)E q
=(1 - E("b



CONVERGENZA

diun metodo iterativo Ik+1 =BIK+1 (*)

TEORENA

metodo iterativo (*) converge 10 RR" <=) y(B)<

TEOREMA (condizione SUFFICIENTE, ma NON NECESSARIAl

Se IIII1< 1 =>> metodo iterativo (*) converge
Flo IRU

dove;

I/1): zoggio spettzale

/A) =max 41Xil: di autorate di El=men'il

11.11: nouna indotta qualsiasi

Esempi dinozme indotte

II Ella - isdel massimo tra
le

Somme per RIGHE

Il A Il, -D del massimo tea t
somme perCOLONNE



1) coshutione manice 5=!" (EtE)

E -

I
I 2 - 2

II I I

22 I

I = 1 -I I =

10.) E0 l

00

E 0 -2 + E I 2E =

0 ·-i) I -I 0-1 I
0!18i)in2 I

I" =E +E



Saltiamo a plo4 (pl2es consentent di verificare che

metodo di Jacobi converte!)

a) Tzacne Ii e zz noto 10 =(0,0,0)
T

EK+1 =B5 EK+9

I =Ib

I = I

L
o =

()
E

1 =E =C =>> 1 =4b == =b

Prima solicul

A1 =b5 10 + 1 =B 1o + 1 =b
ne

vella nullo

↳o = 10,0,01T

=) I = I

3

5



seconda soluzione

Es e ha valoq
x2 =B5 x +q

oggiornati

*2 ->0-22 I t I

-10-1 3

--

-2 -20 S
(i)

=- 2.3 + 2.3 I

-11 - 1.5

-2.1 -2.3

)") -I



2) Roggio speciale 5

zoggio spettale It RM? I/E)=n'il

catcoto autoalniXi; det (35-xI)=0

&5 - XI - 0 - 22 - A I

E2.2 I I 0 I I
o 0 l

I - X

Ii)
det(B5-XI):

- x - 2 2 - x - 2

I-1 - x -1-1 - x

-2 -2 - x - 2 - 2

- x3 - 4 +4 - (4x - 2x - zx) =
- x3

det (35 - XI) =0 => Y =0

=>> Xi =0 i =1,2,3

S(85) =m/sil =0



3)convergenza metodo Jacobi?

I(35) =0 < 1 => converge IoR"



1) costutione manice Ba= C-E)"E

I 2 2

E I%04 =

-:
0

calcolo etogli disequize

*

.- E 112

=al
-

Eit"in
Ba =( -E)E
B=

I))ii)".



Metodo 1 percalcolo II. E)
"

Faunile permanice hiagolone inferide!
Sia I =(2ij) e manice inversa l" = (yij):

gii=ei,
-I-1 3 i =1,2, ---,H

yji=-2j; 22jk yki j=it, itz, ...,
k=1

1 (colonna il

gir= ein
je

E =1 - E =

(a)
yji=-e, ein yki
yn =e =12

y21 = - 4ezz *
=
22k yx = - (ezy,)

=
- Yz (1.72) = - 4

yz1 = - 1 exx ya = - (esyn + esyz)233 k=1

=- I..4 + 10(-Y) =i



2 (coconnaz I = 2

gii= ein
jel

yji =-e, eik yki -lor"e Iyz2 =ezz:y
%2932733

932 = -3,23x Yxz = -, (231412 +232922)

2 - (0.0 +1./z) =- 5

Es (colonna E

Dii=2i,

433 =ess12 ...e
%2 -433

Risultato Metodo I

=* -E =

E) " I
Yz-"



Metodo 2 percalcolo (I - EL"

steutliano definizione MATRICEINVERSA

11 -=(1 - E) =E E I I
L 00

I0 I ①

00 I

12. E"=

Ii
(1 - El -

12
2
I

20 +3 =0 a =- 46 (2"ziga xi colonnal

2b + c =

0 b =412 (3ziga xicolonnal

3c +2 =0 c =
- "6 13ziga -2°colonnal

Risultato Metodo 2

1 -E = 1/2

I -6 13 I
%12 -46"2



Pto 2 consente diverificane che metodo Gauss-Seidel converge!

3) Determinare 11 e2, partendo da 10= (0,0,0)T

Xk+1 =baxk + 9

I =(I - E)"b

( -)=

I
b

-
a =

1spi"...e =>3/2

- Yg.3 +3.5 7/6

11/12

El =E4 10+1 = 1
=(92, 7/0,"(i)*

4
Io vetta nullo

22 =Bax + 1 -

I
0 -

-(3)
+perill



2) Discutere convergenza metodo Gauss Seidel
utilizzando teorema relativo a f(B4)

B I 0 -0

0 46- 113I
0 - 412 6

I
Calcolo AUTOVALORI

det (Ba - xE) =0

I
- X - 0

I
- X - 12

0 16 - X - "3 0 4 - x

o -n "16 - X 0 - Y12

- X. (" -x)- (-X.3s) =0
X?(X - Y) =0 => x =3 x2,3 =0

Roggio spettate?
Gauss Seidel

(1) = mg/Xil = 13 - =-

CONVERGZ

Semple



1) Calcolone manice B5
=

&5
="(E +E)

A -10 142

1 II 2

315 3

5 = 0 - - - 0 o o

- 0 - -0 - 5

--a 0 - 5 =0

Verificant B5 =C (E +E) ... (procedimento Es4.3)



0 4,0 Yz0

1 I- "5 0 -5

- 15 430

Pto 2 consente diverificane che metodo Jacobi converge!

3) valutare soluzioniopprossimate e 12

doto 1= (0,0,0)

*K+1 =B5 Ax +1

33 ="(E +El

I =c"b

q = -0 I I
- Yo

I 0 45
113 I I 115

00 2 13

I =35 10 +1 =

g
= (- 0.15,3)

I
I
Io vetta nudo

El = - 40 - -0,1

45 0,2

43 0,333333333

12 =35 a +1
=

0

tis"eb)s



=(80),Tise
x2 =- 19/300 = - 0,633333333.0

13/150 0,866666667. lò

73/,50 0,486666667

4) veltne enne seccuda itnata

2 =1 - x2 =

f) isis

-20-0gosa2seI
- 0,986069632.



2) Si dica se metodo Jocobiconverge

Approccio 1: vacuto /E5

Catcoto AUTOVALORI Xi imponendo det (35-XI) = 0

35 = 0 %10 "zo "O %20

I
35 - XI =

-
a

- Y5 -X - 215-o - (5) I I
- 15 430

det (B5 - XE) =0 =>X +89 - 750 =0

Jocobi

(155) =s/Xil =0,545 < =D
convage

Approccio2: vatuture nana IIB5I

2.1) Norma del massimo tra le somme per zighe

11 Ella =max laist
1i2nj =1

35 = 0 4,0 Yz0

- "150 - 15I
-15 2130

I
3.2) Norma del massimo tra le somme per colonne

35 I 0 4,0 Yz0

- "5 0 -5I
- 15 430

I
colonna / /ail+(azil + lasi) = 15+1s = 45

col. 2 (a,21 +1a221 +19321 =410 + 43 = 23/30

col. 3 (ais1+19231 +1933) =420 +2 =9/20

11 3511, =max)45,23/50,9120) = 2/30

Il 51), =201 -Jacobi converge



zigal lul+laiz) + lais1 =40+"20 =3/20

ziga 219211 + 19221 +19231 =45 +45 =3/5

ziga 3 19311 + 1932) +19331 = "5 + 4 =13/5

11351 =max/"/20,315.(15) =13/15

1351p =13/15<1 =) Jacobi converge

2.2) Norma del massimo tra le somme per colonne

HEIl,- max laij
12j2n i =1

35 =

/es"sI
colonna / /ail+(azil + lasi) = 15+1s = 45

col. 2 (a,21 +1a221 +19321 =110+ 43 = 23/30

col. 3 (ais1+19231 +1933) =420 +2 =9/20

11 3511, =max)45,23/50,9120} =23/30

Il 51), =201 -Jacobi converge



Approccio 3: esaminare manice Il

3.1) STRETTAMENTEDIAGONALEDOMINANTE pel RIGHE

A -

I
-10 142

II 5 2

3/5 -2 3

ziga ((ai1 = 10 > 19,21 + (a13) =1+ 12 =312

ziga 2 1az21 =5 < (a21 + 19231 =1 + 2 =3

ziga 3 19331 =3 < 19311 +19321 =3/5 + 2 =13/5

verificata =) Jacobiconverge

3.2) STRETTAMENTEDIAGONALEDOMINANTEIN COLONNE

A - -10 I 12

I I 5 2 I
3/5 -2 3

colonna I 191) = 10 >19211 + 1ax) =1 +315 =85
col. 2 1a221 =5 < 19121 + 19321 =1 +2 =3

col 3 19331 =3 < 1913) +laz) =2 +2 =5/2

verificata =) Jacobi converge



1) Analisimanice ... tralasciamo

2) Determinare mahice Ba

Ba =(1 - E)"E I 0

I 5I1 I
1 =

(85) E =(i)
dettogen
catcolo
a sequize

1 - E =

(55,5) * -El =fs-s
isI



catcolo inversa (I-El
"

(1 - E)"(1 - E) =E

A 15 II
15

c
vs1is) "180. I

b

zigaz x coll Sa + y =0 => a =- Y25

ziga 3 x col. I 36 +c =0 b =

- 45 =25

ziga3 xcot 2 30 +1 =0 => > c = - 25

(1 -E) - 115

fis -is us
completo calcolo manice 4 Gauss-Seidet

&4 =(CI - E)"E

115

=fis - us')"1



3)Verifica TEORERA CONVERGENZAbosato su NORMA

11Bal1< => Gauss-Seidel CONVERGE

11.11: nozma indotta qualsiasi

Norma del massimo tra le somme per zighe

11 Allo =max Blais
1i2nj =1

Ba

I
O - Y5

-"s
zigal(i=) (aj) =0 +15 +0 =45

j =1

ziga 2 (i =2)
,
1251 =0 +2s+"s:4/25

ziga 3 (i
=3) , 19351 =0 +2s +es =4/25

Il Ballg= max}","25, "1257=6/25

Il Bulls =2s<1 => converge LoeR"



Nozma old massimo tra le somme per colonne

II All, = max E laijt
12j2n i =1

- O

BaI 0
CO2. I (j=1),(ai) =0 +0 +0 =0

col.2 (s =2) E, lain)="s+"2s+",25 = 3/25

coe. 3 (j=3) =, lais) =0+15+ 2s =6/25

Il Bull, =251 => converge for IRP

i) vatufare soluzioniopprossimale e ex2
a partice da 10 = (0,0,0)T

IKH1 =B4 Ix+1

B =(1 - E)"E

q
=( - =5b



I 115I

tis
-

vs() "I
21 =Ba10 +1 =1 =(6/5,29/25,25)

-

u

vette nullo

12 =34k +1

=0

I

I"sei


