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Richiamo della lezione precedente

» Definizione di spazio vettoriale sopra un campo.
» Esempi e proprieta.
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Combinazioni lineari

In ogni spazio vettoriale V' possiamo formare somme finite di multipli
scalari di suoi vettori. Queste somme, grazie agli assiomi di spazio
vettoriale, sono vettori di V, e sostanzialmente sono il risultato di tutte e
sole le operazioni algebriche consentite in V.

Definizione
Sia V un K-spazio vettoriale. Si chiama combinazione lineare a
coefficienti in KK ogni espressione in V' del tipo

A1v1 + Agvg + - - 4+ Ay,

alvariaredin e N,v; e Vel €K perognii=1,...,n.
In particolare, se i vettori vy, ..., v, sono fissati, allora il vettore di sopra
€ detto combinazione lineare dei vy, ..., v,, o anche dell'insieme

{vla 000 7vn}'

Si osservi nuovamente che combinazioni lineari sono somme finite di
vettori.
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Indipendenza e dipendenza lineari

Dato un qualsiasi insieme di vettori {v1,...,v,} in V, possiamo
considerare |'equazione

V1 + oo + -+ xpv, =0
nelle incognite x1,...,x,.

Definizione

| vettori vy, ...,v, € V si dicono:
» linearmente indipendenti se |'unica soluzione in K™ della precedente
equazione ¢ lo zero di K”; ciog, se I'unico modo di scrivere lo zero 0
di V' come combinazione lineare dei vettori vy, ..., v, & quello di
prendere i coefficienti x; tutti nulli.

> linearmente dipendenti in caso contrario, cioe se & possibile scrivere
0 come combinazione lineare non banale dei vettori vy, ..., v,.

Se i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti, allora ogni
uguaglianza Ajv; + - -+ 4+ A\pv, = 0in V, dove almeno uno scalare \; &
non nullo, verra chiamata espressione di dipendenza lineare per i vettori.
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Indipendenza e dipendenza lineari

Questo perché, supponendo ad esempio A; # 0, da tale espressione

possiamo esplicitare v; come combinazione lineare dei vettori vs, ..., vy,
poiché vale
)\2 An
V= U2 = — Uy
A1 A1

In definitiva, se n vettori sono linearmente dipendenti, allora uno di essi
sara combinazione lineare (non banale) degli altri n — 1.

Definizione

Dati n vettori vy,...,v, in V, I'insieme di tutte le loro combinazioni
lineari a coefficienti in K sara indicato come

(U1, .. 0p) ::{Z)\ivi|n€N, NeKVYi=1,...,n}.

i=1

Osservazione (Importante)

Siamo nelle condizioni di poter interpretare sia algebricamente che
geometricamente il concetto di (in)dipendenza lineare per uno o due
vettori di V. o>
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Indipendenza e dipendenza lineari

Il punto cruciale & di prendere come esempio gli spazi vettoriali di R? ed
R3. Infatti, per tali insiemi,

> (v) consiste dei multipli scalari del vettore geometrico v, quindi & la
retta avente direzione v;

> (v1,v9) & il piano generato dai vettori geometrici vy, vo, cioe dalle
rette (v1) e (v2). Questo degenera in una delle due rette se un
vettore giace sulla retta dell’altro. In caso contrario,
per il solo caso di R2, abbiamo I'uguaglianza insiemistica

<’U1,U2> = ]RQ o

R R

(v) (v2) {v1)

v

(0,00 R

L'uguaglianza insiemistica (v;,v2) = R? data da due vettori non multipli
di R? ci dice che ogni vettore di R? si pud esprimere come un'opportuna
combinazione lineare dei vettori vy, vs. o>
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Indipendenza e dipendenza lineari

Non & mai possibile ottenere una simile uguaglianza con soli due vettori di
R3 (che pure non siano multipli). Questo perché, intuitivamente, con loro
combinazioni lineari non possiamo “uscire” dal piano che individuano.

Ebbene, in generale:
> Un vettore v € V' & linearmente indipendente se e solo se v # 6, se e
solo se (v) # {0}. La prima equivalenza segue dalla proprieta (iv)
dell'ultimo lemma; la seconda & |'interpretazione geometrica
dell'indipendenza lineare di un singolo vettore.
» Due vettori v1,v2 € V sono linearmente indipendenti se e solo se
v # Avg per ogni A € K \ {0}, se e solo se (v1) # (v3).
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Indipendenza e dipendenza lineari

(1) Verifichiamo se i tre vettori v1 = (3,0, —1)7, vo = (=2,1,0)" e
v = (—3,2,1)T di R? sono linearmente indipendenti. Dobbiamo
risolvere in R? I'equazione A1v1 + A2va + Azvs = (0,0,0)7 nelle
incognite A1, A2, A3 e pertanto risolvere il sistema

3M\ —2X2—3A3=0
Ao +2X 3 =0
-1 + A3 =0.

E subito visto che |'unica soluzione & (0, 0,0), dunque v1, v2, v3 sono
linearmente indipendenti.

(2) Nello spazio vettoriale reale F delle funzioni di R in sé, verifichiamo se
i vettori v1 = sin, va = cos e v3 = exp sono linearmente indipendenti.
Occorre risolvere in R3 I'equazione

A1sin + A2 cos + Az exp = 0

di F, cioe I'equazione >
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Indipendenza e dipendenza lineari

A1sin(z) + A2 cos(z) + Aze” =0

per ogni z € R, nelle incognite A1, A2, A3. Dato che sin e cos sono
funzioni limitate, e dato che e* — +o0o0 per x — 400, vediamo subito
che deve essere A3 = 0. Cio detto, dovendo valere
A1 sin(z) + A2 cos(z) = 0 per ogni z, in particolare I'identita si avra
per x = 0, da cui A2 = 0. Infine, dovendo valere A sin(x) = 0 per
ogni x € R, per z = 0 otteniamo A1 = 0, quindi v1,v2,v3 sono
linearmente indipendenti.

(3) I polinomi pi(z) = = + 2, p2(z) = 2® + 1 e p3(x) = 2> + = sono
linearmente indipendenti in R[z], poiché il sistema lineare

Xo+A3 =0
A1+2A3 =0
2A1 + A2 =0,

ottenuto uguagliando a zero i coefficienti del polinomio
A1p1(z) + Aep2(x) + Azps(z), ha come unica soluzione (0,0, 0).
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Sottospazi vettoriali

Definizione

Sia V' un K-spazio vettoriale. Un sottoinsieme non vuoto U C V' & detto
sottospazio vettoriale di V' se U & spazio vettoriale rispetto alle
operazioni di V' (ristrette ad U).

In altre parole, ) # U C V & sottospazio vettoriale se e solo se
(i) dati uq,uq € U, allora ug +ug € U;

(ii) datiuw e U e A €K, allora Au € U;

se, e solo se, \ju1 + Aqug € U per ogni uy,us € U e A, Ay € K.

Osservazione

> Per definizione, ogni sottospazio vettoriale U di V' & non vuoto;
pertanto, possiamo considerare un elemento u € U. Essendo U uno
spazio vettoriale, grazie ad A4 esiste, in U, I'opposto —u, e la
somma u — u = 0 appartiene a sua volta ad U. In definitiva, ogni
sottospazio vettoriale contiene lo zero 0 di V; in particolare, {0} &
sempre sottospazio di V. 0>
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Sottospazi vettoriali

> Tutti i sottoinsiemi del tipo (v1,...,v,) sono sottospazi vettoriali di
V. Questo perché, in forza delle proprieta associativa e distributive,
combinazioni lineari di combinazioni lineari sono combinazioni lineari.

> |l sottoinsieme W = {(x,y) € R? | 2% = y} di R? non & sottospazio
vettoriale di quest’ultimo. Infatti, sebbene W contenga 0 = (0, 0),
non & chiuso per le somme (vedi figura).

R w

V1 + V2

V1 V2
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