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« ESERCIZIO 1. Si considerino la funzione f : R® — R3 tale che

f(1,1,0) = (2,0,1)
f(1,0,1) = (2,—1,3)
f(1,1,-1)=(2,1,-1).

(a) Verificare che f definisce un unico endomorfismo di R?. (2 pti)
(b) Calcolare la matrice associata ad f rispetto alla base canonica. (2 pti)
(¢) Determinare la dimensione e una base di ker(f) ed im(f). Inoltre stabilire se ker(f)&®

im(f) = R3. (2 pti)
(d) Dire, motivando la risposta, se f & diagonalizzabile. (2 pti)

« SOLUZIONTI 1.

(a) Esiste un unico endomorfismo che verifica le condizioni richieste poiché i vettori
(1,2,0), (2,0,1), (0,1, —3) formano una base di R3.

(b) La matrice associata a f rispetto alla base canonica di R? &

(c) Risulta dim(im(f)) = 2 ed una base di im(f) ¢ {(2,0,1),(0,—1,2)}, mentre
dim(ker(f)) =1 ed una base di ker(f) ¢ {(0,1,0)}. Poiché i tre vettori (2,0, 1),
(0,—1,2),(0,1,0) sono linearmente indipendenti, abbiamo che ker(f) @ im(f) = R3.

(d) Gli autovalori di f sono 0 di molteplicita 1 e 2 di molteplicita 2. Poiché I'autospazio
relativo all’autovalore 2 ¢ V5 =< (0,1, —2) >, abbiamo che dimV, < 2 e dunque
I’endomorfismo f non ¢ diagonalizzabile.



« ESERCIZIO 2. Si considerino i seguenti vettori di R*:
vy =(2,-1,0,1), vo = (1,1,—2,—1), v3 =(3,0,—2,0),v4 = (0,1,0,1)
(a) Sia U il sottospazio generato da vy, vy. Determinare un sistema di equazioni lineari
che abbia U come insieme di soluzioni.
(b) Sia V il sottospazio generato da v3 e vy. Determinare una base di VN U.
(¢) Determinare una base di V + U.

(d) Determinare una base del complemento ortogonale di V N U.

« SOLUZIONI 2.

(a) U:axg+ x4 =0,201 + 429+ 323 =0

(b) VNU =<wvg >

(c) V+U=<vy,v9,04 >

(d) (VNU)* =<(2,0,3,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1) >

o ESERCIZIO 3. Nello spazio euclideo tridimensionale, si consideri il piano 7 passante
per i punti A = (1,1,0), B=(1,—1,0) e C' = (0,0,1).
(a) Determinare una forma cartesiana ed una forma parametrica per il piano 7.

(b) Determinare una forma cartesiana ed una forma parametrica della retta r passante
per il punto A ed ortogonale al piano 7.

(¢) Determinare posizione reciproca e distanza della retta r dalla retta s passante per i
punti B e c.

(d) Determinare tutti i punti del piano 7 a distanza /6 dalla retta s.

e« SOLUZIONT 3.
(a) forma parametrica: = = (0,0,1)+ < (1,1,—-1),(1,—1,—-1) >

forma cartesiana: 7: x4z =1

(b) forma parametrica: r = (1,1,0)+ < (1,0,1) >
equazioni perm: r —z=1ley =1

(c) Le rette r e s sono non parallele poiche r & ortogonale a 7 e s & parallela a 7. Dunque
sono incidenti oppure sghembe. Inoltre si ha s = (0,0,1)+ < (1,—1,-1) > e

(1,1,-1) - (1, -1, —1)

dist(r, s) = dist(A, s) = ||(1,1,-1) — (1, —1,—1) - (1, -1, 1)

(17 _17 _1)H

101, -1) = 5001, =Dll = G242 = VB £ 0

dunque le rette sono sghembe.



(d) i punti di r distanti v/6 da s formano le due rette
§ = (1,2,0)+ < (1,—1,-1) > e
s"=(-1,-2,2)+ < (1,-1,-1) >

« TEORIA

(a) Se A € M, ,(R) é simmetrica, allora tutte le radici del polinomio caratteristico di
A sono reali. (3 pti)

(b) Enunciare e dimostrare il teorema di Rouché-Capelli. (3 pti)
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