SEGNALI E SISTEMI (a.a. 2009-2010)
Prof. M. Pavon
Esercizi7

. Calcolare le trasformate dei segnali
a.
e 2Dt —1);

o211

. Calcolare le trasformate dei segnali

N S(t+1)+0(t—1);

d
—{l(-2—-t)+1(t—2)}.
C{U(-2-)+1( - 2)}
. Calcolare le trasformate dei segnali periodici

a.
s

in (27t 4+ — | ;

81n(7r+4),

1+ cos (67rt+ g) .

. Per ciascuna di queste trasformate di Fourier, determinare se i corrispondenti segnali sono
i) reali, puramente immaginari o nessuno dei due e ii) sono pari, dispari o nessuno dei
due.

| X () = 1) — 1w - 2
b.
X3 (jw) = cos(2w) sin(w/2);
. X;3(jw) = A(w)e’P@ | dove A(w) = (sin2w)/w, B(w) = 2w + g
d.

o= £ ()'a (o).



Trasformata di Fourier - Esercizi

Gli studenti siano cosi cortesi da segnalare al docente errori ed imprecisioni nelle soluzioni degli esercizi.

Trasformata di Fourier per segnali aperiodici

Esercizio 17  Sapendo che

Jp— F p—J
eTrt e7'rf7

calcolare la trasformata di Fourier dell’impulso gaussiano modulato
1
V2nD

Rappresentare graficamente p(t) e P(f) per foD = 4.

p(t) ()’ cos(2m fot) .

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
Conviene risolvere 1’esercizio in due fasi, ponendo
L -3(b)’
u(t) = e 2\D) | p(t) = u(t) cos(27 fot) .

V2rD

Si calcola la trasformata di u(t) dalla coppia

sot)=e ™ L sy(f)=e
mediante un cambiamento di scala ed una moltiplicazione per costante in modo da esprimere (¢) mediante so(t), cioe
u(t) = Ao so(at) .

Da questa uguaglianza si ottiene

1 e—%(%)Q — A —7ma’t?
\V2mD
da cui si ottiene ) 1
Ag = ——— -

Quindi, dalla regola sul cambiamento di scala si ha

U(f) = 22, (g) _ e2n D

a

Ottenuta la trasformata di Fourier U (f) si applica la regola sulla modulazione (vedi sol. dell’esercizio 18)

p(t) = u(t) cos@afu) L+ P() = 3U(f = fo) + 5U(f + )

quindi
U(f) = L e=2intr—m ol | L om0y 2
2 2

La coppia u(t), U(f) & illustrata in per fo D = 5.
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|
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Esercizio 18  Calcolare la trasformata di Fourier S(f) del segnale

t
s(t) = rect (5) sin 27 fot

e rappresentare graficamente s(¢) ed S(f) per foD = 5.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
11 segnale s(t) & dato dal prodotto di due segnali ed in generale per il calcolo della trasformata si applica la regola sul prodotto.

s(t) =2(t)y(t) ——— S(f=X*Y(f).

Nel caso specifico I’applicazione di questa regola non ¢ conveniente perché la presenza del fattore sinusoidale permette di stabilire
una regola specifica (modulazione)

() = u(t) sin@nfot)  —Z—  S() = U~ fo) = U+ fo) n

Questa regola si dimostra scomponendo il seno con le formule di Eulero e quindi applicando due volte la regola sulla traslazione
in frequenza.
Essendo
T

u(t) = rect (%) ——— U(f) = Dsinc(fD)
utilizzando la (1) si ha ) )

S(f) = igDsinc((f + fo)D] = ig Dsine[(f = fo) D] .
La coppia s(t), S(f) € illustrata in per fo D = 5.

s(t)

[N

vl
>
~

Y/

Im S(f)

_f[) fU j




Esercizio 20 Data la funzione

S(5) =vect (L) + Bo( — 1)+ B - 1)

dove f1, f2 e B > 0 sono costanti reali, trovare le condizioni su f1, f2, B affinché I’antitrasformata s(¢) sia un segnale reale.
Calcolare quindi il segnale s(t) nel caso in cui siano soddisfatte tali condizioni.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
Basta ricordare che un segnale s(¢) & reale se la sua trasformata di Fourier S(f) ha simmetria hermitiana:

SH(=f)=5()-

Nel caso specifico la funzione S(f) & reale e quindi la simmetria hermitiana diventa semplicemente la parita: S(—f) = S(f).
Poiche il primo termine (rect) & pari, per la parita & necessario che gli altri due termini costituiscano globalmente una funzione
pari, e questo si ottiene imponendo fo = — fi.

La valutazione dell’antitrasformata & semplice e risulta

s(t) = Bsinc(Bt) + Be'?™1t + Be=2™it — Bginc(Bt) 4+ 2B cos(2n fit) .
La coppia s(t), S(f) & illustrata in .

S(f)

|
~

n
(NI
S}
~

n
[y

s(t)




Esercizio 444  Se s(t) & una funzione pari, la sua trasformata di Fourier & necessariamente reale?

Soluzione
Non disponibile



Esercizio 445 Calcolare modulo e fase della trasformata di Fourier dei segnali continui

s1(t) = rect((t — 5)/10) , so(t) = sinc((t +2)/5) .

Soluzione Non disponibile.



Esercizio 446  Si disegnino i seguenti segnali continui
s1(t) = Ae™1(t) , so(t) = Ae®*1(—t) s3(t) = x1(t) — z2(t)

con A e a costanti positive. Dopo averne calcolato la trasformata di Fourier, se ne disegnino modulo e fase (della trasformata).

Soluzione Non disponibile.



Esercizio 447 Determinare le trasformate di Fourier dei seguenti segnali continui

s1(t) = 6(t + 10) + 25(t) + 5(t — 10) ,
s3(t) = 6(t+5) — 6(t — 5) |

e dire se essi godono di particolari simmetrie.

Soluzione Non disponibile.



Esercizio 448 Determinare e disegnare la trasformata di Fourier dei seguenti segnali continui

s1(t) = 2730t s9(t) = 20 sinc(30t) ,
s3(t) = 4 rect(5t) , s4(t) = 4rect(5t) cos(2mfot) , fo=10.

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 449  Calcolare I’area di sinc®(t), t € R (il calcolo é pit agevole nel dominio della frequenza).

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 450 Usando gli appropriati teoremi sulle trasformate trovare quella dei seguenti segnali reali e continui:

f0<t<l 1, 0<t<?2
sult) = {O7 altrimenti ’ sa(t) = {3 -t 2<i<3,
’ 0, e(l)ltrimenti1
t t
/2, 0<t<2 : ste
1, 1<t<?
s3s(t)=43—t, 2<t<3, s4(t) = 3.4 9cte3
0 altrimenti ’ . .
’ 0, altrimenti
2, 0<t<1

ss(t) =<1, 2<t<3.
0, altrimenti

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 451
11 segnale determinato s(t), t € R, ha trasformata di Fourier S(f). Trovare la trasformata di Fourier di v(¢) = s(—2t + to)

in funzione di S(f).

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 452 Il segnale determinato s(t), t € R, ha trasformata di Fourier S(f). Dato V(f) = —2 S*(—f + fo), determinare
il legame tra v(t) e s(t).

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 453  Sia dato il segnale s(t) = t° e’ t € R,Di quale delle seguenti proprieta gode la sua trasformata di Fourier?:
a) reale e pari, b) immaginaria pura e dispari, ¢) reale e dispari, d) complessa senza particolari simmetrie.

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 454 1l segnale determinato s(t), s € R, ha estensione spettrale [— B, B]. Determinare 1’estensione spettrale del
segnale v(t) = s(t) cos(2m fot).

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 455 Calcolare i seguenti integrali utilizzando il teorema di Parseval per le trasformate di Fourier:

+oo 1 +oo 1

N N LA B e R
+oo +oo

I3 = / sinc?(7f) df , I, = / sinc*(7f) df .

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 456  Ricavare 1’espressione del segnale continuo avente come trasformata di Fourier la funzione a coseno rialzato

L, lf[<(1l-a)B
S =4 (1-sin(3452)),  (-aB<f<(+a)B
0, altrove

con 0 < a < 1 e B reale e positivo. Si disegnino inoltre gli andamenti del segnale e della trasformata.

Soluzione Non disponibile.
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Esercizio 457 Ricavare I’espressione del segnale continuo avente come trasformata di Fourier la funzione a radice di coseno

rialzato
1, IfI<(1—-a)B
s(1= 4 H0-sm(34:2)).  0-wB<s<atap
0, altrove

con 0 < a < 1e B reale e positivo (si consiglia di sfruttare identita 1 — cos(2a) = 2sin®(«) per evitare il calcolo della
radice). Si disegnino inoltre gli andamenti del segnale e della trasformata.

Soluzione
Non disponibile.
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Filtraggio e convoluzione tramite trasformata di Fourier

Esercizio 10  Calcolare la risposta del filtro RC, che ha risposta impulsiva g(t) = (1/7) 1(t)e~*/7, all’onda rettangolare

periodica
t—D/2
D

s(t) = Ag repy, rect (

assumendo D < Tj,.
Fornirne inoltre la rappresentazione graficaper 1), = T e D = T'/4.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
Si ha s(t) = Agrepy, pp(t), dove pp(t) & I'impulso rettangolare unitario fra 0 e D. Indichiamo con rp(t) la risposta del
filtro RC al segnale pp(t) che risulta:

rp(t) = g*pp(t) = 1(t) (1 — e*t/T) —1(t— D) (1 _ ef(th)/T) '

Allora, per la proprieta di linearita della convoluzione, la risposta del filtro al segnale s(t) risulta

oo

y(t) = g = s(t) = Agrepy, g*pp(t) = Aorepr, 7p(t) = Ao Z rp(t+ kTp) .

k=—00

Risultando y(t) periodico di periodo T, lo si pud valutare limitatamente all’intervallo [0, T},). Essendo rp (¢) un segnale causale,
pert € [0,7},) si ha

y(t) = Ao Y rp(t+kT,) = Agrp(t) + Ag > _rp(t+kT}) .
k=0 k=1

Per k > 1,1l segnale rp(t + kT},) assume nell’intervallo [0, T},) I’espressione
rp(t+ kT,) = o~ (t+kT,=D)/T _ ,—(t+kTp)/T _ ,—t/T (eD/T _ 1) o—KTy/T

da cui

y(t) = Aorp(t) + Age T (P/T — 1

('b‘
53
~

=
—

m‘
53
~

}ﬂ
~——
>

(e -1)

= Agrp(t) + Age VT (eD/T - 1)
G

)

k=0
1
_ —t)T ( ,D/T _ —T,/T
= Aorp(t) + Age e l)e e
1
_ —t)T ( ,D/T _
= Aorp(t) + Ape™T (P/T 1) g

In conclusione il segnale y(t), nell’intervallo [0, T}, ), ha espressione

D/T _1q

_ C(4— _ e
y(t):AO (1—6 t/T> —Aol(t—D) (1_6 ( D)/T)+A0@ t/Tm .
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Esercizio 19  Calcolare in generale la risposta u(t) del filtro RC al segnale sinusoidale
s(t) = Ag cos 2w fot .

Inoltre, scegliere la costante di tempo 7" = RC affinche () risulti sfasato rispetto ad s(¢) di —n /4.
(Si ricorda che il filtro RC ha risposta in frequenza G(f) = 1/ (1 4+ i27 fRC).)

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]

11 calcolo della risposta di un filtro reale ad un segnale sinusoidale puo essere fatta in vari modi, arrivando al seguente risultato
(che si puo dare acquisito una volta per tutte, vedi Segnali e Sistemi, p. 263).

Posto G(f) = A,(f) e®Ps()  risulta che la risposta al segnale s(t) = Ag cos(2m fot + o) &

u(t) = Ao Ag(fo) cos(2m fot + o + By(fo)) - @)
Nel caso specifico si ha che g = 0
1
Ag(f) = \/W ; By(f) = —tan"' (27 fRC) . 3)
Pertanto A
0

cos[27 fo t — tan~ ! (27 fo RC)]

u(t) =
v 1+ (27 foRC)?
Imponendo (4 ( fy) = —m/4, dalla (3) si ottiene 27 fy RC = tan(w/4) = 1,dacui RC = 1/(2n fy). Con tale scelta si ha
u(t) = % cos (27Tf0t - g) .

Le funzioni introdotte sono illustrate in .

Ag(f) L ﬁg(f)‘

s(t] u(t)
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Esercizio 22  Dati i due segnali
x(t) = sinc(Fit) , y(t) = sinc[Fa(t — to)] ,

a) calcolare la loro convoluzione s(t) = x * y(t);
b) dire per quali valori di ¢y s(¢) € pari;
¢) supposto F» < F1, dire per quali valori di ¢o s(¢) si annulla per ¢t = 0.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
a) Conviene operare nel dominio della frequenza e ricordare che la trasformata di Fourier di rect(t) & sinc(f). Applicando la

regola di cambiamento di scala, si ottiene
1 f
X(f)=—=rect| = | . 1
(=g reet (L) M
Applicando le regole di cambiamento di scala e di traslazione nel tempo, si ottiene

Y(f) = Fi2 rect (Fi2> e~ 2t (2)

S(f) = F11F2 rect (Fi:l) rect (FLZ) e*i27rft0 )

S(f) _ 1 rect (i) e~ 2mfto LX(f)efiZTrfto

Pertanto si ha

Se F1 < Fy siha

Fy
da cui 1 1
s(t) = Em(t —tg) = 5 sinc[Fy (t — to)]

Se F5 < Fj siha

S(f) = b rect (Fig) e~ fto — FilY(f)
da cui . )
s(t) = ﬁy(t) =5 sinc[Fa(t — to)]

b) Perche s sia pari deve essere s = s_, ovvero per la regola del ribaltamento .S = S_. Risultando

S(_f) = F11F2 rect <%) rect (F%) ei2m fto

la parita richiede che sia, per ogni f, exp(—i27 ftg) = exp(i27 fto), cosa verificata se e solo se tg = 0.

c¢) Nel caso considerato risulta
1
s(0) = A sinc(Fato)

Poiché la funzione sinc(z) si annulla per ogni intero diverso da 0, deve essere ty = k/F» con k # 0.
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Esercizio 23  Dati i due segnali

2(t) = sine (%) . y(t) = sinc (%) cos(27 fot) |

conT >0e fo > 0,eposto F'=1/T,
a) calcolare la convoluzione di z(t) e y(t) per fo = F/2;
b) dire per quali valori di fy I’area di s = x * y si annulla;

¢) dire per quali valori di fy il segnale s(t) & identicamente nullo.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]

a) Ricordando che la trasformata di sinc(t) & rect(f) e applicando la regola del cambiamento di scala, si ha

X(f) = Trect <%> .

Dalle formule di Eulero risulta poi

1 t . 1 t )
y(t) = 5 sinc (ﬁ) ez27rfot + 5 sine (ﬁ) e—z27rfot

e poiché il sinc che appare ha trasformata di Fourier
2f
2T rect | —
e (2).

applicando le regole di linearita e di traslazione in frequenza si ha

V(1) =7 [rect (00) e (AR

F F
Le trasformate X (f) e Y(f) sono riportate in figura . X (f) & costituita da un rect di estensione [—F'/2, F'/2] mentre Y (f)
X(f) Y ()
1P s o | o f

¢ costituita dala somma di due rect rispettivamente di estensione [fo — F'/4, fo + F/4] e [—fo — F/4,—fo + F/4]. Posto
s = x * y, la sua trasformata di Fourier risulta

st~ e (L) e (252 e (ALEDY] o

Come si verifica controllando la figura per fo = F/2, S(f) risulta dalla somma di due rect di estensione rispettivamente
[F/4,F/2)e [-F/2,—F/4],cio¢

S(f)=T1? [rect <w) + rect <w>} .

Poiché rect(4f/F) ha antitrasformata (F'/4) sinc(t/4T), applicando la regola di traslazione in frequenza si ottiene
T t - t )
s(t) = 1 {sinc (E) e~ 2R | gine (ﬁ) elzw%t]

LT (Y coe (203
= 2SIHC aT COS ™ 3 .

b) L’area di s si annulla quando S(0) = 0. Dalla (1) risulta
2fo
t | ——

e S(0) si annulla per fo > F/4, cioé quando i due rect di Y (f) non si sovrappongono.

S(0) =12 {rect <—;fo

¢) Il segnale s(t) & identicamente nullo quando & tale S(f). Questo si verifica quando i due rect di Y'(f) non si sovrappongono
al rect di X (f), ciog quando fo > (3/4)F.



23

Esercizio 27 Una trasformazione LTI ha risposta in frequenza
—F/2
G(f) = e /T rect (%) .

a) Dire se si tratta di una trasformazione reale;
b) trovare la risposta impulsiva;

c¢) calcolare I’energia della risposta impulsiva.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]

a) Poiché
- F/2
6(-1) = G- =t reer (F572) 2 )
G(f) non & a simmetria hermitiana. La risposta impulsiva non & quindi reale e il sistema non & reale.

b) Pur potendosi applicare con cautela la regola della convoluzione, qui conviene utilizzare direttamente la definizione di
antitrasformata di Fourier che fornisce

F F
g(t) = / e f/Fi2mft gf :/ L1/ F)vizntlf g
0 0

F
! l-ypizey| _ _ F (L )
o 1-a2rFt\ e

(—1/F) + i2nt

c¢) Conviene utilizzare il teorema di Parseval, per cui risulta

F

F
F F
Eg:EC,v:/ e_Qf/Fdf:—ge_zf/F 25(1—6_2).
0 0
La risposta in frequenza G( f) e la risposta impulsiva g(¢) sono illustrate in .
G(f)
F f

Reg(t)

Img(t) 4
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Esercizio 28 Una trasformazione lineare tempo invariante ha risposta in frequenza
G(f)=1+2nfT.

a) Dire se la trasformazione & reale;
b) rappresentare graficamente modulo e fase della risposta in frequenza;

¢) calcolare la risposta nel tempo al segnale d’ingresso

2(t) = rect (%) .

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]

a) Poiché
G (-f)=QQ—-2rnfT)" =1+i2nfT = G(f),

G(f) & a simmetria hermitiana e quindi il sistema & reale.
b) Modulo e fase di G(f) sono dati da
IG(f)| = V1 +4m2f2T2 | argG(f) = tan ' 27fT .

Modulo e fase della risposta in frequenza sono illustrati in .

IG(HI arg G(f)

¢) La risposta impulsiva del sistema, antitrasformata di G(f), &

g(t) =0(t) + T%é(t) .

La derivata dell’impulso delta, pur esistendo nell’ambito delle distribuzioni, non fa parte dei mezzi a nostra disposizione. Sembra
allora necessario passare attraverso le trasformate di Fourier. Essendo

X(f) = Tsine(fT),

si ha
sin(w fT)

Y(f) = CUIX(f) = X () + Tsine(fT)i2n fT = X(f) +iT = 2

2n fT
= X(f) +i2Tsin(nfT) = X(f) + T (e™/T — e7IT)

Antitrasformando si ha

y(t) =xz(t) + T[6(t+T/2) — 6(t — T/2)] = rect (%) +TE+T/2)—060t—T/2)] .

Ma si puo osservare piu semplicemente che da
Y(f) = X(f)+2nfTX(f),

ricordando la regola di derivazione, si ha la relazione ingresso—uscita generale

B dx(t)
y{t) =z(t)+T o

Nel caso particolare

y(t) = rect (%) + T% rect (%) = rect (%) +T[(t+T/2) —6(t —T/2)]

dato che la derivazione del rect da luogo a due impulsi in corrispondenza dei due salti che esso presenta.
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Esercizio 30  Si consideri la cascata di due filtri RC uguali. Calcolare:
1) risposta impulsiva e
2) risposta in frequenza del sistema complessivo.
Inoltre:
3) calcolare la risposta al segnale d’ingresso
s(t) = Ag cos®(2m fot)

e illustrare il risultato per fo = 1/(RC).

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
Si ricorda che risposta impulsiva e risposta in frequenza di un filtro RC sono

_
L+i(f/fe)

dove T = RC ed f. = 1/2wRC'. Allora, la risposta impulsiva e in frequenza del filtro equivalente alla cascata sono:

o(t) = e /710, O =

1
[L+i(f/f)P

Quindi il calcolo di G(f) &€ immediato, mentre per il calcolo di g.(t) si pud procedere in due modi: calcolando la convoluzione
indicata, oppure antitrasformando G.(f). Qui si segue il primo metodo.

L’estensione di g.(t) & [0, 4+00) + [0, +00) = [0, 4+00) in accordo con il fatto che la cascata di due filtri causali & ancora un
filtro causale. Per ¢t > O risulta

get) = gxg(t),  Ge(f) = G*(f) =

+oo +oo
0t = [ gt wotian = gy [ eI w1

— 00

1

t t
1 1

_ )T ;. _ /T _ /T

= 72 A e du = —T2e /0 du = _TQte , t>0.

Quindi

t _
ge(t) = ﬁe 1k/Tl(t).

Per calcolare la risposta al segnale s(t), conviene scomporlo nella forma
1 1
s(t) = §A0 + §A0 cos(2m2fot) = so(t) + s1(t) .

La risposta al termine costante ¢ semplicemente

1 1

Yo(t) = Ge(0)540 = 540

2 2

mentre la risposta al segnale sinusoidale di frequenza 2 f; si trova dalla formula generale

n(t) = %A0|Ge(2fo)| cos [2m2 fot + arg Ge(2f))]

dove
1 1

G0l = TR TR = T+ ChIT?
arg Ge(2fo) = 2argG(2fp) = —2tan71(2f0/fc).

In particolare per fo = 1/RC = 27 f. risulta

1
‘G@(2f0)| = m ~ 000637 argG@(ZfO) = —2tan71(4ﬂ') =0.

I risultati sono illustrati in .
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ge(t)

y(t)

|G (]
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Esercizio 210 1l segnale s(t) = A cos™ (27 fot) & applicato all’ingresso di un filtro ideale passa basso con banda B.
a) Dire per quali valori dell’intero n e di fo > 0 il segnale passa inalterato attraverso il filtro.

b) Dire per quali valori dell’intero n e di fy > 0 il segnale all’uscita del filtro ¢ nullo.

¢) Supposto che sia fo = 2B/5 e n = 3, calcolare la potenza del segnale d’ingresso e del segnale d’uscita al filtro.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]
Per rispondere alle domande conviene prima esprimere s(t) in una forma pid appropriata per calcolarne la trasformata di
Fourier. Si ha
s(t) = A (%ei%rfot 4 %efiQﬂ'fot)" _ 2% (1 +67i27r(2fn)t)n i2m(nfo)t
da cui, esplicitando la potenza come somma, si ha
s(t) = A (Z) e—i27(2kfo)t Li2m(nfo)t

n

k=0

per cui la trasformata di Fourier diventa

A A n!
CAS (s mp) = A (k).
St =5 2 () 3(7 = @k =mfo) = 52 30 g mo (= @k = m)fo

k=0 k=0
in cui si nota che le frequenze vanno da —n f a n fo saltando di passo 2 fo. Rispondiamo ora ai quesiti.

a) Il segnale ha estensione in frequenza [—n fo; nfo] e banda n fo, pertanto il filtro ideale passa inalterato il segnale solo se B é
maggiore della banda del segnale, ovvero B > n fj.

b) Il segnale all’uscita del filtro H(f) = rect(f/2B) é nullo solo se in [—B; B] non ho componenti del segnale s(t). Va notato
che, per n pari, il segnale ha sempre la componente a frequenza nulla (elemento della sommatoria per k = n/2), per cui il
segnale di uscita non sard mai nullo qualunque sia la scelta di B > 0. Invece, per n dispari I’impulso alla frequenza f = 0
non c’é e gli impulsi a frequenza minore sono centrati in & fj, e pertanto bastera scegliere B < fj.

¢) Nel caso in esame abbiamo n = 3 ed i delta di Kronecker sono posizionati alle frequenze +3 fy, & f. In particolare si ha

A
SU) = 50+ 850+ 2287+ fo) + 2257~ fo) + 507~ 350)

Poiché B = 2.5 fy, il filtro lascia passare solo le frequenze =+ fj, ovvero all’uscita del filtro si ha

3A 3A
Y(f)= ?5(f+f0)+ §5(f—f0)
per cui y(t) = (3A/4) cos(27 fot). In termini di potenze abbiamo subito che
_20 4o _ 8
P5764A, Py764A.
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Esercizio 211 1l segnale s(t) = Asinc” (¢t/T') cos(27 fot) & applicato all’ingresso di un filtro ideale passa basso con banda B.
a) Dire per quali valori dell’intero n, di fo e di 7" > 0 il segnale passa inalterato attraverso il filtro.
b) Dire per quali valori dell’intero n, di fo e di T > 0 il segnale all’uscita del filtro & nullo.

¢) Supposto chesian = 2,7 =1/Be fo = B, calcolare I’energia del segnale d’ingresso e del segnale d’uscita al filtro.

Soluzione [Cariolaro, Pierobon, Calvagno]

11 segnale s(t) pud essere scritto nella forma s(t) = A x(t) cos(27 fot) con x(t) = sinc™(¢/T"). La trasformata di Fourier
di x(t) risulta quindi data dalla convoluzione di n funzioni rettangolari con estesione spettrale (—% LT) per cui I’estensione
spettrale di 2(t) risulta &(z) = (—n55, n55).

Il segnale s(t), che & ottenuto da z(¢) per modulazione con un segnale cosinusoidale a frequenza fj, ha trasformata di Fourier
S(f)=3AX(f+ fo) + 3AX(f — fo) e quindi ha estensione spettrale E(s) = (— fo — ngx, fo + N5y ).
a) Affinché il segnale s(t) passi inalterato attraverso il filtro ideale passa basso di banda B dovrarisultare fo +n4x < B ovvero

%<2(B—fo)-

b) Affinché il segnale all’uscita del filtro ideale passa basso di banda B sia nullo, ’estensione spettrale di X (f — fo) e quella
di X(f + fo) dvranno avere intersezione nulla con I’estensione spettrale del filtro. Dovra risultare quindi fo — n21T > B
ovvero per ogni 7 intero positivo dovra essere

f0>B+ﬁ

¢) Pern =2eT = 1/B sihaxz(t) = sinc?(tB) e quindi

X(f)= _reCt(ng) <1_%>

S(f) = %AX(f+B)+%AX(f—B).

e per fo = B siha

L’energia di s(t) si puo calcolare mediante il teorema di Parseval e risulta
£, / |df—2/m‘1AX(fB)2df—%/owg—z<1V%B)zdf
BbY:E /OB (%>2df+ 2§2/ (2_ i>2df -5 ?].—23 - ::1_; '
Anche I’energia del segnale y(t) all’uscita del filtro si pud calcolare mediante il teorema di Parseval e risulta
B= [ vora=2[ |} i (1_'f;33)2df

A2 (B2 A2
:@/0 <E> I=55"

AX(f-B)




Esercizio 458 Determinare 1’uscita di un filtro reale h(t) al segnale sinusoidale z(t) = Ao sin(27 fot + ¢),t € R.

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 459  Valutare Iuscita del filtro con risposta impulsiva h(t) = sinc(t/T}) per gli ingressi
s1(t) = cos (27 fot + 7/4) so(t) = sinc (2w fo(t — 5) + 7/4)

con fo = 0.2/Typ e fo = 3/Ts.

Soluzione
Non disponibile.



Esercizio 460  Valutare 1’uscita del filtro con risposta impulsiva h(t) = sinc(t/T}) per gli ingressi

n-(g) . o-an(52)

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 461 Un segnale g;(t) & definito da g;1(t) = exp(—at) 1(¢) dove a > 0. Trovare la funzione go(¢) ottenuta dalla
convoluzione di g1 (t) con se stesso (autoconvoluzione). Trovare la trasformata di Fourier di ga(t).

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 462  Sia dato il segnale continuo Gaussiano s(t) = e~ Si definisca quindi il monociclo Gaussiano g(t) come
derivata prima di s(t), ovvero g(t) = s'(t), e 'autoconvoluzione di quest’ultimo come w(t) = g * g(t) (questi segnali sono
largamente usati in sistemi di tipo Ultra-Wide-Band). Ricavare la trasformata di Fourier dei tre segnali sfruttando le regole
fondamentali di trasformazione. Dare inoltre una rappresentazione grafica di segnali e trasformate.

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 463  Si consideri un filtro con risposta impulsiva
h(t) = met/t teR
= —e ¢ .
T )

al cui ingresso viene posto il segnale continuo

() = rect t—0.1T
x1(t) = rec 0T .

Determinare I’espressione dell’uscita y1 (t), ¢t € R, e I’area di y1 (¢). Quindi ricavare la trasformata di Fourier dell’uscita, Y5 (f),

se il segnale in ingresso &
+o00

va(t)= > a(t—kT), teR.

k=—o00

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 464  Un filtro ha una risposta in frequenza del tipo H(f) = rect(f/2B). Dato I’ingresso z(t) = 2W sinc(2Wt),
determinare "uscita y(t) per W < B e per W > B. In quale caso ’uscita & affetta da distorsione? Ovvero in quali casi I’uscita
y(t) NON si pud esprimere come y(t) = Ao z(t — t9)? Giustificare la risposta.

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 465 Un filtro ha una risposta in frequenza H (f) caratterizzata da ampiezza e fase

4, |f| <50 .
H(f)l =12, 50 < |f| < 100 argH(f)_{_iﬁv |f1 <75
0 altrove
0 altrove
Determinare 1’uscita per ciascuno degli ingressi sotto riportati:
x1(t) = cos(50mt) 4+ 5 cos(1207t) , x2(t) = cos(1207t) + 3 cos(140mt) |
x3(t) = cos(1207t) + 0.5 cos(1607t) , x4(t) = 2 cos(207t) + 4 cos(407t) .

In quali casi la trasmissione & priva di distorsione? Ovvero in quali casi 'uscita y(t) NON si pué esprimere come y(t)

Ag z(t — t9)? Dire quale tipo di distorsione si verifica in tutti gli altri casi.

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 466  Dato il filtro reale con risposta in frequenza (a frequenze positive)

Go 0<f<f
HD ()= Go/2 fi<f<fo
0 f>fe

determinare se e sotto quali condizioni il filtro soddisfa le condizioni di assenza di distorsione (dette anche condizioni di
Heaviside) con segnale di ingresso
x(t) = A cos (27 fot) + B cos (4w fot) .

In altre parole determinare sotto quali condizioni 1’uscita y(t) si pud esprimere come y(t) = Ag z(t — to).

Soluzione
Non disponibile.
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Esercizio 467 Dato un filtro con risposta in frequenza

20

H(f)zma

ed ingresso x(t) = e~21(t), calcolare la densita spettrale di energia dell’ingresso (| X (f)|?) e dell’uscita (|Y'(f)|?) e riportarne
su un grafico I’andamento.

Soluzione
Non disponibile.



Trasformata di Fourier per segnali discreti - Esercizi

Gli studenti siano cosi cortesi da segnalare al docente errori ed imprecisioni nelle soluzioni degli esercizi.

Esercizio 48  Si consideri il filtro discreto con risposta impulsiva

_nT

3
T2 e "I/ 1(nT) , dove T = gT.

g(nT)

Calcolare la risposta in frequenza.

Trovare inoltre la risposta al segnale sinusoidale

1
x(nT) = Ag cos (2m fonT) , con fo= T

Soluzione

1l segnale g(nT), nT € Z(T), & la versione campionata del segnale go(t) = /T2 e~*/7 1(t), t € R (da notare che nell’o-
rigine i due segnali sono entrambi nulli e quindi non si pone il problema della diversita delle due funzioni 1(x) e 1¢(z)). Per il
calcolo di G(f) si potrebbe sfruttare la relazione (vedi Segnali e Sistemi)

1

+oo
G(f) =repp, Go(f) = D Go(f —kF,),  Fp = (??)
k=0

e quindi valutare prima la trasformata del segnale continuo go(t). Tuttavia questo calcolo non porta ad un risultato utile perche
introducendo I’espressione di G (f) nella (??) non si riesce a valutare la serie.

Si puo effettuare il calcolo utilizzando la regola sulla derivazione in frequenza della trasformata dei segnali discreti (vedi
Segnali e Sistemi):

g 1 dS5(f)
T s(nT —. 2?
nsnl) = =5 =5 )
Quindi, dando per nota la trasformata dell’esponenziale causale discreto
1 n T 1
dove
a=e 7 :6_27 z = 2T

si ottiene che
g(nT) =nT s(nT)

e quindi si puo applicare la (??) per il calcolo di G(f):

1 dS(f)
G(f)=—— ——.
(£) 2n  df
Calcolando la derivata si ottiene .
az” )
G —— 27 fT )
Modulo e argomento risultano
a a a

G(f)| = = =
G [1—az"1]2 |1 —ae® T2 1—2acos2nfT + a?
asin 2w fT

arg G(f) = arg(—a) + arg(z ™) — 2arg(l —az™') =7 — 27 fT + 2tan™* T acosonfT

e sono illustrati in figura.
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La risposta ad un segnale sinusoidale di un filtro discreto reale ¢ ancora un segnale sinusoidale
y(nT) = Ao |G(fo)| cos (2 fonT + arg G(fo)) -
Nel caso specifico con fo = 1/(4T)

G a4 e */? 0.1824
| (.f0)|_1+a2_1+6_10/3_ .

arg G(fo) =7 — g +2tan"ta = g +2tan"' e %% ~ 12.0336 .

Gli andamenti di z(nT") e y(nT') sono riportati in figura.

z(nT)




Esercizio 49  Si consideri il segnale a tempo discreto
s(nT) =na"1lo(n) ,

con o numero complesso a modulo minore di 1.
a) Calcolare la trasformata di Fourier del segnale.
b) Calcolare ’area del segnale s(nT).

¢) Dire per quali valori di « la funzione |S(f)| & pari.

Soluzione

a) Considerato il segnale x(nT') = a™1g(n), si ha

X(f ZTan —2rfnT __ ZT —127rfT _ T

T 1 _qe-n/T

Derivando rispetto a f entrambi i membri si ottiene

+o00
X'(f) = —iZWTZ Tnate™2m"T — _i27TS(f) =
n=0
T(—ai2nT)e 27T
1 - ae—i2nfT]?

d T
df 1 — ae—127fT

da cui

aT67i2ﬂfT
[1— ae—izwaf '

S(f) =

b) Si ha

T
area Z Tna™ (]-6704)2 .

Si noti per inciso che il calcolo da la serie non banale

Zna 1—a)2’ lo| < 1.

n=0

¢) Risulta

|O£‘2T2
[(1 — a*ei2m/T)(1 — ae—izwa)]Z
‘Oé|2T2

(1 — are2mfT — qe—i2nfT 4 |a|2)2

SN =SS =

Perche |S(f)|? (e quindi |S(f)|) sia pari deve essere pari
a* eI 4 qe™ 2T = 9Re [ae ™ T] = 2Re(a) cos(27 fT) + 2Im(a) sin(27 fT) ,

e questo accade se e solo se Im(a) = 0, ciog se e solo se « & reale (in accordo con il fatto che per « reale il segnale s(nT)
diventa reale e la sua trasformata di Fourier ha la simmetria hermitiana).



Esercizio 51  Si consideri il segnale s(nT') avente trasformata di Fourier

2 €i27TfT

S(f): 2+€i2wa )

a) dire se s(nT) & reale;
b) calcolare ’area di s(nT');

¢) ricavare s(nT’) (si consiglia di non avventurarsi in integrali di inversione).

Soluzione
a) Poiche si ha

. e 2mfT * W —q)ei2mfT
SH=1) = “onfT ) T ( )i27rT #5(f)
2 4 e—i2nf 2 + ei2nf
S(f) non ha simmetria hermitiana e s(n7") non puo essere reale.
b) L’area risulta
2
area(s) = S(0) = §Z .
¢) S(f) puo essere riscritta nella forma
,L'eiZﬂfT
S(f) = 1+ %eizwa ’
Ricordando che
1 :+Zoo _1 neiQﬂ'fnT
1 + %ei%'rfT 2
n=0
si ha che
D RV B o
S _ ;pi2nfT _ = 2rfnT _
(fy=ie Z 5] ¢
n=0
-1 —n—1
_ Z i (_1) —i27 fnT
2
n=-—oo
e confrontando con
+00 )
S(f)= > TsnT)e 2T
si ha .
i 1\~ "—
snT)=4 T (—3) n<-1
0 altrimenti
ovvero

—n—1
7)== (-= 1(-n—1).
so) =7 (=3) 1=
L’andamento di s(nT') & riportato in figura.

Im s(nT)

. - )
l nT




Esercizio 54 Calcolare la trasformata di Fourier del segnale discreto
s(nT) = F sinc (FnT)

con FT =1/4.

Soluzione

11 calcolo diretto da
“+o0

S(f) = Z TF sinc (FnT) e—i27'rfnT

n=-—oo

dove la serie a secondo membro ¢ di difficile valutazione anche nella forma in cui si sfrutta la parita del segnale
S(f)=TF [1+ 2sinc (FnT) cos2rwfnT] .

Conviene utilizzare il teorema secondo il quale se s(nT') & ottenuto per campionamento di un segnale s (), ¢ € R in frequenza

si ha la ripetizione periodica
—+oo

S= Y Solf~F).  F=r.

k=—o0

Nel caso specifico s(nT') & la versione campionata del segnale
so(t) = F sinc(Ft) ,t € R N rect (f/F)

e quindi

S(f) = f rect(#) .

k=—o0

Essendo F}, = 4F' i termini della ripetizione periodica non si sovrappongono ed il calcolo ¢ pertanto concluso. In figura sono
riportati il segnale s(nT') e la sua trasformata.

s(nT)

| I

‘lL ‘ ‘L* T o @ T e ¢ T




Esercizio 64  Si consideri il filtro su Z(7T') con risposta impulsiva
g(nT) = 1o(nT) — 1o(nT — 3T) .

Calcolare a) la risposta in frequenza G(f), b) il modulo di G(f), ¢) la fase di G(f).

Facoltativo: Trovare la risposta al segnale
+oo
x(nT) = Z o(nT — k10T) .

k=—o0

Soluzione
Non disponibile



Esercizio 107  Un filtro a tempo discreto su Z(7T') ha risposta in frequenza

G(f) = [1 + %smgwft} .

a) Rappresentare modulo e fase di G(f).
b) Dire se il filtro ¢ reale.

¢) Applicato il segnale d’ingresso z(nT') = 1o(nT), calcolare il segnale d’uscita.

Soluzione
Non disponibile



SEGNALI E SISTEMI (a.a. 2009-2010)
Prof. M. Pavon
Esercizi risolti 8
Attenzione: |u(t) = 1(¢)

Segnali a tempo continuo
. Calcolare la trasformata di Fourier del segnale

() =e 2 teR.
Svolgimento. Calcoliamo X (jw) = [T2° z(t)e™9*!dt direttamente

o(2—jw)t |° e~ (2+jw)t

Tt )

+o0 4

, O (ojuy O (aju)e
Xl(]“):/_ooe J dt—l—/o e\ dt:Z—jw b

0
. Calcolare la trasformata di Fourier del segnale
zo(t) =te 2l ¢t eR,

utilizzando il risultato precedente e le proprieta della trasformata.

Svolgimento. Utilizzando la regola di differenziazione in frequenza Xs(jw) = j %Xl (jw)

e quindi
d 4 8w
X 1 — ] — _— fry —'7'
2(j) I dw (4+w2) J(4—|—w2)2

. Calcolare le trasformate di Fourier di

xq(t) = t0(t), xo(t) = cos(t) o(t).

Svolgimento. Ricordiamo che il segnale a tempo continuo §(t) gode della seguente pro-
prieta: f(t)o(t) = f(0)d(t), qualunque sia la funzione f(¢) continua in ¢ = 0. Dunque, nel
nostro caso, x1(t) =0-0(t) =0 ed z(t) = 1-5(t) = d(t), con trasformate di Fourier

Xl(jw) = 0, XQ(]OLJ) = 1, w e R.

Alternativamente, denotando con A(jw) = 1 la trasformata di Fourier dell'impulso §(t)
e applicando la proprieta di derivazione in frequenza, si ottiene

. cd o,
Xi(jw) = jo-AQjw) = 0.

Analogamente, ricordando che cost = %(ejt + e77%) e applicando la proprieta di modu-
lazione d’ampiezza, si ottiene

Xo(jw) = 5IAG ~ 1) + A+ D) =1



4. Calcolare 'energia del segnale

Svolgimento. 1l teorema di Parseval fornisce

+oo 1 +oo
Bo= [ Pt = o [ Ix(w)Par
- T J—00

o0

La trasformata di Fourier X (jw) & la funzione rect

se lw| <5
altrimenti

X ={ §

e, sostituendo nella formula precedente,
+o0 1 5 /1\2 5
EZ:/ tht:—/ (7> dt = —.
—00 (@)l 2m J—5 \2 dm

x(t) = cos 2t, t e R,

5. 1l segnale

e I'ingresso di un sistema LTT e BIBO-stabile, caratterizzato dalla risposta in frequenza

4
w42

H(jw) weR.

Si calcoli la corrispondente uscita y(t), t € R.

Soluzione. In corrispondenza all’ingresso e/“°! un sistema LTI, BIBO-stabile, produce
I'uscita H(jwg)e’**t. Poiche in questo caso H(—jw) = H*(jw) (sistema reale) I'uscita
corrispondente al segnale z(t) = cos2t = Re{e’?'} ¢ data da y(t) = Re{H(j2)e’*}.
Ovvero

eIt VR {2C082t+j281n2t
= Re
J+1

} = cos 2t + sin 2t.

y(t) = Re{H(j2)™"} = Re f; —

6. Calcolare la trasformata di Fourier del segnale a tempo continuo

z(t) = e A cost

Svolgimento. Usando la relazione di Eulero, scriviamo z(t) = 3[21(t)e?* 4 21 (t)e "], con
x1(t) = e, Da qui discende, per la proprieta di traslazione in frequenza, la relazione tra
le trasformate: X (jw) = 1 [X1(j(w—1))+X1(j(w+1))]. Ora, z1(t) = e~ *u(t) +e*u(—t),
1 4
jw+2 jw—2 4+w?

da cui, calcolando direttamente, si ottiene X (jw) = Dunque,

_ 1 4 4 4(5+ w?)
X(w) =5 +
24+ w—-1)22 44 (w+1)? (5 — 2w+ w?)(5 + 2w + w?)

Si noti la simmetria reale e pari di cui godono sia il segnale () che la trasformata X (jw).

7. Calcolare la trasformata di Fourier dei segnali a tempo continuo:



a. 21(t) = e 3 sen 2t

b. 2a(t) = senmt sen2w(t — 1)
T m(t—1)

Svolgimento. a. 1l segnale “modulato” x;(¢) si puo scrivere come
ei2 _ o—i2t
1) =n{l) —————

(6 =)

dove y;(t) = e & il segnale “modulante”, con trasformata

6
9+ w?’

Yi(jw) =

(A lezione & stata calcolata la trasformata del segnale y(t) = e~ Rea > 0, di cui y;(¢)
e caso particolare, con a = 3). Ora, per la proprieta di traslazione in frequenza, risulta

—724w

)(1(]’&)):i Vijlw=2)] -Yi[jlw+2)]|=...= [0+ (w—2)2[9 + (w+2)?

2j

Si noti che x; € un segnale reale dispari e X; € una funzione immaginaria dispari, rispet-
tando le proprieta di simmetria della trasformata di Fourier.

b. Scriviamo il segnale x5 come il prodotto z5(t) = ya(t) - y3(t — 1), con

_sen 7t _sen 2t

Ya(t) = e ys(t) =

7t

wt
i)

le cui trasformate (gia considerate a lezione nel caso generale del segnale y(t) =
SONo

1, se|w| <2m

, w
Y3(jw) = rect A { 0, altrimenti

1, sefw|<m

, w
Ya(jw) = rect o - { 0, altrimenti

o

Applicando le proprieta di moltiplicazione e traslazione nel tempo, otteniamo allora la
trasformata X, come convoluzione:

Xa(je) = 5= [Valje) ¥

cioe,

1 oo 0 : w—10
; _ = ) —i(w=6)
Xo(jw) o /_Oorect (27r) e rect( gy ) do

1 . w—0
— —j(w=0)
21 /4 ¢ rect ( A7 ) d0

0, se w < =31
| e 0d - jag e, s sr<w< on
_ [T e i@ dh =0, se —m <w< T
T eI d0 = (14 %), sew <w <3
0 se 3m < w

| w w
-~ { T o-i% Sguweos o, se 7 < lw| < 37
= T

0, altrimenti

Notiamo che X5 e una funzione a simmetria hermitiana, essendo x5 un segnale reale.



8. Determinare i segnali a tempo continuo che corrispondono alle seguenti trasformate:
2sen[3(w — 2m)]
w— 27

b. Xo(jw) = 2[6(w — 1) = 6w+ 1)} + 3{5@ —2m) + 6(w + 27)

a. Xl(ju]) =

Svolgimento. a. La trasformata X; appare come la traslata
Xi(jw) = Yi[j(w — 2)]

2
di Yl(jw) _ sen 3w

e questa ¢ la trasformata di Fourier del segnale rettangolare y; (t) =

t t
rect & (A lezione ¢ stata calcolata la trasformata di y(t) = rect T coincidente con y; (t)

1
se Ty = 3). Percio,
j27t
— pJ2mt _ ] e, se ‘t‘ = 3
zi(t) =y (t) = { 0, altrimenti

Possiamo notare che alla trasformata X; reale corrisponde il segnale x; a simmetria
hermitiana.

b. Direttamente calcoliamo

1 oo 4
xo(t) = ﬂ/_ Xo(jw)e’ dw
1 . ) ) .
_ 27T|:2(6]t o efgt) + 3(6]27rt + 6]27#)}
1
= — {2]’ sent + 3 cos 27715]
7

Anche qui, essendo la trasformata X5 una funzione (generalizzata) reale, il corrispondente
segnale x, risulta godere della simmetria hermitiana.

9. Calcolare la trasformata di Fourier dei segnali a tempo continuo:

a. 1 (t) = cos3t + 3 [6(t — 3) + (¢ + 3)];
b. 5(t) = rect(L) * u(t — 2).

Svolgimento. a. Dagli esempi svolti in classe, ricordando la formula di Eulero per il
coseno, si ottiene direttamente

Xi(jw) = g[zw 5(w—3) + 26w+ 3)] L[t 4 i)
= 77[5@) —3)+ 46w+ 3)} + cos 3w.

b. Definiamo x3(t) = rect(%), z4(t) = u(t — 2) e calcoliamo le trasformate Xj(jw) =
sen 2w

. 1
2 , Xy(jw) = e | — + W&(w)}, per la seconda delle quali abbiamo usato la
Jw

proprieta di traslazione temporale. Ora, dal teorema di convoluzione e dalle proprieta
della delta segue

) ) ) sen2w .o | 1
Xalie) = Ko Xitio) =2 FEE | ns(o)
sen 2w cos 2w — j sen? 2w

= 2 i + 47 o (w)

4
= —8sinc’2 + 47 §(w) + — - sinc 2.



10. Un sistema a tempo continuo LTT risponde all’ingresso
z(t) = le”" 4+ e u(t)
con l'uscita
y(t) = 27" — 2¢7u(t)
a. Calcolare la risposta in frequenza del sistema.
b. Determinare la risposta impulsiva del sistema.
c. Trovare 'equazione differenziale associata al sistema.
Svolgimento. a. Poiché in un sistema LTT ingresso e uscita sono legate tra loro mediante

convoluzione con la risposta impulsiva, cioe y = h * x, la corrispondente relazione tra le
trasformate di Fourier (qualora esistano) ¢ moltiplicativa:

Y(jw) = H(jw) X (jw)

Dunque, calcolando

, 1 1 44 2jw
X(w) =7+ 57— = : :
l+jw 3+jw  (1+jw)(3+ jw)
¢ 2 2 6
Y(jw) =

T 14w 44w (14 jw)d A+ jw)
(a lezione abbiamo ricavato la trasformata del generico segnale z(t) = e~*u(t), con Rea >
0) otteniamo la risposta in frequenza H (jw) del sistema come il quoziente:

, Y (jw 33+ jw

Hjw) = Uw) _ ( )
X(w) 2+ jw)(4+ jw)

Il sistema risulta BIBO-stabile, come si verifica osservando che il denominatore di H (jw)

non si annulla per alcun valore reale di w.

b. Per antitrasformare la funzione razionale H(jw), la decomponiamo in frazioni parziali:

37 1 1
H(jw) =2
() =3 {2+jw+4+jw}

ricavando cosi la risposta impulsiva

h(t) = g[e_Qt e~ tu(t)

Notiamo che h € assolutamente sommabile, come si conviene ad un sistema BIBO-stabile.

c. Ricordiamo che all’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti

Z ary™ = Z bz
k=0 k=0

¢ associato un (unico) sistema LTI e BIBO-stabile se e solo se il polinomio caratteristico
n
a(s) = Z ajs® non ha radici immaginarie e che in tal caso la corrispondente risposta in

k=0
frequenza si scrive per ispezione dei coefficienti come:

ébk(jw)k

H(jw) = 77—
1; ag(jw)"



11.

Nel nostro caso, al sistema caratterizzato dalla risposta in frequenza

3B3+jw) 943w

H(jw) = (24 jw)(4 +jw) 8+ 6jw + (jw)?

resta quindi associata ’equazione differenziale

y? 4 6y + 8y = 321 + 9

Determinare i segnali a tempo continuo che corrispondono alle seguenti trasformate:

1, se 0 <w <2,

a. Xi(jw) =1 —1, se2<w <4,
0, altrimenti;
‘ 0 1 K T
b. Xs(jw) = k:z_:oo <§> ) <w - k1>

Svolgimento. a. Scrivendo X;(jw) = rect “>* — rect 5% e applicando la proprieta di
traslazione in frequenza, otteniamo

. 4 sent o Sen?t
z1(t) = (7" — &) F 1 jrect 2| (t) = —2je/* sent —— = —2je/*" ——.
(1) = (e — ) F - rect 3] (1) = —2; Bl g X
b. Si riconosce in X(jw) la trasformata di un segnale periodico di pulsazione wy = 7 e
k
periodo T' = —0 = 8, con coefficienti di Fourier {a; = 5 ( )' | k € Z} € (?. Pertanto

x9(t) € un segnale di potenza finita, rappresentabile (in media quadratlca) mediante la
serie di Fourier
L&\ e
I‘Q(t) = % o (5) e’ teR.
=—00

D’altra parte, il segnale x5(t), reale e pari come la sua trasformata, si puo rappresentare
anche con la serie reale di soli coseni

_ 1 o (1\F (ke —gkIe\| 1
xo(t) = o [14—];(2) (e it eI ) — W;;(Q) cos kt, teR.
Si noti che la potenza P(x2) si puo calcolare, grazie al teorema di Parseval, come

o0 [ee]

4 [leFat= 3 P = ¥ ()" = 2 [2Z(i> —1} =

Segnali a tempo discreto

. Si determini il segnale {z(n); n € Z} la cui trasformata di Fourier &

jon ) —J, se0<O<m
X(e)_{j, se —m <0 <0

Svolgimento. 1l calcolo diretto porge:

1 ™ . . 1 [V T
[ X = L ( [ etmao— [T e d9>
21 J—x 2w - 0

x(n) =



