Fisica Generale 2: Prova scritta del 22/11/2024

Le risposte ai quesiti posti devono essere fornite sia in forma analitica, riportando i passaggi
essenziali della loro derivazione, che (quando possibile) in forma numerica, nelle unita del SI.
[me = 9.11 x 1073 kg, ge = —1.60 x 10712 C, €9 = 8.85 x 1072 F/m, pg = 47 x 1077 N/A?]

Problema 1.

S S

Tre armature piane conduttrici, di area A = 0.3 m? e spessore finito, sono disposte rispettivamente
nei piani di equazione r; = —1.5cm, 9 = 0, x3 = 1.5cm. L’armatura centrale & collegata a
terra, mentre le armature 1 e 3 sono isolate, con densita di carica o1 = 7uC/m? e o3 = 2 uC/m?
rispettivamente. Tra le armature 1 e 2 e tra le armature 2 e 3 si trovano due dielettrici normali di
costanti dielettriche relative k1 = 2 e k9 = 3 rispettivamente. Assumendo induzione completa tra
le armature 1 e 2 e tra le armature 3 e 2, determinare:

(a) il potenziale V(x) in funzione della posizione z all’interno del sistema di armature, in par-
ticolare il valore di V' (x1);

(b) la densita di carica libera oj9 presente sull’armatura 2;

(c) le densita di carica di polarizzazione oy e op2 sulle superfici dei due dielettrici affacciate rispet-
tivamente alle armature 1 e 3.

Le armature 1 e 3 vengono ora collegate elettricamente tra loro. In questa nuova configurazione
determinare:

(d) le densita di carica libera oy e o3 ora presenti sulle armature 1 e 3 rispettivamente;

(e) il lavoro W, compiuto dalle forze esterne per estrarre il dielettrico tra le armature 2 e 3.



Problema 2.

R

fem p— | Cc2

Un generatore di tensione continua di valore £ = 110V alimenta il circuito riportato in figura. Il
resistore ha una resistenza R = 8k() e puo dissipare una potenza massima Py, = 2W. I due
condensatori sono ad armature piane e parallele. L’area di ciascuna armatura ¢ ¥ = 20cm? e la
distanza tra due armature ¢ A = 0.15 mm.

Il primo condensatore ¢ riempito con un dielettrico lineare, omogeneo ed isotropo avente costante
dielettrica relativa k; = 3 e rigidita dielettrica Ej 4, = 1000kV/m. Il secondo condensatore &
riempito con un dielettrico lineare, isotropo ma non omogeneo avente costante dielettrica relativa
Ko = y”“ﬁ, con kg = 2 x 1073m e a = 1073 m, dove y rappresenta la distanza (in m) dalla ar-
matura inferiore del condendensatore. La rigidita dielettrica di tale materiale & uniforme e vale

E3 mae = 1000kV /m.

Assumendo che al tempo ¢ = 0 i condensatori siano scarichi, calcolare:

(a) la tensione ai capi del condensatore 1 dopo un tempo t; = 1.5 pus.

(b) il modulo del vettore polarizzazione P (t1) nel dielettrico 1 al tempo ;.

Per rispondere alle successive domande si assuma che il processo ricominci da ¢t = 0. Calcolare:

(c) la tensione massima a cui puo operare il generatore, &4, senza che i dielettrici nei condensatori
inizino a scaricare.

Assumendo ora che il generatore eroghi la tensione &4, di cui al punto (c¢) spiegare se:

(d) il resistore ¢ in grado di operare a questa tensione? Motivare brevemente la risposta.



Soluzione del problema 1 (versione B)

Per la simmetria del problema, di ogni vettore V basterd considerare la proiezione V sull’asse x.

(a) Nel dielettrico 1 tra le armature 1 e 2 (z1 < & < x2):

D
B =—t = 7L —395kV/m
K1 €0 K1 €0
x o1 o1
Vi(z) = Vi(wa) — | Brda' = -2 (2 — a) = -
1(z) = Vi(z2) /m 1 dx /€1€o(x T2) /€160<m2 )

Dunque:
g1

‘/i(xl) = (.%‘2 — 561) =5.93 kV

K1 €0

Analogamente, nel dielettrico 2 tra le armature 2 e 3 (z2 < z < 3):

D
By=—2 =— 7 — _753kV/m
K9 €0 K9 €0
T , 0_3
VQ(m):vQ(xz)—/ Byda' = T (5 — )
o 2 €0

(b) Essendoci induzione completa tra armature della stessa area, o ricordando che Dy — Dy = 0y:
o)p = *(0'1 + 0'3) = —9,uC/m2

(¢) Ricordando che la superficie del dielettrico 1 che affaccia sull’armatura 1 & orientata in verso
opposto all’asse x:

-1
Op1 = _Pl = —€ (Kl - 1) El = —(/{lﬁ) g1 = —35MC/II12

1
(kg — 1)

K2

UPQIPQZEO(KQ*].)EQ:* 0'3:*1.33,[1,0/1112
(d) Una volta connesse elettricamente le armature 1 e 3, il sistema diventa equivalente a due
condensatori in parallelo. Le cariche libere sulle armature 1 e 3, o1; e o3, si ridistribuiscono in
modo da portare le due armature allo stesso potenziale Vi(x1) = Va(z3):

o1l i

_ 3 _
K1 €0 (33‘2 $1) N K9 €0 (.1‘3 1’2)

o1 + o013 =01+ 03

da cui, tenendo conto del fatto che xo — x1 = x3 — xo:

K1 2 K2 2
op=——(1+03)=3.6uC/m o3 =——(01+03)=54uC/m
1 /€1+/€2(1 3) uC/ 13 /<;1+m2<1 3) pC/
(e) Il lavoro delle forze esterne corrisponde alla variazione dell’energia potenziale elettrostatica
totale del sistema: W, = Up; — Uy,. La rimozione del dielettrico tra le armature 2 e 3 causa
un’ulteriore variazione della ripartizione della carica tra le armature 1 e 3. Dette o1 e g3 le

densita di carica superficiale su queste ultime, analogamente al punto precedente avremo:

o1 o3
p 60(9«“2 r1) = o (73 — z2)

on+o3=01+03



dunque:

K1
1+ kK

K1

= 3uC/m?
1+m(01+0’3) pC/m

(o1 + 03) = 6 uC/m? o3 =

on =

L’energia potenziale elettrostatica prima e dopo la rimozione del dielettrico vale:

1 (0112)2 (0132)2 —3 1 (5l12)2 (5l32)2 -3
Upn = = =4.12x107°J Ug = = — =6.86x10"°J
2 Cl + CQ x Y 2 Cl + CQ x

con (' la capacita del condensatore 1-2 e Cy e 52 le capacita del condensatore 2—-3 con e senza
dielettrico:
K1 €0 hM ~ €0 by K9 €0 by

Cl = = 354pF CQ = = 177pF C2 = ——— =531 pF
To — 1 X3 — X2 X3 — X2

Il lavoro delle forze esterne ¢ dunque:
We=Uysi — Uy, =2.75x 107°J

Alternativamente, si potevano calcolare la carica () del sistema dei due condensatori in parallelo, le
capacita equivalenti Ceqy = C1+Ca, Ceq = C1+Ca, e poi W, = Uy — Uy, = (1/2) Q*(1/Ceq—1/Cey).

Soluzione del problema 2 (versione B)

Il sistema ¢ un circuito RC' serie in fase di carica. La capacita equivalente dei due condensatori €
C = Cq + Cs. 1l calcolo di Cy ¢ immediato:

Cy = em% =354 x1071F

Il dielettrico nel condensatore 2 e lineare e isotropo, la geometria del sistema garantisce che i
campi E , @, D siano ortogonali alle armature. Per calcolare la capacita Cs si calcola dapprima il
campo elettrico all’interno del secondo condensatore. Per fare questo si puo considerare un cilindro
di Gauss di superficie di base S e altezza y, la base inferiore sia parallela all’armatura inferiore e
all'interno di essa, mentre la seconda base si trova (per y < a) all’interno del dielettrico. Applicando
il teorema di Gauss per il campo D a questo cilindro e denotando con o, il modulo della carica
libera sull’armatura inferiore si ottiene

(I)Cil([j) = (I)base—sup(ﬁ) =5-D =05 = D=9y
Il dielettrico e lineare e isotropo, vale quindi

P=cy(k—1)E

che, con la D=P+¢E porta a

‘Ul

[j = Goﬁﬁ = E

o
o
=



Inserendo la dipendenza di x della coordinata y il campo nel condensatore 2 risulta

b O _ o yta_ Qs yta
2760/4,2760 Ky €% Ko

La differenza di potenziale ai capi del condensatore Cs e:

h h
Q2 / h(h + 2a)
AV = | Edy= dy = O -
> /O Y= ros (y +a)dy = Q2 =S
Da cui 0 .
€0ko —10
Co=————=220x10 F
27 h(h + 20) %

All’istante ¢ = 0 inizia il processo di carica dei condensatori, la tensione ai loro capi segue la legge
V() =EL-e )
con 7 = R(Cy + C3) = 4.59 x 107%s. Al tempo ¢; vale
V(t1) =30.7V

(b) La polarizzazione nello stesso istante vale

V(t1)

P; = eo(k1 — 1)E1 = eg(k1 — 1) =3.62 x 107°C/m?

(c) Si raggiunge la tensione di rottura di un dielettrico quando il campo elettrico al suo interno e
pari alla rigidita elettrica. Per il condensatore 1 vale

AV 1 maz = E1mazh = 150V

Per il condensatore 2 il campo e piu elevato in y = h dove vale.

Q2 h+a 2(h+a)
€Y Ko h(h + 2a) V2 = V2 2(h)

h(h + 2a)
2(h+a)

Es(h)

Da cui
h(h + 2a)

2(h +a)
Essendo AV, = & per t > 7 la tensione massima a cui puo operare il generatore senza perforare i
dielettrici € Epge = 140V

AVZ,mzzm = E2,ma:p =140V

(d) La potenza dissipata dalla resistenza e
Pr(t) = RI*(t)

con e
I(t) = Ipe V7™ = Ee_t/T

che & massima all’istante t = 0. Con un generatore di tensione pari a gy = 140V la potenza
dissipata sulla resistenza dovrebbe essere
52
Pr = % =246W >2W

La resistenza non puo funzionare a tale tensione.



