SERIE STORICHE

Padova, 24 luglio 2024

Nome Cognome N. matricola

Corso di Laurea

Domanda 1

Si considerino i seguenti modelli e si stabilisca, giustificando la risposta, sotto quali condizioni
ciascuno di essi ¢ (debolmente) stazionario.

1. Xt =&+ Gat_l
2. Xt =a-+ 950
3. X; = gpcos(at)

In tutti i casi si assume che e, ~ ITDN(0,1) e a e 6 sono parametri arbitrari.

Soluzione:

1. Il processo &€ un MA(1), quindi & sempre stazionario. Inoltre, se il coefficiente a media mobile
0 & in modulo minore di uno, il processo € anche invertibile.

2. Abbiamo:
E[X:{| = Ela+0co] = a+0E[so]) = a Vi

Var(X;) = Var(a + 0gy) = Var(gg) = 6% Vt
Cov(Xy, Xi_1) = El(a + g9 — a)(a + 020 — a)] = E[0%c2] = 0°Var(so) = 0 Vk
Pertanto il processo € stazionario.

3. Abbiamo:
E[X}] = E[eg cos(at)] = cos(at)E[eg] =0 Vit

Var(X;) = Var(eg cos(at)) = cos(at)*Var(eg) = cos(at)?

Pertanto, a parte il caso a = 0, in cui cos0 = 1 e Var(X;) = 1, in tutti gli altri casi la
varianza varia al variare del tempo, per cui il processo non & stazionario.



Domanda 2

Dato un modello SARIMA(1,0,0)x(0,1,1)4, calcolare la previsione con orizzonte temporale k = 5
sapendo che:

e il parametro AR ¢; e pari a -0,8;
e l'ultimo valore osservato della serie storica e y, = 3;

i gn+1|n =—2e gn+4\n =1

Soluzione (Es. n. 7.5 dell’Eserciziario): Il processo indicato si esprime nella forma:
(1-¢1B)(1—B")Y; = (1 - 0:BY)e.

Poiché
(1-¢B)1—B*)=1-¢1B— B*+ ¢ B>,

il processo puo essere riscritto nel modo seguente:
Yi=¢1Yi1+Yiea— 1Y 5 + 60 — Ore4-a.

Il previsore di Y, 5 ¢ dunque pari a:

A~

Yn+5|n = EH[YTL+5]
¢1En [Yn+4] + En [Yn+1] - ¢1En[Yn] +
+Eyents] — O1E,[ent1].

Il calcolo dei valori attesi condizionati avviene secondo le seguenti espressioni:

. _ Yn+j ] <0
enti 7 <0
En [En-‘rj] = { O"H‘] :; ; 0

Pertanto, la previsione g, 5|, ¢ pari a
gn+5|n = ¢1§n+4|n + Z)n+1|n — P1Yn.
Sostituendo i valori noti nella precedente espressione otteniamo il risultato richiesto:

Jnisln = —0,8—2—(-0,8)3
= —0,8—2+24=-0,4.



Domanda 3

Assegnare, giustificando la risposta, le funzioni di autocorrelazione riportate in figura ai seguenti
processi:

)

b) X;=0,9X; 1+

(¢) Xy =61+ 0,81
)

(d Xt = 0, 9Xt71 + &¢ + 0, 88,571

Serie 1 Serie 1
2 s 37
6 5] 3 o pob--bect
2 g- B 8 < “reeretre- I —— I  ———— ) B
i g ° F--J--1 { ,,,,, [ . . A
=1 B i et |l Sttt ittt el Sl S Wt o 7
P ey g oy s L iy e s e S s i [ A g e <
T T T T T T T T ? T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Lag Lag
Serie 2 Serie 2
o | @ |
c 7 5 o 7
Lo < o]
< o7 \»J‘l % 13- ”L’{’r"’r ””” Tl it il it Sautieittiodintiuietitiutiedietivditiuodind it bl
o A b b b e I
o o -
! T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35
Lag Lag
Serie 3 Serie 3
] o 4y ‘ ””””””””””””
o 5] N ‘
. I N “‘H N Y T
< S g o
3 FCTTTIIT T w T
o f-f-----oc-gooTooogtooooooo Pl e e  riauletblelatal i o
I gyt s o e Ay e e R e g B e eleteleleeliiete el Rttt
T T T T T T T T ? T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Lag Lag
Serie 4 Serie 4
o @
- o
, " i
o | S
w o < <
. = o
3 H | L]
° B — 47l7T717777777777777A 77777777777777777777777777777 E o I | | | Pulnininiodraliai P
N R e B LR B B o I o 1 B =2 e — | S j ps— j R A—— LI I L ————
S
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Lag Lag
.
Soluzione:

(a) Il primo processo ¢ un WN, quindi gli corrispondono le funzioni di autocorrelazione della serie
3, infatti tutti i coefficienti di autocorrelazione globale e parziale risultano interni alle bande
di confidenza e quindi non significativamente diversi da zero.

(b) Il processo 2 ¢ un processo AR(1), pertanto mi aspetto che la funzione di autocorrelazione glo-
bale decada a zero velocemente e vi sia un unico ritardo significativo, il primo, nella funzione di
autocorrelazione globale. Questo comportamento lo ritrovo nelle funzioni di autocorrelazione
della serie 4.



(c) Il processo 3 € un processo MA(1) cui associo le funzioni di autocorrelazione della serie 1.
Infatti, per tale serie solo il roimo coefficiente della funzione di autocorrelazione globale &
significativo, mentre la funzione di autocorrelazione parziale va a zero dopo un po’ di ritardi.

(d) I processo 4 ¢ un processo ARMA(1,1). A questo processo rimangono associate le funzioni
di autocorrelazione della serie 2 che, infatti, decrescono entrambe a zero.



Domanda 4

Si dispone di una serie storica giornaliera che presenta una componente stagionale costante di
periodo 7.
1. Stabilire se una media mobile aritmetica semplice a 7 termini elimina tale stagionalita.

2. Derivare ’associato rapporto di riduzione della varianza

3. Mostrare che la media mobile al punto 1. conserva trend polinomiali di primo grado ma non
quelli di secondo grado.

Soluzione (Es. n. 3.2 dell’Eserciziario):

1. Si, & una proprieta fondamentale della media mobile aritmetica: elimina componenti stagionali
(costanti) di periodo pari al suo ordine. Si noti che in questo caso essendo il periodo della
stagionalita dispari non ¢’ alcun bisogno di ricorrere alla centratura della media mobile.

2. 1l rapporto di riduzione della varianza di una media mobile aritmetica e pari al reciproco del
suo ordine. In questo caso risulta pari a 1/7.

3. La somma dei coefficienti della media mobile ¢ pari ad 1. Si tratta inoltre di una media mobile
simmetrica. Ne segue che conserva i trend lineari. Il fatto che la somma

3

Z i29;

1=—3

risulti diversa da 0 comporta che la media mobile in questione non conservi trend parabolici.



Domanda 5

Definire quando un processo ¢ invertibile e spiegare perché questa proprieta e importante nell’iden-
tificazione di un modello della classe ARMA.

Soluzione:
a. Un processo Y; ¢ invertibile se puo essere scritto come una funzione del suo pasato e di un
WN, ovvero se si puo scrivere
Y; :h(}/tfl,yzfl,....)—i-st. (1)

b. La sua rilevanza nell’ambito della modellistica ARMA risiede nel fatto che solo per modelli
stazionari e invertibili & possibile identificare univocamente il processo generatore dei dati a partire
dalla funzione di autocorrelazione.



Domanda 6

1.Spiegare in cosa si differenziano:
e i coefficienti stagionali specifici;
e i coefficienti stagionali grezzi;
e i coefficienti stagionali ideali.

2. Si immagini di avere un modello per dati trimestrali di questo tipo:
Y; = Bidig + Baday + B3d3 s + Paday + &4 (2)

dove d;; € una variabile dummy che vale 1 se Y; si riferisce all’i—esimo trimestre e zero altrimenti,
e e N(0,02).

Per rappresentare il valore del fenomeno stimato al tempo ¢ con il modello, bisogna usare i
coefficienti grezzi o quelli ideali? Giustificare la risposta.

Soluzione:

o [ coefficienti stagionali specifici (C'S\S¢) contengono sia la componente stagionale grezza che
un termine di errore specifico dell’istante ¢. Dunque, in generale, se S ¢ il periodo, si avra

che CSS; # CSSits.

e I coefficienti stagionali grezzi (C'SG;) non contengono pit il termine d’errore specifico e dunque
CSS; = CSSiys. Tuttavia la loro media non € ancora necessariamente nulla.

e I coefficienti stagionali ideali (C'ST;) non contengono piu il termine d’errore, per cui C'ST; =
CS1Ii+ s, ed inoltre hanno media nulla.

2. E’ lo stesso: se 3; sono i coefficienti grezzi stimati e 3] sono i coefficienti ideali, se ad esempio
Y; si riferisce al il trimestre i—esimo, si potra scrivere indifferentemente:

oppure

con 8 media dei coefficienti grezzi.



