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Prefazione

Questa raccolta di esercizi viene messa a disposizione
ESCLUSIVAMENTE

agli studenti iscritti nell’a.a. 2020/21 al corso di Serie storiche dei corsi di laurea in Statistica (SEI e STS)
della Scuola di Scienze dell’Universita di Padova.

Si tratta di materiale in corso di sistemazione, e percio largamente incompleto e non immune da errori.

I docenti del corso di Serie storiche, Luisa Bisaglia e Tommaso Di Fonzo, e gli autori della raccolta, France-
sco Lisi e Marco Marini, pregano gli studenti che individueranno refusi, imprecisioni ed errori, di segnalarli
all’indirizzo di posta elettronica

difonzo@stat.unipd.it

Nell’intento di arrivare presto ad una versione definitiva del testo, sono graditi anche commenti ed osserva-
zioni di carattere piu generale, da inviare all’indirizzo di cui sopra.

Padova, settembre 2020
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1
Concetti introduttivi

Le componenti di una serie storica

1.1 Discutere, spiegandone i motivi, quali componenti ci si pud aspettare nella serie storica

O

3

nei seguenti quattro casi specificando, se ¢ il caso, il tipo di trend ed il periodo della componente sta-
gionale: (a) Numero giornaliero di biglietti venduti allo sportello di una stazione ferroviaria negli ultimi
due anni. (b) Numero di italiani che hanno un accesso ad Internet, rilevato mensilmente negli ultimi 8

anni.

(c) Serie trimestrale del prodotto interno lordo in volumi concatenati negli ultimi 15 anni. (d) Serie

annuale delle vendite di uno specifico prodotto dalla sua commercializzazione alla sua maturita.

(a)

(b)

(©)

(d)

Il numero esiguo di anni osservati rende ipotizzabile la presenza di un trend costante nella serie
{yt}}—,. La frequenza & giornaliera, pertanto & presumibile che vi sia una forte componente sta-
gionale di periodo settimanale: a differenti giorni della settimana corrispondono infatti differenti
quantita di biglietti ferroviari acquistati. Inoltre, i movimenti turistici possono provocare una stagio-
nalita di periodo inferiore, possibilmente mensile. Scioperi, condizioni meteorologiche ed eventi
particolari possono determinare la presenza di valori anomali. La componente erratica dovrebbe
essere piuttosto stabile in relazione alle altre componenti.

Lutilizzo di Internet nelle famiglie italiane ¢ cresciuto esponenzialmente dalla seconda meta degli
anni "90, ¢ quindi plausibile la presenza di un trend esponenziale nella serie. Potrebbero essere
evidenti delle flessioni stagionali nei mesi estivi, certamente con un’intensita minore rispetto al-
la tendenza di fondo del fenomeno. La componente erratica dovrebbe assumere una variabilita
contenuta.

La serie del PIL ¢ la risultante dell’intera attivita economica di un paese, pertanto ¢ naturale at-
tendersi una molteplicita di componenti in essa. Considerando il PIL di un paese industrializzato,
¢ immaginabile una componente di crescita strutturale alla quale si affiancano marcate variazioni
stagionali e cicliche. Il trend puo essere colto da funzioni polinomiali del tempo, spesso anche del
primo ordine (trend lineare), oppure si possono ipotizzare trend di tipo stocastico. La stagionalita
¢ piuttosto regolare nel tempo, con picchi negativi in corrispondenza del terzo trimestre quando,
nel periodo estivo, I’attivitd economica diminuisce. In 15 anni ¢ inoltre possibile il completamento
di 1-2 cicli economici, per cui possono risultare evidenti nella serie delle fasi di espansione e di
recessione congiunturale.

La curva di crescita in questo caso specifico ¢ di tipo logistico, caratterizzata da un limite superiore
che si presume non venga oltrepassato dalla serie che, dopo un periodo di forte crescita, prima ral-
lenta e poi va ad assumere un andamento costante. La serie ¢ annuale e quindi priva di stagionalita.
La variabilita della componente erratica dipende molto dal tipo di prodotto in questione.
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Esercizi supplementari

C1.1 In cosa consistono e a cosa servono le operazioni preliminari di pulizia di una serie storica?



2
Funzioni deterministiche del tempo

Modelli di regressione con funzioni deterministiche del tempo

2.1 La serie storica quadrimestrale {y; };2,, in cui ¢ = 1 corrisponde al primo quadrimestre del primo anno
di osservazione, ¢ generata dal modello

Y = f(t) + e,

con f(t) pari alla somma tra un trend lineare ed una stagionalita costante rappresentata da variabili
dummy.

(a) Si espliciti la componente deterministica f(¢) e si scriva la matrice dei regressori da usare per la
stima simultanea delle componenti tendenziale e stagionale.

(b) Indicata con S; la componente stagionale definita al punto precedente, si scriva I’espressione per
calcolare la serie destagionalizzata yf =y — S, t=2,...,10.

OJ 11 trend lineare € dato da

Ty =a+ [t
pert =2,...,10. La stagionalita puo essere rappresentata combinando le 3 variabili dummy
{ 1 nel primo quadrimestre
dy = . .
0 altrimenti
{ 1 nel secondo quadrimestre
do = . .
0 altrimenti

1 nel terzo quadrimestre
ds = . .
0 altrimenti

mediante 1’espressione
St = mdie + y2dat + Y3dst.

La componente deterministica sarebbe dunque pari a
f() =T, + S = a+ Bt +ndu + yadar + V3ds:.

In questo caso, pero, la matrice dei regressori X sarebbe di rango non pieno, il che renderebbe impos-
sibile calcolare le stime dei parametri con il metodo dei minimi quadrati (si cade infatti nella cosiddetta
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“trappola delle dummy”). Infatti, la matrice dei regressori, ottenuta affiancando le osservazioni relative,
nell’ordine, alla costante, alla variabile ¢ ed alle dummy dy¢, doy € ds¢, € data da

T2 0 1 0]
1 3 0 0 1
1 4 1 0 0
1 5 0 1 0
X=[(1 6 0 0 1
1 7 1 0 0
1 8 0 1 0
1 9 0 0 1
1 10 1 0 0]

di dimensioni (9 x 5) e di rango 4. E evidente che le colonne non sono linearmente indipendenti: ad
esempio, la prima colonna ¢ pari alla somma delle ultime tre.

Per non cadere nella trappola delle dummy conviene definire la componente deterministica come somma
tra il trend lineare (privo di intercetta) e 3 variabili dummy:

(2.1) f(t) = Bt +yidu + vadar + v3dse
con matrice dei regressori pari a:
(2 0 1 0]
3 0 0 1
4 1 0 O
5 0 1 0
X*=[6 0 0 1
7T 1 0 0
8§ 0 1 0
9 0 0 1
110 1 0 0

Per calcolare la serie destagionalizzata, va anzitutto ricordato che, in generale, nel modello cosi formulato
la somma dei coefficienti di regressione delle variabili dummy non ¢ pari a zero (come invece richiede
I’assunto che la componente stagionale si annulla nell’arco dell’anno). E dunque necessario calcolare i

3
g ey . N . L . 1
coefficienti ‘ideali’ di stagionalita, sottraendo ai coefficienti v} la loro media 7* = 3 Z fyj :
7j=1

Possiamo cosi riscrivere la componente deterministica f(t), secondo una parametrizzazione equivalente
alla (2.1) e che puod essere usata per il calcolo dei valori destagionalizzati:

ft) ="+ Bt + (0] =7 )dwe + (93 — 7 )dat + (v — 7*)d3t
="+ Bt + A1die + Yodor + Y3das.

I valori destagionalizzati si ottengono pertanto tramite 1’ espressione
i =y — (Aady + Yador + Yadse).

6
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Osservazione. Per evitare la trappola delle dummy si sarebbe potuto scegliere un modello diverso dal
(2.1). Ad esempio, se si considerasse un modello con I’intercetta e privo della terza variabile dummy,
ossia:

(2.2) f(t) = a+ Bt + Y1di + Yodo,

si avrebbe la seguente matrice dei regressori:

T2 0 1
1 3 0 0
1 4 1 0
1 5 0 1
X=1[1 6 0 0
1 7 1 0
1 8 0 1
1 9 0 0
1 10 1 0]

Le espressioni (2.1) e (2.2) sono parametrizzazioni diverse della medesima f(¢). Esse sono equivalenti in
pratica (in particolare, in entrambe compare il termine (5t), ma comportano (i) differenti chiavi di lettura
dei coefficienti di regressione stagionali, e (ii) diversi modi di calcolo dei valori destagionalizzati. La
costante & nel modello (2.2), ad esempio, comprende anche 1’effetto stagionale del terzo quadrimestre,
mentre i coefficienti y; e 72 descrivono I’effetto differenziale del quadrimestre di pertinenza rispetto al
terzo. Le relazioni tra i coefficienti dei due modelli sono date da:

M=a+m

Yo =a+ %

V3 =@
OVVEero

o =3

1= —73-

Vo= =73

Per calcolare la serie destagionalizzata secondo la parametrizzazione (2.2), osserviamo che

3 ~ ~
_x 1 * ~ Y1+ 72
S SRRt
=1

e quindi i coefficienti ideali di stagionalita possono essere ottenuti nel modo seguente:

C ek 22—
N=N=—7="3
C e s 27—
2="7 7 = — 3
. . 7+ 52
VB=7 =7 =— 3
2.2 Una serie storica di dati mensili y; ;, t =1,...,n, 7 =1,...,12, ¢ descritta dalla somma di un trend

polinomiale quadratico e di una componente stagionale, modellata con variabili dummy. La stima dei
coefficienti ideali di stagionalita, ottenuti a partire dai coefficienti di regressione delle variabili dummy,
ed i valori osservati in un certo anno ¢y sono riportati nella tabella seguente:

7
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J :)/j Yto.j
1 -0,431 | 120,1
2 2,273 | 121,0
3 71 1334
4 0,804 | 116,5
5 7,474 | 128,5
6 6,587 | 123,6
7 6,252 | 125,9
8 | -51,630 | 60,2
9 8,594 | 121,7
10 | 10,525 | 132,6
11 6,063 | 123,1
12 | -7,998 | 105,0

Si descriva il modello sottostante e si ricavino 43 ed i valori della serie destagionalizzata per i mesi di
marzo, giugno, ottobre e dicembre dell’anno .

La formulazione del modello con indice ¢ per I’anno e indice j per il mese pud essere ottenuta costruendo
appropriati regressori per il trend polinomiale e per la stagionalita. La variabile di trend 7T} ; ¢ descritta
dalla relazione

Tij=12(t=1) 47

mentre le variabili dummy dj; sono derivate come

Ao — 1 nel mese j
0 altrimenti

Con questi regressori il modello per y; ; puo essere scritto come

12
yrj = BTy + BoT7 + Z’dejt + €t
j=1
pert=1,...,nej=1,...,12. Sinoti che per evitare la trappola delle dummy il termine di intercetta

non ¢ stato appositamente inserito.

Per definizione, i coefficienti ideali di stagionalita godono della proprieta

Quindi, poiché

12
D 4y = —11,487
j=1
3#3
allora 43 = 11,487.

I valori destagionalizzati con il metodo della regressione si ottengono sottraendo ai valori originali i
coefficienti ideali di stagionalita. Per I’anno ¢ questi sono calcolabili mediante 1’espressione

gtdo’j:yto’j—:)/j’ .]:17,12

8



2. FUNZIONI DETERMINISTICHE DEL TEMPO

Di seguito si riportano i valori destagionalizzati per i mesi richiesti:

Marzo : §f 5 =133,40 — 11,487 = 121,913
Giugno : g o= 123,60 — 6,587 = 117,013
Ottobre : g |, = 132,60 — 10,525 = 122,075
Dicembre: g |, = 105,00 + 7,998 = 112,998

2.3 Si ¢ adattato alla serie storica trimestrale ¥, pert = 1,.. ., n, il seguente modello additivo:
Yt = 14d1t + 3d2t — 5d3t — 10d4t + 0,5t + &4,

dove Var{e;} =4 e d4, da, d3¢, day sono le variabili binarie indicatrici rispettivamente del primo, del
secondo, del terzo e del quarto trimestre.

(a) A quanto ammonta la variazione della serie nell’arco di un anno dovuta alla componente tenden-
ziale? E quella dovuta alla componente stagionale?

(b) Supponiamo che i primi quattro valori della serie, ¢ = 1,2,3,4, siano relativi ai quattro trimestri di
un certo anno e supponiamo che in tali periodi i valori osservati della serie siano 16, 4, —2, —9. Si
calcolino i corrispondenti valori destagionalizzati.

(c) Si applichi alla serie I’operatore (1 — B*) ottenendo la serie
i = (1= By
Quanto vale mediamente la serie y;? (Si ricordi che E(g;) = 0, Vt).

[0 (a) La variazione della serie trimestrale nell’arco di un anno ¢ data dalla differenza y; — y;—4. Se la
serie risulta dalla somma di trend, stagionalita e componente accidentale, tale differenza risulta pari
a

(2.3) Y — Yp—a = (Tp — Ti—a) + (St — St—4)
+(et — €1—4).

Nel caso in esame la variazione della serie nell’arco di un anno dovuta alla componente tendenziale
¢ pari al primo termine al secondo membro della (2.3):

T, —T;—4 = 0,5t —0,5(t —4) = 2.
La variazione della serie nell’arco di un anno dovuta alla componente stagionale & pari al secondo
termine della (2.3). Essendo S; una funzione periodica di periodo 4, tale termine ¢ nullo.

(b) La serie destagionalizzata si ottiene sottraendo alla serie osservata la componente stagionale. Nel

caso in questione, la componente stagionale

St = 14d1; + 3das — bdzs — 10dys
pur rappresentando i movimenti infra-annuali dovuti alla stagionalita, da luogo ad oscillazioni la
cui media € diversa da zero all’interno di uno stesso anno. Infatti,

14+3-5-10 _
; -

0,5.
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Pertanto, se si utilizza S; per destagionalizzare € necessario ripristinare il livello della serie aggiun-
gendo alla serie destagionalizzata la media della funzione S;:

g4 =y — Sy +0,5.

Avremo quindi:
=1: 9¢=16-14+05=25
t=2 9§=4-34+05=15
t=3 §¢=-2+5+05=35
=4 §¢=-9+104+0,5=1,5.

In alternativa si possono calcolare preliminarmente i coefficienti ideali di stagionalita, sottraendo ai
coefficienti grezzi il valore 0,5. Per essi vale infatti la proprieta

13,5+2,5-55—-10,5

1 0.

Gli stessi valori destagionalizzati possono quindi essere calcolati sottraendo ai valori y; i coefficienti
ideali.

(c) Lespressione per la serie y; coincide con quella fornita nella (2.3). Allora si era applicato impli-
citamente 1’operatore differenza stagionale (1 — B*). Calcolando ora il valore atteso dei singoli
termini otteniamo

E(yf) = E(Ty — Ti—4) + E(S; — Si-4)
+E(5t - 6,5_4).

Il secondo termine si annulla per quanto detto al punto (a). Pertanto il valore medio di y; & pari a
E(y:) =T — T4 4 — E(Et — 5t—4)-

Considerato il fatto che il trend ¢ di tipo deterministico e quindi non & una variabile casuale, tenendo
conto che il valore atteso di una somma ¢ pari alla somma dei valori attesi e che il valore atteso
della componente accidentale ¢ nullo, si ottiene che in media la variazione annuale della serie y; ¢
pari a

E(y;)=Ti —T;—4 = 0,5t — 0,5(t — 4) = 2.

2.4 Si ¢ adattato alla serie storica semestrale y;, pert = 1, ..., T, il seguente modello additivo:
yr = 14dyy + 3do + 0,5t + ¢4, Var{e,} =4

con la variabile dy; uguale ad uno se il periodo ¢ cade nel primo semestre ed uguale a zero altrimenti e,
analogamente, la variabile do; uguale ad uno se il periodo ¢ cade nel secondo semestre ed uguale a zero
altrimenti.

(a) A quanto ammonta mediamente la differenza dovuta alla componente stagionale tra il valore y; in
un primo semestre e il valore di y; in un secondo semestre?

(b) Supponiamo che i primi due valori della serie (¢ = 1,2) siano relativi al primo e al secondo semestre
di un certo anno e supponiamo che in tali periodi i valori osservati siano, rispettivamente, 16 e 2.
Si calcolino i corrispondenti valori destagionalizzati.

10
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2. FUNZIONI DETERMINISTICHE DEL TEMPO

Supponiamo che i valori osservati arrivino fino al periodo 7' = 20 e che tale periodo cada in un
secondo semestre. Calcolare i valori previsti di y; per i periodi ¢ = 21,22.

Indichiamo con S; la componente stagionale
Sy = 14dq14 + 3day

e calcoliamo il valore atteso della differenza fra Sy, e Sy,—1, dove con ¢ indichiamo un generico
primo semestre:

E(Sty — Sty-1) = E(Sto) - E(Sto—l) =
14d1t, — 3dat,—1 = 11.
L’ultimo passaggio ¢ stato ottenuto sulla base della natura deterministica delle variabili dummy dy;
e do;: il valore atteso di una componente deterministica & infatti la componente stessa. Si noti,

inoltre, che il risultato non cambia se si considerano dei semestri non contigui tra loro, poiché la
struttura dei coefficienti stagionali ¢ fissata nel tempo.

Come ormai noto, il calcolo dei valori destagionalizzati sottintende 1’utilizzo dei coefficienti ideali
di stagionalita. Anche in questo caso il modello presenta coefficienti grezzi, in quanto la loro
somma ¢ differente da zero. Nell’ipotesi di un modello additivo, deriviamo quindi i coefficienti
ideali di stagionalita sottraendo la media 4* ai coefficienti grezzi

=7 —-7"=14-85=55
Ya=95 -7 =3-85=-55.

Ovviamente, nel caso di un modello semestrale i coefficienti ideali devono essere uguali e di segno
opposto affinché la loro somma risulti nulla. I valori destagionalizzati per le osservazioni fornite
sono dunque

=y —4 =16—-55=10,5
Y§ =ys — A2 =2 — (=5,5) = 7,5.

Infine, I’esercizio richiede il calcolo delle previsioni per la serie y; per i due semestri ¢t = 21, 22,
tempi riferiti rispettivamente ad un primo e ad un secondo semestre. Applicando 1’operatore valore
atteso condizionato! all’informazione posseduta al tempo 20, si ottengono le seguenti previsioni
per i due semestri

U21 = E(Ya1|l20) = E(14d1 21 + 3d221 + 0,5(21) + €21) =
144105 = 24,5

oo = E(Ya2|l20) = E(14d1,22 + 3d2,22 4+ 0,5(22) + €22) =
3+11 =14

per i quali si & assunto E(g21) = E(g22) = 0.

1. L’operatore valore atteso condizionato sara piu ampiamente trattato nel capitolo 7, riguardante le previsioni di un modello

ARIMA.

11
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2.5 La serie storica {y;}21, si riferisce ad una variabile economica osservata trimestralmente nel periodo
1997.2-2002.2. Per essa ¢ stato stimato il seguente modello:

yr = 5dyy — 3,5doy + 2d3; + 6dyy + 0,8t + 0,02t + ¢4, &, ~ WN(0,4)

dove dy, doy, dsy € dgy sono variabili dummy relative rispettivamente al primo, al secondo, al terzo ed al
quarto trimestre.

(a) Calcolare le previsioni per il periodo 2002.3-2003.2.

(b)

(c)

Sono stati osservati i valori y; = 5,5, y2 = 2,8, y3 = 13, y4 = 21,5. Fornire i corrispondenti valori
destagionalizzati per queste quattro osservazioni.

Riscrivere il modello inserendo la costante tra i regressori.

0 (a) Le previsioni per il periodo 2002.3-2003.2 si ottengono applicando i coefficienti del modello ai va-

(b)

lori assunti dalle variabili nei tempi corrispondenti ai quattro trimestri, ovvero per t = 22, 23, 24, 25:

t =22 oo =2+ 0,8(22) + 0,02(22%) = 29,28
t=23: a3 =6+ 0,8(23) + 0,02(23%) = 34,98
t=24: {94 =5+ 0,8(24) + 0,02(24%) = 35,72
t =25 o5 = —3,5+ 0,8(25) + 0,02(252) = 29,00.

Come si nota, le variabili dummy stagionali producono effetti solo nei trimestri di pertinenza, attra-
verso i corrispettivi coefficienti di regressione. I regressori ¢ e ¢2, che rappresentano 1’evoluzione
di fondo della variabile, influiscono invece in ciascun passo di previsione. Si noti inoltre come
estendendo il periodo di previsione la stagionalita prevista sia sempre la stessa, mentre la tendenza
di fondo cresce in progressione quadratica col procedere del tempo, ossia all’aumentare dell’indice
temporale .

La serie destagionalizzata si calcola sulla base dei coefficienti ideali di stagionalita. I coefficienti
riportati, 77, j = 1,...,4, sono in realta grezzi, in quanto per essi non vale la proprieta

4
> =0,
j=1

La somma dei coefficienti stagionali ¢ infatti pari a 9,5. Sottraendo ai coefficienti grezzi la media
(3 = 9,5
T =

= 2,375) si ottengono i coefficienti ideali

%:71‘—@*:5—2375:2,625
4y =4 —4* = —3,5— 2,375 = —5875
g =% — ’_y =2-2375=-0,375

A4 =5 — 7 =6 — 2,375 = 3,625.

Con questi coefficienti & possibile derivare i valori destagionalizzati richiesti:

=1 §¢{ =55~ (-5875) =11,375
t=2: 9¢=28~—(-0,375) =3,175
t=3 ¢¢=13-3,625=9375
t=4: §¢=21,5-2625=18,875.

12



2. FUNZIONI DETERMINISTICHE DEL TEMPO

Si noti che per tali valori vale la relazione

4 4
Zyt = ny =428,
t=1 t=1

una proprieta soddisfatta dall’utilizzo dei coefficienti ideali di stagionalita.

(c) Il modello di regressione con variabili dummy stagionali puo essere riscritto inserendo un termine
costante ed eliminando una di queste a scelta, evitando cosi il problema della collinearita tra i
regressori pill volte ricordata nei precedenti esercizi. Scegliendo di eliminare dy; il modello assume
la seguente forma:

Y =5 — 8,5dat — 3dz + dag + 0,8t + 0,02t + &.

In questo caso la costante & = 5 ingloba anche I’effetto stagionale (grezzo) relativo al primo
trimestre, mentre i coefficienti s, 73 € 74, relativi a dag;, dsy € dyy, rispettivamente, sono gli effetti
stagionali differenziali rispetto al primo trimestre, ovvero

a=7=5

o =74 —vF=-35-5=-85
Ya3=13 -1 =2-5=-3
Vo= —1n=6-5=1

Tuttavia, come mostrato nell’esercizio 2.1, per il calcolo dei valori destagionalizzati ¢ sempre me-
glio riferirsi alla formulazione del modello senza intercetta e con le quattro variabili dummy stagio-
nali, perché questa formulazione consente di ottenere direttamente gli effetti di ciascuna stagione
sulla serie.

2.6 Si consideri la seguente serie storica trimestrale, ¥, relativa ai ricavi delle vendite di giocattoli in USA
dal primo trimestre del 1992 al quarto trimestre del 1995 (Shmueli e Lichtendahl Jr., 2016, Practical
Time Series Forecasting with R: A Hands-On Guide, 2nd ed.):

t 92:1 922 923 924  93:1 932 933 934 941 942 943 944 95:1 952 953 954
ye | 1026 1056 1182 2861 1172 1249 1346 3402 1286 1317 1449 3893 1462 1452 1631 4200

il cui grafico € riportato nella seguente figura:

13
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4500
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(a) Dire, giustificando la risposta, quale fra i seguenti modelli di regressione dovrebbe adattarsi meglio
a questi dati:
e Modello con trend lineare
e Modello con trend lineare e dummy stagionali
e Modello con trend quadratico
e Modello con trend quadratico e dummy stagionali

(b) Di seguito viene riportato 1’output relativo al modello con trend lineare e variabili dummy e i grafici
delle autocorrelazioni dei residui del modello.

Modello 1: OLS, usando le osservazioni 1992:1-1995:4 (T = 16)
Variabile dipendente: vy

coefficiente errore std. rapporto t p-value

time 53,9750 10,4983 5,141 0,0003 * kK
dgl 858,675 119,237 7,201 1,75e-05 xx=«
dgz 836,700 125,979 6,642 3,65e-05 #x*x*
dg3 916,225 133,208 6,878 2,66e—-05 **xx
dg4 3049,25 140,849 21,65 2,28e=10 **xx
Media var. dipendente 1874,000 SOM var. dipendente 1066, 721
Somma quadr. residui 387951, 8 E.S. della regressione 187,7987
R-quadro 0,977271 R-quadro corretto 0,969006
F(4, 11) 118,2394 P-value (F) 5,83e-09
Log-verosimiglianza -103,4714 Criterio di Akaike 216,9428
Criterio di Schwarz 220,8057 Hannan-Quinn 217,1406
rho -0,165786 Durbin-Watson 2,015442
Note: SQM = scarto quadratico medio; E.S. = errore standard
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ACF dei residui

T T
0.5 +-1.96/T°0,5 ——

-0,5

Ritardo

PACF dei residui

T T
0.5 +-1,96/T~0,5 ——

-0,5

Ritardo

1. Dire, giustificando la risposta, se il modello si adatta bene ai dati.
2. Calcolare i valori destagionalizzati relativi all’anno 1995.
3. Prevedere i valori per I’anno 1996.

[ Osservando i grafici appare chiaro quanto segue:

(a)

(b.1)

(b.2)

(b.3)

la serie contiene un trend lineare ed una componente stagionale, sicché il modello piu adatto ¢
quello con trend lineare e dummy stagionali.

Tutti i coefficienti stimati risultano significativamente diversi da zero. Il valore della statistica R?
¢ molto alto (circa 0,98), ad indicare che le variabili indipendenti del modello spiegano gran parte
della variabilita della serie delle vendite di giocattoli. Inoltre, il grafico dei residui sembra mostrare
che questi sono non correlati, visto che le autocorrelazioni empiriche sono tutte interne alle bande
di confidenza (bisogna comunque osservare che abbiamo solo 16 osservazioni, e quindi le bande
di confidenza sono molto larghe). Tutto questo ci fa ritenere che il modello adottato sia un buon
modello.

Gli indici grezzi di stagionalita corrispondono ai quattro coefficienti delle variabili dummy e sono
pertanto:
v = 858,675 ~5 = 836,700 ~3 = 916,225 ~; = 3049,25

Evidentemente questi coefficienti non sono quelli ideali, poiché sono tutti positivi ed hanno media
pari a 4* = 1415,2125. 1 coefficienti ideali di stagionalita si ricavano sottraendo tale media ai
coefficienti grezzi, ossia:

Y1 = —556,5375 ~p = —578,5125 ~3 = —498,9875 v, = 1634,0375

I valori destagionalizzati si trovano sottraendo ai dati originali i pertinenti coefficienti ideali di
stagionalita:

yd | = 1462 + 556,5375 = 2018,5375 ys., = 1452 4 578,5125 = 2030,5125
yds o = 1631 + 498,9875 = 2129,9875 yds, = 4200 — 1634,0375 = 2565,9625

Essendo n = 16, si ha:
U96:1 = 93,975 - 17 4 858,675 = 1776,25 9g.2 = 53,975 - 18 + 836,700 = 1808,25

Jo6:3 = 93,975 - 19 + 916,225 = 1941,75 §o.4 = 53,975 - 20 4 3049,25 = 4128,75.
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Scelta del grado del polinomio

2.7 Per stimare il trend della serie storica {y; }2% si prendono in considerazione le seguenti relazioni stimate
con il metodo dei minimi quadrati ordinari (tra parentesi compaiono le stime delle deviazioni standard):

A: = 1.077 + 52,16t — 2,27t% + 0,04t3
(18)  (5,40) (0,44) (0,01)

B: §, =1.046 + 71,21t — 5,20t> + 0,203 — 0,0025¢*
(23)  (10,94) (1,55) (0,08) (0,0035)

Inoltre, per il modello A si ha che il coefficiente di determinazione R% & pari a 0,9851, mentre per il
modello B si ha RQB = 0,9859. Indicare quale dei due modelli ¢ preferibile e motivare brevemente la
scelta.

O Imodelli stimati per il trend sono di tipo polinomiale:
p .
Yt = Z/Bjtj + &t
j=0

Il grado del polinomio per il modello A € p = 3, mentre nel modello B & stato impiegato un polinomio del
quarto ordine (p = 4). La scelta tra i due modelli, e quindi la scelta del grado del polinomio, pud essere
condotta attraverso il confronto delle statistiche fornite dall’esercizio. Si intuisce che la relazione A ¢
migliore della relazione B. Tale affermazione puo essere motivata sulla base della significativita statistica
dei coefficienti e del coefficiente di determinazione corretto per il numero di regressori utilizzati.

L’esercizio riporta i valori dei coefficienti con le relative deviazioni standard. La significativita statistica
della stima di un coefficiente /3 si valuta attraverso il test ¢ 4

5

t

B

Q>
=

che, in ipotesi di normalita dei disturbi €, segue una distribuzione standard ¢ di Student con n — k gradi
di liberta, dove n ¢ il numero di osservazioni utilizzate e k il numero di regressori inclusi nella stima. La
tabella seguente riporta le statistiche ¢ per i coefficienti dei due modelli.

Modello | o B1 B2 B3 B4
A | 5983 9.66 | =5.16 | 4,00 | -
B 4548 | 6,51 | —3,35 | 2,50 | -0,71

I coefficienti fino al terzo ordine sono in entrambi i casi significativi. Il coefficiente del regressore t*
incluso nel modello B ha invece una statistica ¢ il cui valore assoluto ¢ inferiore a 2. Pertanto, esso non &
significativamente diverso da zero ad un livello di probabilita del 5% e puo essere escluso dalla specifica
finale del modello.

Un altro criterio che puod aiutare nella scelta del grado del polinomio ¢ il calcolo del coefficiente di
determinazione corretto R2. E noto infatti che il coefficiente R? & una funzione non decrescente del
numero dei regressori, per cui nel nostro caso ¢ naturale avere RQB > Ri. 1l coefficiente R? tiene conto
del numero dei regressori attraverso la seguente formulazione

n—1

R?=1- k(1—R2).

n —
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2. FUNZIONI DETERMINISTICHE DEL TEMPO

Questa misura penalizza la perdita di gradi di liberta che deriva dall’aggiungere variabili esplicative
nella specifizazione del modello: si pud dimostrare che R? aumenta (diminuisce) quando una variabile
aggiunta al modello ha una statistica t superiore (inferiore) ad 1 in valore assoluto (Greene, 2003, p. 35).
Nel nostro caso otteniamo i valori

_ 19
Ry =1- E(l —0,9851) = 0,9823

_ 19
R%L =1- E(l —0,9859) = 0,9821

quindi il coefficiente corretto per il modello B ¢ in effetti diminuito, considerata la significativita statistica
del coefficiente di regressione per ¢* pari a -0,71. Prendendo come misura di confronto il coefficiente di
determinazione corretto, vale quindi la relazione Ri > RQB. Questo criterio fornisce quindi un ulteriore
elemento a supporto per la scelta del modello A.

2.8 Si consideri la seguente serie storica dei ricavi di una ditta di commercio all’ingrosso

0

Anno | Ricavi
2003 132
2004 247
2005 465
2006 594
2007 650
2008 803
2009 925

Supponendo che il fenomeno sia combinazione di una componente di trend e di una componente acci-
dentale,

(a) scrivere il modello valido per un trend esponenziale semplice, completo di ipotesi sulla componente
accidentale, e stimare i parametri;

(b) calcolare la previsione per le vendite del 2010.
(a) Un trend esponenziale ¢ descritto dalla funzione del tempo
ft) =ae’, a>o.

L’andamento della curva ¢ crescente per 3 > 0, mentre se 5 < 0 la curva ¢ decrescente. Il trend
esponenziale ha il vantaggio di poter essere trasformato in una funzione lineare del tempo attraverso
la trasformata logaritmica. Infatti si ha

log f(t) = loga + ft.

Se il modello ¢ di tipo moltiplicativo, i parametri o* = log a e 5 possono essere stimati attraverso
il metodo dei minimi quadrati lineari. Infatti, moltiplicando un termine di errore €; si ha

g = ael g
da cui
log (y) = loga + Bt + logey
(2.4) ="+ ft+¢€f.

17
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Affinché si possa impiegare il metodo di stima lineare bisogna riferire le assunzioni del modello
di regressione a ¢;, e quindi a loge;. Questo implica I’ipotesi di un disturbo ¢; log-normale nel
modello originario. Si pud dimostrare che questa ipotesi comporta una distorsione nei valori stimati
U+, anche in presenza di perfetta conoscenza dei parametri (si veda Di Fonzo e Lisi, 2005, p. 49).
Il modello linearizzato nella (2.4) pud dunque essere stimato mediante il metodo dei minimi qua-
drati. La tabella seguente riporta i calcoli necessari per la stima del coefficiente (3, dove si ¢ indicato
yi = logy , v =t — E(t) e §f = y; — E(y;). Per semplificare i calcoli si & utilizzato I’asse dei
tempi con origine t = 1.

Amno  t  y i T i Ty T
2003 1 132 48828 -3 -1,2481 3,7443 9
2004 2 247 55094 -2 -0,6215 11,2430 4
2005 3 465 6,1420 -1 0,0111 -0,0111 1
2006 4 594 638069 O 0,2560 0,0000 0
2007 5 650 64770 1 0,3461 0,3461 1
2008 6 803 06,6884 2 05575 1,1149 4
2009 7 925 68298 3 00,6989  2,0967 9
E() 4 6.1309 12191 4

La stima del coefficiente 5 secondo i minimi quadrati ¢ quindi data da

E(#d) _ 1,2191

P="EG) = 4

= 0,3048.

La stima di o* & invece fornita dalla relazione
& =E(g) — BE(ict) = 6,1309 — 0,3048(4) = 4,9118.

Una stima di o puo dunque essere ottenuta dalla trasformazione inversa

Ak

& =e® = b8 =135 ,8796.

Si noti che il valore & non ¢ stato ottenuto come funzione lineare delle osservazioni y;, per cui esso
non ¢ una stima ai minimi quadrati lineari del parametro a.

(b) Sulla base del modello stimato
y; = 135,8796e%3048¢ ¢,

si puo ora compiere una previsione dei ricavi per I’anno 2010. La previsione per ¢ = 8 indica un
ricavo atteso pari a
E(yg) = 135,8796e%30488 — 1556,2123,

di quasi il 70% superiore a quelli registrati nel 2009. Si ricordi tuttavia che il trend esponenziale
semplice cresce indefinitamente al crescere di ¢; ¢ bene dunque fare attenzione all’utilizzo di un
modello di questo tipo se I’obiettivo ¢ la previsione di valori futuri. In alternativa possono esse-
re impiegate curve non lineari caratterizzate dalla presenza di un asintoto superiore costante (ad
esempio la curva esponenziale modificata o la curva logistica).

Trend logistico

2.9 Alla serie storica annuale y; (¢ = 1 corrisponde all’anno 1980) riportata nella tabella seguente si vuole
adattare un trend logistico.

18
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Yt t Yt t Yt t Yt
0,116 9 0,620 17 1,593 25 1,947
0,166 10 0,717 18 1,796 26 1,943
0,230 11 0,930 19 1,713 27 2,050
0,221 12 1,144 20 1,786 28 2,025
0,347 13 1,236 21 1,867 29 1,943
0,388 14 1,361 22 1993 30 2,105
0468 15 1,515 23 1,824 31 2,024
0,618 16 1,535 24 1,888

[c BN e NV I N S e

(a) Ottenere le stime dei parametri con il metodo delle somme.

(b) Utilizzando Gretl, stimare i parametri del modello mediante i minimi quadrati non lineari usando
come valori iniziali (i) la terna (0,1;0,1; 0,1) e (ii) le stime ottenute al punto precedente.

(c) Confrontare i risultati con quelli ottenuti adattando alla serie storica un trend polinomiale opportu-
namente scelto.

0 La funzione

(07

(2.5) ft) = T+ Be

prende il nome di curva logistica. Essa ¢ una funzione non lineare dei suoi parametri ¢, 8 e k. Questo tipo
di funzione ¢ utile quando I’evoluzione temporale di un fenomeno manifesta una fase di crescita molto
accelerata all’inizio del periodo di osservazione, seguita poi da una fase di stasi che persiste lungo I’asse
temporale. Un’applicazione tipica nel campo economico ¢ I’andamento delle vendite nel corso del ciclo
di vita di un prodotto ad elevato contenuto tecnologico: se il prodotto ¢ di successo, non appena viene
introdotto sul mercato si avra un rapido sviluppo delle vendite, a cui seguira una inevitabile decelerazione
nella fase di maturita del prodotto e ad una stabilizzazione nel lungo periodo.

La Figura 2.1 mostra il grafico della serie presentata in tabella, che sembra possedere le caratteristiche
tipiche di un trend logistico. La stima dei parametri della (2.5) non puo essere effettuata secondo il meto-
do dei minimi quadrati lineari, poiché le equazioni normali non sono funzioni lineari delle osservazioni.
Esistono due metodi per la stima dei parametri di un trend logistico: il metodo delle somme e quello dei
minimi quadrati non lineari. Il primo metodo ha il vantaggio di essere facilmente applicabile, tuttavia le
stime che ne derivano non godono di particolari proprieta statistiche. Stime pit soddisfacenti in tal senso
possono essere derivate dalla soluzione offerta dai minimi quadrati non lineari: il sistema di equazioni
che ne deriva non ¢ facilmente risolvibile per via analitica, pertanto nella maggior parte dei casi si deve
ricorrere a procedure iterative di ottimizzazione (come verra mostrato nel seguito).

(a) Una stima approssimata dei coefficienti «, 5 € k puo essere ottenuta mediante il cosiddetto metodo
delle somme. Come primo passo si suddivide I’intero periodo campionario in tre sottoperiodi di
pari lunghezza m. Dal momento che abbiamo 31 osservazioni, trascuriamo per semplicita la prima
osservazione in modo da avere 3 sotto-campioni da 10 elementi ciascuno. Si pone quindi la condi-
zione che la somma dei valori osservati sia pari alla somma dei valori calcolati tramite la funzione
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Figura 2.1
Grafico della serie {y; }31,
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Per semplificare la procedura di stima, si utilizza in realta il reciproco della funzione f(t)

1 1+ Be Kt 1 +§e*kt.
f(t) a a o«

Ridefiniamo le variabili in modo da ottenere la curva esponenziale modificata
(2.6) F5(t) = Bo + b1,

1
con By = o 61 = é e o = e *. Di Fonzo e Lisi (2005, p. 69-70) dimostrano che le stime per

questi parametri sono date da
5 53— 52
B2 =1
Sa — 51

5 Bo—1
b1 = (S2 1)52(55"—1)2

g (B
5o—m[51 5152(32_1”.

Dopo aver trovato i seguenti valori per S1, So € S3

S1=28,194 S =6,593 S3=5.073
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2. FUNZIONI DETERMINISTICHE DEL TEMPO

utilizzando come termini delle sommatorie i valori reciproci dei valori ¥, le stime per i parametri
del modello (2.6) mediante il metodo delle somme sono

Bo = 0,496 1 =17,597 [y =0,767.

Dalle stime 5’0, Bl e Bg si risale immediatamente alla stima dei parametri della curva logistica
applicando le trasformazioni inverse:

1 1

— = ——=2,017

Bo 0,496

B = pra = 7,597 - 2,017 = 15,322
k= —log (B2) = — log (0,767) = 0,265.

[oN
Il

Un approccio con migliori proprieta statistiche per la stima dei parametri della curva logistica (2.5)
¢ senza dubbio quello dei minimi quadrati non lineari. L’assenza di linearita nei parametri richiede
procedure di calcolo numerico per la ricerca del minimo della funzione obiettivo (la somma del
quadrato dei residui): per tale compito ¢ pertanto necessario ricorrere all’utilizzo di un software
econometrico. Gretl permette di calcolare le stime dei parametri col metodo dei minimi quadrati
non lineari usando una versione modificata dell’algoritmo di Levenberg-Marquardt. E necessario
che I’utente specifichi il modello e che i parametri di tale modello vengano dichiarati ed inizializzati
(usando il comando genr). In via opzionale, per velocizzare i calcoli ed ottenere risultati piu
affidabili, ¢ possibile fornire al programma le derivate parziali della funzione rispetto ai parametri.
Per una curva esponenziale modificata si ha:

of(e) _ 1
da 1+ fekt
af(t) ekt

08 (14 Be k)2
of(t) afe it

ok (1+ e )2

Supponendo di aver caricato i dati della serie storica nella variabile y di Gretl, di seguito vengono
riportati i comandi per stimare il modello (da inserire nella finestra che appare in Gretl quando si
apre in sequenza Model1lo/NLS — Minimi quadrati non lineari...).

genr alfa = 0.1

genr beta = 0.1

genr kappa = 0.1

y = alfa/ (l+beta*exp (-kappa*time))

deriv alfa = 1/ (l+betaxexp (~kappaxtime))

deriv beta = (-alfax*exp (-kappax*time))/ (l+betaxexp (~kappaxtime)) "2

deriv kappa = (alfaxbetaxexp (-kappa*time)*time)/ (l+betarexp (~kappa*rtime)) "2

Nella Tabella 2.1 sono riportate le stime dei coefficienti ottenute da Gretl con alcune diagnostiche
sul modello.

Se invece non si forniscono le derivate analitiche, le ultime tre istruzioni vanno sostituite come
segue
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Tabella 2.1

Stima del trend logistico con i minimi quadrati non lineari. Output di Gretl
Sono state usate derivate analitiche
Tolleranza = 1,81899%9e-012

Convergenza raggiunta dopo 21 iterazioni

Modello 1: NLS, usando le osservazioni 1980-2010 (7" =31)
y = alfa/ (l+beta*exp (~kappaxtime))

Stima Errore Std. rapporto¢ p-value
alfa 2,02107  0,0217029 93,1245 0,0000
B 20,7218 2,33371 8,8793 0,0000

kappa  0,264036 0,0106818 24,7182 0,0000

Media var. dipendente 1,293839 SQM var. dipendente 0,698388
Somma quadr. residui 0,087733 E.S. della regressione 0,055976

R? 0,994004  R? corretto 0,993576
Log-verosimiglianza 46,95825 Criterio di Akaike —87,91650
Criterio di Schwarz —83,61454 Hannan—Quinn —86,51417
p —0,083529 Durbin—Watson 2,164108

(c)

params alfa beta kappa

In questo caso le stime ottenute saranno esattamente le stesse, ma il numero di iterazioni necessarie
sale considerevolmente (questo risultato viene lasciato alla verifica del lettore).

In ogni caso, si ¢ pervenuti al modello stimato

N — 2,021
t 1 + 20,722¢(—0,264t)

con R? = 0,9936.

Mentre per « e k i valori sono pressoché identici, le stime per 5 sono marcatamente differenti: il
valore stimato secondo i minimi quadrati ¢ notevolmente superiore a quello trovato con il metodo
delle somme. La Figura 2.2 confronta il grafico della serie y; con le serie stimate secondo i para-
metri ottenuti con il metodo delle somme (gji‘/l %) e con il metodo dei minimi quadrati non lineari
(gj{v Ly, La curva pil vicina ai dati osservati ¢ senza dubbio la serie (g]{v Ly, che evidentemente &
basata su una migliore stima di 8. In effetti, la curva (g)i\[ Ly & traslata verso il basso rispetto a
@M ) ed & pil vicina alle osservazioni ;. D’altronde, il parametro 3 determina proprio il punto
d’incontro della curva con I’asse verticale: maggiore ¢ il suo valore, minore sara il valore di f(0).

Utilizzando le stime ricavate con il metodo delle somme come valori iniziali dei parametri o, 3 e
k non si rileva alcuna differenza nella stima dei parametri secondo il metodo dei minimi quadrati
non lineari. In questo caso la scelta arbitraria della terna di valori (0,1; 0,1; 0,1) ha consentito di
ottenere risultati del tutto soddisfacenti.

L’esercizio richiede ora di stimare un trend polinomiale di grado opportuno e di confrontare i
risultati con la stima del trend logistico.
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Figura 2.2

Grafico della serie {y; }31, e dei valori stimati §/° e 7/
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Figura 2.3

Grafico della serie {y;}3%, e dei valori stimati §{¥ e g
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Utilizzando il criterio degli R? e della significativita statistica dei coefficienti, il seguente polinomio

del quarto grado ¢ stato adattato alla serie pert = 1, ..., 31 con il metodo dei minimi quadrati:
g = 0,234401 — 0,0820894¢ + 0,023363t> — 0,00105214¢3 + 1,43693 - 107°¢*

(0,0694999)  (0,0290698)  (0,00361284)  (0,000168374) (2,61178-107F)

con un R? pari a 0,9919. Il grado di accostamento del modello polinomiale risulta quindi inferiore
a quello ottenuto dal trend logistico. La perdita di aderenza con i valori osservati ¢ particolarmente
evidente all’inizio ed alla fine del periodo di stima, come si puo notare nella Figura 2.3. Se 1’ obiet-
tivo fosse la previsione dei valori futuri, 1’utilizzo di un trend polinomiale risulterebbe quindi poco

appropriato.
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Esercizi supplementari

C2.1 Discutere il problema della scelta del grado del polinomio per la stima del trend di una serie storica.

C2.2 Sia data una serie storica semestrale, {y: }}* ;, composta da un trend parabolico, da oscillazioni stagio-
nali e da una componente erratica. Specificare, utilizzando il metodo delle variabili dummy, un modello
opportuno per tale serie.

C2.3 Si consideri la serie storica trimestrale generata dal seguente modello:
yr = 10t + 0,5t + 5dy; — 10day — Tdsy + 12das + ¢

con e ~ N(0,16),t = 1,... 12 e dy4, dot, d3¢ e dg variabili dummy introdotte per rappresentare,
rispettivamente, la prima, la seconda, la terza e la quarta stagione dell’anno.

(a) Sulla base delle informazioni fornite & possibile calcolare 1 valori della serie destagionalizzata?

(b) Si consideri il valore della serie al tempo 1, corrispondente al primo trimestre di un anno. Quanto
vale mediamente la serie in tale periodo? E quanto ci si aspetta sia variabile il valore della serie in
tale periodo attorno alla sua media?

(c) E possibile eliminare la componente di trend applicando alla serie I’operatore differenza prima?
C2.4 Risolvere I’esercizio 2.1 ipotizzando che la serie y;, t = 2,...,10, sia una serie trimestrale in cui

t = 1 corrisponde al primo trimestre del primo anno di osservazione. Usare un modello con intercetta e
privo della variabile dummy relativa al secondo trimestre.

C2.5 Usare Gretl per stimare il trend esponenziale per la serie dell’esercizio 2.7 col metodo dei mini-
mi quadrati non lineari. Confrontare i risultati con quelli ottenuti stimando il modello linearizzato e
commentare.
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3
Le medie mobili

Proprieta delle medie mobili

3.1 Quali condizioni devono essere soddisfatte perché una media mobile di ordine 2m + 1 conservi un trend

O

lineare? Giustificare la risposta.

Per lasciare inalterata una generica componente di trend 7; i coefficienti ¥; di una media mobile, per
1= —m,...,m, devono soddisfare la seguente relazione
m
§ Vil = Ts.
i=—m

Nel caso specifico di un trend lineare si avra

f: Oila + bt +1)] = a + bt.

t=—m

E immediato verificare che

(3.1) Z Vila+ bt +14)] = a Z V; + bt Z i +

+b z’”": ;.

=—m

Affinché il secondo membro dell’espressione (3.1) risulti pari a a + bt i coefficienti della media mobile
devono soddisfare le seguenti due relazioni

(3.2) Yo wi=1
(3.3) i i; = 0,

che rappresentano le condizioni necessarie per il mantenimento di un trend di tipo lineare.

3.2 Sidispone di una serie storica giornaliera che presenta una componente stagionale costante di periodo 7.

(a) Stabilire se una media mobile aritmetica semplice a 7 termini elimina tale stagionalita. (b) Derivare
I’associato rapporto di riduzione della varianza (c) Mostrare che la media mobile al punto (a) conserva
trend polinomiali di primo grado ma non quelli di secondo grado.
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0  (a) Si, e una proprieta fondamentale della media mobile aritmetica: elimina componenti stagionali (co-
stanti) di periodo pari al suo ordine. Si noti che in questo caso essendo il periodo della stagionalita
dispari non c’¢ alcun bisogno di ricorrere alla centratura della media mobile.

(b) 1l rapporto di riduzione della varianza di una media mobile aritmetica ¢ pari al reciproco del suo
ordine. In questo caso risulta pari a 1/7.

(c) La somma dei coefficienti della media mobile & pari ad 1. Si tratta inoltre di una media mobile
simmetrica. Ne segue che conserva i trend lineari. Il fatto che la somma

Z i29;

i=—3

risulti diversa da O comporta che la media mobile in questione non conservi trend parabolici.

3.3 Siderivi la media mobile a 3 termini che minimizza il rapporto di riduzione della varianza tra quelle che
conservano un trend polinomiale di secondo grado. (a) Oltre a quella trovata, quante altre medie mobili a
tre termini conservano trend polinomiali di secondo grado? (b) La media mobile trovata conserva i trend
lineari? (c) A quanto ammonta il rapporto di riduzione della varianza? (d) La media mobile a tre termini
che minimizza il rapporto di riduzione dsella varianza tra quelle che conservano trend lineari, da luogo
ad un rapporto di riduzione della varianza maggiore, minore o uguale a quello trovato?

[ L’insieme delle medie mobili a 3 termini che conservano polinomi di secondo grado ¢ costituito da quelle
che soddisfano le seguenti condizioni:

V1 +0 4+ =1
- 1+ =0
(—1)219,1 + (1)2’[91 =0

E immediato verificare che il sistema risultante ammette una ed una sola soluzione: ¥_1 = 91 = 0,
Y9 = 1. La media mobile che ne risulta lascia inalterata la serie storica alla quale viene applicata.

(a) Per quanto detto al punto precedente, non vi sono altre medie mobili a 3 termini che conservano
polinomi di secondo grado.

(b) Si, Ia media mobile trovata conserva i trend lineari in quanto soddisfa le condizioni

Y_1+9+91 =1
—9_14+9; =0.

(c) Il rapporto di riduzione della varianza per una generica media mobile di ordine 2m + 1 risulta pari
a

(3.4) o _ f:ﬁQ
. — _i}m 2,

In questo caso il rapporto ¢ pari a 1. Si tratta di un’ovvia conseguenza del fatto che la media mobile
in questione non modifica la serie storica alla quale viene applicata.
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(d) La media mobile a 3 termini che conserva polinomi di primo grado ¢ la media mobile aritmetica,
alla quale corrisponde un rapporto di riduzione della varianza pari a 1/3, inferiore a quello che si
trova imponendo il vincolo di conservazione dei polinomi di secondo grado.

3.4 Si considerino le due medie mobili

0

1 5 3 1
My = —y2+ SYt-1 + N + 1Yt T Sl
1 1 1
My = "yp1+ gy + -
2 4yt 1+ 2yt+ 4yt+1

e si supponga di volerle applicare (i) ad una serie storica incorrelata al fine di ridurne la variabilita e (ii)
ad una serie storica generata da un modello con trend evolutivo e componente erratica, al fine di stimarne
il trend.

(a) Quale delle due medie mobili sarebbe preferibile e perché?

(b) Ci sono motivi per ritenere che una delle due medie mobili non debba essere utilizzata?

(a) La riduzione di variabilita di una serie a seguito dell’applicazione di una media mobile si misura
con il rapporto definito nella (3.4). Tuttavia, per M; tale quantita risulta pari a 3,625. Pertanto,
questa media mobile produce una serie storica la cui componente accidentale ha una variabilita che
& oltre tre volte e mezzo rispetto a quella della serie originale! E chiaro quindi che I’obiettivo di
riduzione della componente erratica nel caso (i) puod essere perseguito solo mediante 1’utilizzo di
Ma, con un rapporto di riduzione pari al 37,5%.

Anche per il caso (ii) la media My risulta piu appropriata. Per essa infatti valgono le condizioni
(3.2) e (3.3), mentre per M; si ha

2

8—24+3-4 5
9, = S 2T TR 2 4,
2;1 4 170

Ne consegue che I’applicazione di M7 non lascerebbe inalterato un trend di tipo lineare.

(b) Entrambe le medie mobili sono centrate, mentre solo Ms ¢ simmetrica. La proprieta di simmetria
dei coefficienti ¢ fondamentale per ottenere i risultati desiderabili dall’applicazione di una media
mobile, ovvero la riduzione della componente d’errore, la conservazione del trend o la depurazione
della componente stagionale. L’utilizzo della media mobile M ¢ quindi sconsigliabile.

3.5 Dimostrare che la media mobile semplice minimizza il rapporto di riduzione della varianza residua e

conserva trend lineari.

La dimostrazione puo essere condotta ricordando che i coefficienti di una media mobile possono essere
derivati dalla soluzione dal seguente problema di minimo vincolato

. /
(3.5) {Mmg I QY

soggetto a R'Y =«

dove I ¢ il vettore di dimensione 2m + 1 contenente i1 coefficienti della media mobile, €2 & una matrice
simmetrica e positiva definita di dimensioni 2m + 1, R ¢ una matrice (2m + 1 X k) ed « un vettore
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(k x 1). Questi ultimi due oggetti definiscono i vincoli del sistema da risolvere. La soluzione al sistema
(3.5) e datada

(3.6) 9 =0 'RR'Q'R)?
Nel caso in esame la matrice €2 € la matrice identita, mentre
S
1-m+1 )
1 m-—1
I m

11 prodotto matriciale R/®9 = « impone le condizioni (3.2-3.3). Sostituendo gli elementi noti nella (3.6)

e risolvendo si ottiene 1

2m+1
1
2m+1

9=R(RR) ‘o

L2m - 14
ovvero la media mobile semplice di ordine 2m + 1.

3.6 Derivare la media mobile di ordine 5 con rapporto di riduzione della varianza residua minimo e che

g

conserva un trend quadratico.

La soluzione puo essere facilmente derivata utilizzando la formulazione matriciale introdotta nell’eser-
cizio precedente. La condizione di minimo sul rapporto di riduzione della varianza residua si ottiene
assumendo 2 = I, e poiché I’ordine della media mobile ¢ 5, abbiamo m = 2. La conservazione di un
trend quadratico ¢ invece garantita se si definiscono R e a nel seguente modo:

1-24
1-11 1
R=([1 00 e a=|0
1 11 0
1 24
I coefficienti della media mobile si ottengono quindi tramite la (3.6). Sostituendo si ottiene:
RR'R) "
[1 -2 4
1 -11 0,4857 0 —0,1429 1
=1 00 00,1 0
1 11 -0,1429 0 0,0714 0
|1 24
[ —0,0857
0,3429
= 0,4857
0,3429
| —0,0857
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La media mobile ricercata ¢ pertanto simmetrica e pud essere espressa nella notazione usuale

M= {[5]; 315[—3,12,17]}.

3.7 Derivare le condizioni che devono essere soddisfatte da una media mobile di ordine 5 per conservare il
trend cubico 7} = 1 — ¢3.

O I coefficienti ¥;, per i = —2, — 1,0,1,2, della media mobile devono soddisfare la relazione
2
Z Vil =Ty
i=—2
ovvero

2
S owi[l— (40P =14

i=—2

Poiché (¢ +i)% = 3 4 3t%i + 3ti* + 4, si ha:

219 1— ¢ — 3% — 3ti* — %] =
=—2

2 2 2 2 2
= 0=t 0 -3 i -3t Y i — Y i,
i=—2 i=—2 i=—2 i=—2 i=—2
Affinché questa espressione sia pari a 1 — 3 & necessario che

E?:J Ui =1
Y2 i = i =Y i =0

3.8 Si considerino le due serie V; e Z;

2 2
=Y 0V =MY, Zi=)Y Y =MY,
1=—2 1=—2

dove {Y;,t = 1,2,---} & una sequenza di variabili casuali indipendenti e identicamente distribuite di
media nulla e varianza o2 ed M; e M5 sono medie mobili con coefficienti pari a

21 84 160
2 2 286, 1 1 286 (] 0 286’

12 17

¢2=¢72=*3*35, P =P 1= € 1!)0:%.

(a) Per quale delle due serie V; e Z; I’autocorrelazione del primo ordine p; € piu elevata?
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(b) Quale delle due medie mobili M; e M5 conserva un trend parabolico?

(c) Quale delle due medie mobili dovrebbe indurre una dinamica meno irregolare nelle serie risultanti?

(a) Per calcolare p; € necessario derivare la media e la varianza delle serie V; e Z;. Per la serie V; si ha

2
<Z 9; mz) = 0E(Yiyi) =0

i=—2 i=—2
2
Var(Vy) = (Z % Ytﬂ> = g2 Z 19? = 0,496302.
i=—2 i=—2

Analogamente,

(Z ¢z}/t+z> Z ¢z Y;H-z -

i=—2 i=—2
2
Var(Z) = (Z q,m/m) =0” ) 7 = 0485707,
i=—2 i=—2
Calcoliamo ora p; per V;. Essa ¢ pari a

v _ E(ViVi)
A1 Var(Vy)

dove

E(ViVi1) = E[(V_2Yi—o +0_1Yi_1 + DoY; + 91Yip1 + V2Yi42) X
(V_2Yi3+0_1Yio +UoYi—1 + 01 Y; + V2Yi41)].

Poiché E(Y;Y;1s) = 0 per s # 0, il calcolo precedente si semplifica in

E(ViVi1) = [9-20 1 E(Y,) + 9100 E(Y2,) + doth E(Y?) +
191192E( t+1)]

Sostituendo il valore dei coefficienti all’espressione precedente si ottiene

E(V,Vi) = 21 -84 4 84 - 160 + 160 - 84

-

2862

—84 - 21] = 0,285502.
Quindi,

v _ 0,285502

PL =0 496302

Seguendo lo stesso procedimento per la serie Z; si ottiene

= 0,5753.

7z 0,274302

— A () 5648.
PL = 0485702 ~

Pertanto, la serie storica che presenta autocorrelazione del primo ordine piu elevata ¢ V.
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(b) Verifichiamo ora se le due medie mobili M; ed My conservano un trend parabolico. Indichiamo
tale trend con
T, = a + bt + ct*

e calcoliamo M, T; e M>T;. Conviene esplicitare il trend in funzione del periodo di ritardo:

Ty o=a+bt—2)+c(t—2)*=a—2b+4c+ (b—4de)t + ct?
Tr1=a+bt—1)+ct—1)2=a—b+c+ (b—2c)t+ct?
Ty = a + bt + ct?
Tiy1=a+bt+1)+ct+1)2=a+b+c+ (b+2)t+ ct?
Tivo=a+b(t+2) +c(t+2)* =a+2b+4c+ (b+ 4e)t + ct?.

Applicando M; a T; si ottiene

1
I 9Ty o = %[—21(1 4 420 — 84c — 21(b — 4c)t — 21ct?]

1
I 1Ty 1 = %[840, — 84b + 84c + 84(b — 2¢)t + 84ct?]

1
T, = —[1 1 160ct?
Yo T} 286[ 60a + 160bt + 160ct?

1
286

1
99Ty i0 = %[—QRL — 42b — 84c — 21(b + 4c)t — 21ct?]

1Ty = ——[84a + 84b + 84c¢ + 84(b + 2¢)t + 84ct?]

Sommando i 5 termini e dopo alcuni semplici passaggi si ricava

2
1
> 0Ty = 355 (2860 + 286bt + 286¢t?) = a + bt + ct® = T.
i=—2

Operando allo stesso modo con M5 si ottiene

2
1
> WiTiyi = £(35a + 35bt + 35¢t?) = a + bt + ct® = T.
1=—2

Entrambe le medie mobili conservano quindi un trend parabolico. Si noti che M; ¢ una media
mobile polinomiale di secondo grado di ordine 3 mentre M, ¢ una media mobile di Henderson di
ordine 5.

(c) La media mobile M5 dovrebbe comportare una dinamica meno irregolare di M; in quanto il suo
rapporto di riduzione della varianza ¢ minore (0,4857 contro 0,4963).

3.9 Si consideri la media mobile )
yi = Z(yt—Q + Yi—1 + Yt + Y1)

e siipotizzi di applicarla ad una serie storica generata dalla somma di una componente stagionale costante
di periodo 4 e di un trend lineare.

(a) Dire se questa media mobile ¢ in grado di eliminare la componente periodica.
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(b) Dire se questa media mobile ¢ adatta a stimare il trend.
(c) Se la media mobile in questione venisse applicata ad un white noise, la serie perequata risulterebbe
pitt 0 meno variabile di quella originale? Quantificare il miglioramento o il peggioramento.

[0 (a) Una media mobile semplice di ordine 4 elimina una componente stagionale di periodo 4. Tale
risultato ¢ garantito anche da una media mobile di tipo asimmetrico, come quella incontrata in
questo esercizio.

(b) Definiamo il trend lineare T3 = a + bt e applichiamo la media mobile in questione. Avremo

L1 1 1.1
Ty = th—Q + ZTt—l + 1Tt + th-&-l

T = %(a—k bt —2)) + i(a%—b(t — 1)

1 1
—i—z(a—i- bt) + 1(@4‘ b(t+1))

1
Tt*:a+bt—§b

1
La stima del trend 7} differisce da quello originale 7; per la differente intercetta (a — —b). Pur

mantenendo lo stesso coefficiente angolare, non si pud affermare che tale media mobile risulti
adatta per la stima di un trend lineare. Pili consona risulterebbe 1’applicazione di una media mobile
semplice centrata e simmetrica.

(c) 1 rapporto di riduzione della varianza & pari a 4 - 0,252 = 0,25, per cui la serie perequata risulte-
rebbe meno variabile di quella originaria (la variabilita del suo termine di disturbo ¢} si riduce ad
un quarto di quella del disturbo €;).

Composizioni di medie mobili

3.10 E noto che la serie storica 1y risulta dalla somma delle due componenti non osservabili z; e z;. Siano
M e M5 due medie mobili tali che x; ¢ invariante rispetto a M7 ed appartiene al nucleo di Ms, mentre
z¢ € invariante rispetto a Mo ed appartiene al nucleo di M. Stabilire le proprieta della serie M M,Y;.

O In base al testo si ha:
Mll‘t = Tt MQI‘t =0 Mlzt =0 Mgzt = Zt.
Pertanto,

My Moy = MiMa(xy + z¢) = My (Maxy + Maz) = Mz = 0.

Si noti che il risultato non dipende dall’ordine con cui le medie mobili vengono applicate. Infatti:

MMy = MoMy(xp + 2) = Mo(Myxy + Miz) = Maxy = 0.

3.11 Indicare I’ordine e derivare i coefficienti della media mobile che si ottiene componendo una media
mobile aritmetica semplice di ordine 4 ed una media mobile aritmetica semplice di ordine 6.
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1 Indicata con M la media mobile di interesse, si ha M = MsM;, con
1 1
Ml = {[4]7 4[151’131]} € M2 = {[6]7 6[1’1,1’1’1’1]} .

L’ordine di M ¢ 4+6-1=9. Possiamo dunque scrivere y** = My = MMy = Moy*. 1l primo valore
calcolabile per la serie y** & il quinto, di seguito si mostra in dettaglio una possibile procedura di calcolo
del valore yz*. Il primo passaggio riguarda il calcolo dei valori y* = My d’interesse:

N 1

Y23 = 1(y1 + Y2+ Y3 +y4)
N 1

Y = 32 s+ ya +us)
. 1

Yus = Z(y3 + Y4+ Y5 + o)
i} 1

Ys6) = Z(y4 + Y5 + Y6 + y7)
i 1

Yo, = 7(U5 + Y6 + y1 + ys)
N 1

Y8 = Z(yt‘) + Y7+ ys + o)

Successivamente si applica M5 ai 6 termini calcolati:

ok 1 * * % % % "
Ys = 6(?4[2,3] + y[3,4] + y[475] + y[576] + y[&ﬂ -+ y[778])'

Organizzando i termini sotto forma matriciale il calcolo dei coefficienti della media mobile M diventa
molto piu semplice. Infatti,

yé‘*:é%(yﬁ Yo+ Y3+ yat
Yo+ Yzt Yat ys+
ys+ Yat+ ys+ Yt
Yat+ Yst+ Yot yr+
Ys+ Y6+ Yyrt+ ys+
Yo+ yr+ ys+ yo)

1
Yt = 2 (y1+ 2y2+ 3ys+ dys+ 4ys+ dys+ 3yr+ 2ys+ yo) -

Generalizzando, si ha

£33 1
Y= ﬁ(yt—4 + 243 + 3yi—2 + 4yi—1 + 4y + Y1 + 3Yi2 + 2yi43 + Yeya).

1
Pertanto M = {[9] 1,2,3,4,4]}.

;ﬂ[

3.12 Indicare I’ordine e derivare i coefficienti della media mobile che si ottiene componendo
1 1
= {ig g} ean = {2}
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0 Lordine di M = M;M> & 3+5-1=7. Ripetendo i passi del precedente esercizio possiamo scrivere

Y™ = My = MyMyy = Myy*

. 1
ys = 5 (y1 +y2 +y3)

3
. 1
Y3 = g(yg—l—y3+y4)
.1
Yy = g(y3+y4+y5)
N 1
Ys = g(y4+y5+y6)

1
Yo = 5(95 + Y6 + y7)

Applicando M> ai 5 termini calcolati otteniamo:

k. 1 * * * * *
Yy = 5(@/2 +2y3 + 3y + 25 + Y5)-

Ridisponendo i termini si ottiene

11
it == (ni+ yot ys+

93
2yo+ 2y3+ 2ys+
3ys+ 3ya+ 3ys+
2ys+ 2ys+ 2y6+
ys+ ye+ yr)

1
Yi" = o (1t 3ys+ Gys+ Tyat 6yst Bye+ yr) -

Generalizzando, si ha

kok 1
be = §<yt—3 + 3yt—2 + 6yt—1 + Tyt + 6Yr1 + Y2 + Yit3)

con M = {m; %[173,6,7] }

3.13 Si considerino le due medie mobili M7 ed M5 date da

My = {); _ 21 84 160
P T 28672867286

1
M, = {[15]; g3 — 6.~ 5,3,21,46,67,74]} .

(a) Qual ¢ il massimo grado di un trend polinomiale che M ed M» riescono a conservare?

(b) Se si fosse interessati solo ad avere una serie perequata il pil regolare possibile, quale delle due
medie mobili ¢ preferibile? Spiegare il perché.
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(a) Le due medie mobili conservano polinomi di grado minore od uguale a 3. Ad esempio, per M si
ha:

S g (C2 B 160 81 L)
A=\ 286 286 286 286 286/

2

. 21 84
i;gmi = (-2(_286) ~ o)
+0(;22)+1(g“6)+2<—22816)> -
L, ,, 21 ,, 84
3 - (=22 Zg) + (-1 3ep)

160 84 21
2,10V 12(=—= 22(_ 2 =
0 (286)Jr (286)+ ( 286) 0
2
21 4
oo (22l
P 286 286

160 84 21
(=) +13(=2) +2°(—==) ] =0
0 (556) T 1 (5g5) T2 286))

N 21 84
> = (20 g) + (D'
160 84

+04 (=) + 1%

286 286

)+ 2 gg5) ) #0

(b) La media mobile da preferire ¢ quella che ha il rapporto di riduzione della varianza residua piu
basso in quanto cid comporta una maggiore riduzione della componente irregolare. Per M; si ha

S (C2L)TL (B (160y?
v 286 286 286

i=—2
84\ 2 21 \ 2
= ~ ) =0.496
+<286> +< 286)

Invece, per M> si ha

3 \? 21 \ 2 46 \?
) 9 == 2 —
+ (320) + <320> + (320)
67 \ 2 74\ ?
2 = =) =0.193
+ (320) +(320)

La media da preferire ¢ dunque M>. Si noti, per inciso, che M; € una media mobile di Henderson
adatta per serie storiche trimestrali, in quanto elimina approssimativamente la componente stagio-
nale e minimizza una quantita che esprime lo scarto esistente tra una parabola e la curva descritta
dai coefficienti ¥9; (si veda Di Fonzo e Lisi, 2005, p. 116-117). Invece, M> ¢ una media mobile
di Spencer, anch’essa utile per serie trimestrali. Essa ¢ il risultato della composizione di 4 medie
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mobili (di cui 3 semplici), ed ha la proprieta di annullare una stagionalita di periodo 4 o 5 con
ampiezza variabile linearmente.

Stima delle componenti con medie mobili

3.14 Delineare una strategia (elementare) di destagionalizzazione mediante medie mobili di una serie storica
trimestrale che si suppone sia stata generata da un modello additivo.

[ Una semplice strategia di stima della componente stagionale (e conseguente destagionalizzazione) per
una serie storica trimestrale generata da un modello additivo

Yy =T+ S+ ¢

consiste nello stimare i valori del trend-ciclo con medie mobili centrate di ordine 5,

~

*k %k 1
T, =y = g(yH + 2yi—1 + 2yt + 29111 + Ye12)s

e dalla successiva individuazione dei valori stimati per la componente stagionale e aleatoria, che indichia-
—_— A
mo con (S + ¢) = y; — T;. 1l passaggio successivo consiste nel verificare se la componente stagionale &
—_—
significativamente presente nei valori (S + £),. In caso di risposta affermativa, si calcolano 4 coefficienti

grezzi di stagionalita, ottenuti considerando le medie dei valori di (S + €); appartenenti ai medesimi
trimestri:

N
L 1L — .
Sj = N E (S+5)T,j J = 1727374
T=1

in cui N ¢ il numero di anni. L’ultimo passaggio da compiere ¢ la trasformazione dei coefficienti grezzi in
modo che soddisfino la condizione di avere somma nulla all’interno di ciascun anno (coefficienti ideall).
Un semplice modo per ottenere cio consiste nel considerare gli scarti dalla media:

N

S] = S]* — S*, ] - 1)273’4

4
_ 1
con S* = 125;.
j=1

Infine, la serie destagionalizzata si ottiene semplicemente sottraendo gj al pertinente valore y;, ossia

yhi=yrj—8;, T=1,--,N j=1234.

3.15 Per modellare la serie storica trimestrale y; ¢ stato usato un modello additivo del tipo y; = T} + St + €4.
Utilizzando un’opportuna media mobile, i valori dei coefficienti specifici di stagionalita per i quattro
trimestri deglianni 7' — 4, T — 3, T — 2 e T' — 1 sono risultati:

Anno | Itrim IItrim Il trim IV trim

T—-4]-6951 -2.808 -12.517 21.679
T—-3]|-6940 -3.543 -10.572 23.600
T—-21-9.89%6 -5.064 -11.364 29.938
T-11]-9613 -2.799 -13.075 27.265
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Per i quattro trimestri dell’anno 7" sono stati osservati i seguenti valori:
yr,1 = 367.861 yro = 380.308 yr 3 = 377.246 yr4 = 424.881

Sulla base di questi dati, relativamente all’anno 7', determinare:

(a)
(b)
(©)

i valori assunti dalla componente stagionale
i valori destagionalizzati mediante i coefficienti grezzi di stagionalita
i valori destagionalizzati mediante i coefficienti ideali di stagionalita

(a) La tabella mostra i coefficienti specifici di stagionalita, che rappresentano una stima della compo-

(b)

nente stagionale congiunta ai fattori accidentali della serie (ST—}—\et). L’andamento dei coefficienti
fa presumere la presenza di una componente stagionale, con un forte picco positivo nel quarto tri-
mestre ed un calo stagionale nel terzo. Per ridurre i fattori accidentali si calcolano delle medie
stagionali dei coefficienti specifici:

N
1 ,
(3.7) Sj:NE CSr; j=1,---4
T=1

dove N ¢ il numero di anni e C'St ; € il coefficiente specifico corrispondente al periodo j dell’anno
T'. In questo esercizio abbiamo

St =-8350 S5 = —3.553 5% = —11.882 S} = 25.620.
I fattori stagionali dovrebbero compensarsi in un certo anno. Nel caso di un modello additivo tale
proprieta implica I’annullamento dell’aggregazione annuale della componente stagionale, ovvero

4
Y S5 =o.
j=1

Tuttavia le medie stagionali 5’]* non godono di tale proprieta. Infatti, si ha

|

4
D 85 = 8% = 458,75,
j=1

Per tale motivo i coefficienti S  sono detti grezzi, mentre i coefficienti ideali si ottengono sottraendo
ad essi la loro media S*. I coefficienti ideali sono allora pari a

S = —8.808,75
Sy = —4.011,75
S = —12.340,75
Sy = 25.161,25.

I coefficienti ideali Sj costituiscono la componente stagionale calcolata mediante il metodo delle
medie mobili, ipotizzata costante nel periodo di osservazione.

I valori destagionalizzati mediante i coefficienti grezzi di stagionalita per ’anno 7" si ottengono
sottraendo ai valori yr; i coefficienti grezzi S7:

?Jf‘[lﬁ = yr1 — S} = 376.211
9%y = yra — 55 = 383.862
9%y = yrs — 55 = 389.128
iy = yra— 57 = 399.261.
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(c) I valori destagionalizzati mediante i coefficienti ideali di stagionalitd per ’anno 7' si ottengono
sottraendo ai valori yr ; i coefficienti ideali S;:

9, = yr1 — 81 = 376.679,75
@%2 =yr2 — Sy = 384.329,75
%5 = yrs — 83 = 389.586,75
4 = yra — 51 = 399.719,75.

3.16 Si consideri la serie storica dell’indice generale dei prezzi al consumo per le famiglie di operai ed
impiegati (base 1995=100)

Anno Mese | Indice generale
1995 | Dicembre 102,2
1996 Gennaio 102,4

Febbraio 102,7
Marzo 103,0
Aprile 103,6

Maggio 104,0

Giugno 104,2

Luglio 104,0

Agosto 104,1

Settembre 104,4

Ottobre 104,5
Novembre 104,8
Dicembre 104,9

1997 Gennaio 105,1

Febbraio 105,2
Marzo 105,3
Aprile 1054

(a) Si stimi la componente tendenziale mediante una media mobile aritmetica semplice di ordine 3.

(b) Nell’ipotesi che la serie storica sia del tipo y; = T} + &4, con g; ~ WN(O,U?), si valuti se tale
procedura, anche empiricamente, introduce un effetto Slutsky-Yule sulla serie stimata dei residui
Et.

0J La stima del trend mediante una media mobile aritmetica semplice di ordine 3 ¢ data da

Tt _ Y1 +y3t+yt+1.

I calcoli necessari per la soluzione dell’esercizio sono riportati nella tabella seguente.
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t Yt Tt ét (ét - 5)2 (ét — é)(éﬂ_l - é)
1 102,2 - - - -
2 102,4 102,43 -0,0333 0,0013 0,0001
3 102,7 102,70 0,0000 0,0000 0,0002
4 103,0 103,10 -0,1000 0,0104 -0,0066
5 103,6 103,53 0,0667 0,0042 0,0042
6 104,0 103,93 0,0667 0,0042 0,0084
7 104,2 104,07 0,1333 0,0172 -0,0134
8 104,0 104,10 -0,1000 0,0104 0,0070
9 104,1 104,17 -0,0667 0,0047 -0,0044
10 104,4 104,33 0,0667 0,0042 -0,0044
11 104,5 104,57 -0,0667 0,0047 -0,0044
12 104,8 104,73 0,0667 0,0042 -0,0023
13 104.9 104,93 -0,0333 0,0013 -0,0011
14 105,1 105,07 0,0333 0,0010 -0,0001
15 105,2 105,20 0,0000 0,0000 0,0000
16 105,3 105,30 0,0000 - -
17 1054 - - - -
Somma 0,0333 0,0678 -0,0168
Media 0,0022

La stima dell’autocorrelazione di ordine 1 della serie dei residui stimati ¢ dunque pari a

15 B B
DY G = E—9) o6
A 71 t=2 —U,
=t - = —0,2478
L=z 15 - 0,0678 ’
> (=)
t=2

La serie dei residui stimati presenta dipendenza lineare negativa allo sfasamento temporale 1. Cio potreb-
be indicare che la stima del trend non ha avuto esito positivo, non essendo la serie dei residui riconduci-
bile ad un white noise. Tuttavia, 1’affermazione andrebbe verificata alla luce della significativita dell’au-
tocorrelazione stimata, nonché dei valori fatti registrare dalle autocorrelazioni per sfasamenti temporali
superiori.

3.17 Si dispone di una serie storica trimestrale z; risultante dalla somma di un trend parabolico, di una
componente stagionale di periodo 4 e di una componente accidentale di varianza pari a 0. Tl modello
per z; risulta quindi:

2z =a+bt+ct’ + S+ e, Var(e) = o2,

Siano y; e x; le serie storiche ottenute da z; nel modo seguente:

y,=(1—-B)(1-BYY%
3

1
zp=(1- B)2Z Zzt—l-

=0

(a) Derivare le caratteristiche del trend, della stagionalita e della componente accidentale di y;. Quanto
vale I’autocorrelazione della componente accidentale di y,?
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(b) Derivare le caratteristiche del trend, della stagionalita e della componente accidentale di z;. Quanto
vale I’autocorrelazione della componente accidentale di x;?

(c) Stabilire che relazione corre tra y; e x;.

O (a) Per verificare cosa succede alle componenti di z; nella serie y; conviene riscrivere il filtro nell’o-
peratore di ritardo B utilizzato nella costruzione della serie. Per il polinomio stagionale (1 — B*)
vale I’equivalenza

(1-BY=(1-B)(1+ B+ B?+B%,

ovvero esso pud essere scritto come il prodotto tra 1I’operatore differenza (1 — B) e I’operatore som-
matoria stagionale (1 + B + B2 + B3). La serie y; puo essere allora equivalentemente ottenuta
come

y: = (1 — B)*(1+ B + B> + B®)z.

Applichiamo ora tale polinomio alle singole componenti di z;. Come ¢ noto, 1’applicazione di
un’operatore differenza di ordine ¢ riduce il grado di un polinomio di ¢ unita. L’operatore (1 — B)?
implica quindi la rimozione del trend parabolico, che ha ordine 2. Verifichiamo tale proprieta:

(1—B)*(a+ bt +ct?) =
(1—2B+ B*)(a+ bt + ct*) = a + bt + ct?
—2a — 2b(t — 1) — 2¢(t — 1)*
a+b(t—2)+c(t—2)?
= 2c

Il trend parabolico si trasforma nella costante 2c, che corrisponde al doppio del coefficiente del
termine di secondo grado. Applicando I’operatore sommatoria si ottiene

(1+ B+ B? + B?)2c=8¢;

pertanto il trend in y; scompare a favore di un termine costante pari a 8c.
Per stabilire cosa succede alla componente stagionale applichiamo il filtro di partenza ad S;:

(1-B)(1-B%S;=(1- B - B*+ B%)S,
(3.8) =5 — 51— 5S4+ Si—5 = 0.

Il risultato discende dalla proprieta di una componente stagionale deterministica di periodo p per cui
vale Sy = S;_,. Come si nota, I'impiego della differenza stagionale (1 — B*) & da solo sufficiente
ad eliminare 5;.

Infine, analizziamo le proprieta della componente accidentale €;. Essendo I'unica componente
stocastica presente in z;, valuteremo la serie risultante in termini di valore atteso, varianza ed
autocovarianza della serie. Indichiamo con 7, la nuova componente accidentale:

N = (1 — B)(l — B4)Et =&t — E¢—1 — Et—4 + E¢—5.

Il valore atteso di 7, € sempre nullo. La varianza, invece, assume un valore superiore. Si ha infatti
che

E(mz) = El(et —et-1 — t-a + 5t—5)2] = 403
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data I’assenza di correlazione fra le € a qualsiasi ritardo. In pratica, questo vuol dire che la serie
1y possiede una componente accidentale che in media ¢ quattro volte superiore a quella originale
contenuta in z;.

Gli effetti del filtro sulla componente erratica non si esauriscono qui. Infatti, oltre all’aumento
della varianza esso introduce anche correlazione seriale negli errori 7,. Tale effetto spurio ¢ noto
come effetto di Slutsky-Yule: I’applicazione di un qualsiasi polinomio nell’ operatore di ritardo B
ad un processo temporalmente incorrelato induce correlazioni non nulle fra elementi successivi del
processo risultante. Per il nostro caso verifichiamo ora cosa succede al processo n; esplicitandone
le funzioni di autocovarianza y;, e di autocorrelazione py.

Per k£ = 1 abbiamo

E(mmi—1) = El(et — €41 — €t—a + €4—5) X
(€t—1 — €1—2 — €4—5 + €1—6)]
= _E(EtZ—l) - E(E?—5)

= _2052 .

Applicando lo stesso procedimento ai vari ritardi si ottiene la seguente funzione di autocovarianza

—20% k=1
0 k=2
o? k=3
=Y 202 k=4
o? k=5
L0 k>5.

Dividendo per 7y otteniamo la corrispondente funzione di autocorrelazione:

(—05 k=1

0 k=2
oz k=3
PE=Y —05 k=4
025 k=5

0 k>5.

Il processo 7 risulta quindi negativamente correlato ai ritardi 1 e 4 e positivamente in prossimita
del ritardo stagionale.

(b) Irisultati ottenuti per la serie y; sono validi anche per la serie x;. Infatti, sfruttando 1’operatore di
ritardo B il modello utilizzato per la costruzione di questa serie puo essere riscritto come

1
xF41—BVﬂ1+B+BQ+B%%
1
:(Lfmzu—Bﬂ%

A meno della costante —, il filtro utilizzato nella costruzione di y; e z; ¢ identico. Per analizzare

le proprieta di z; resta da verificare come questo fattore influisca sulle componenti di z; e quali
implicazioni esso comporti nella struttura di autocovarianza della componente accidentale.
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Per quanto riguarda il trend, seguendo i passaggi gia svolti nel punto precedente si ottiene
1
(1- 3)21(1 + B+ B*+ BT, = 2c.

La relazione nella (3.8) ¢ ancora valida, per cui la stagionalita scompare anche in x;. Le differenze
sostanziali emergono invece nella trasformazione delle . Infatti, indicando con &; il nuovo errore

1
& = Z(é‘t — €41 — Et-4 +E4-5),
per questo si avra una varianza di quattro volte inferiore a quella originaria, ovvero
1
2y _ 1 2
E (gt ) - Zae :

Parallelamente, la funzione di autocovarianza assume valori ridotti rispetto a quella di y;:

1

0 k=2

1

TGJE k’:3
Yk = 1

1

TGO'EQ kf:5

0 k>5.

Al contrario, la funzione di autocorrelazione pj, & identica a quella calcolata per y;. E evidente,
quindi, che I’utilizzo di una media mobile di ordine 4 al posto di una somma mobile dello stesso or-
dine abbia un effetto spianante sulla varianza della componente erratica di una serie; la correlazione
spuria introdotta dall’aggregazione degli errori ai vari ritardi ¢ tuttavia identica nei due casi.

(c) Riassumendo i risultati ottenuti, le serie y; e x; possono essere descritte dalle seguenti relazioni
Yt =8C+ et — &1 — €4+ Et5

1
Ty = 2¢c + Z(Et —&t-1— Et—4 +Et—5).

Vale pertanto la relazione x; = iyt .

3.18 Determinare la media mobile che conserva trend locali quadratrici su intervalli del tipo [t — 3,¢ + 3.

[ Particolari medie mobili possono essere utilizzate quando si vuole approssimare una serie y; mediante
polinomi di grado ridotto di tipo locale. Una serie storica ¢ assimilabile ad un polinomio di grado p
(p < 2m) nell’intervallo temporale

(t—myt—m-+1,--- t,--- ,t+m)

se approssimando la serie su ciascuno di questi intervalli con un polinomio di grado p stimato con il me-
todo dei minimi quadrati il valore stimato ¢ uguale al valore osservato nel punto centrale dell’intervallo,
cioe y; = y; (Di Fonzo e Lisi, 2005, p. 109).
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Questo esercizio richiede di trovare i coefficienti della media mobile che conserva trend quadratici su
intervalli simmetrici di ampiezza 3. Indicando con p il grado del polinomio e con m 1’ampiezza, fissiamo
p = 2em = 3. Si tratta quindi di risolvere il problema di minimizzazione

3

(3.9) > (i — ao — ai — azi®)?,
i=—3

ovvero I’espressione dei minimi quadrati ordinari con valori interpolati da un polinomio di secondo grado
nell’intervallo [t — 3, ¢ + 3]. Si pud dimostrare che la condizione prima citata & soddisfatta per

* ~

Yy = ao.
Poiché le stime dei minimi quadrati sono funzioni lineari delle osservazioni, si ha
3
ap = E ViYttis
i=—3

che & una media mobile di ordine 2m + 1 con coefficienti pari a ;. La soluzione del problema (3.9) ¢
data dal seguente sistema di equazioni normali

3 3 3 3
G Y 1+ a1y i +ad 2= >
i=—3 i=—3 i=—3 i=—3
3 3 3 3
a0 i+ Y tapy id= ) iy
1=—3 1=—3 i=—3 1=—3
3 3 3 3
&02i2+d1 Zi3+&22i4: Zi2yt+i
1=—3 i=—3 i=—3 1=—3

I termini che contengono sommatorie di potenze dispari di ¢ sono nulle, per cui il sistema si semplifica in

(3 3 3
A A .2
aop § 1+ as E 1° = E Ytti
i=—3 i=—3 i=—3
3 3
A~ .2 o . .
i =) iy
i=—3 i=—3
3 3 3
ao § PP+ ap § it = § Yt
[ =3 i=—3 =3

Per determinare il valore di ag si puo risolvere il sistema dato dalla prima e dalla terza equazione

3
Tap+ 28ag = Z%ﬂ‘

i=—3
3
28a0+ 19642 = »  i%ysy
i=—3
da cui si deriva la soluzione ;
R 1
0= 21.23(7 — ) Yeri-
i=—
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La media mobile ricercata ¢ simmetrica e pertanto puo essere espressa nella notazione fin qui utilizzata

M= {[7]; 211[—2,3,6,7]} |

Esercizi supplementari

C3.1 In cosa consiste I’operazione di ‘centratura’ di una media mobile?
C3.2 Cos’e I’effetto di Slutsky-Yule?
C3.3 Descrivere le caratteristiche delle m.m. di Henderson, evidenziandone i possibili utilizzi.

C3.4 Descrivere le principali caratteristiche della stima del trend-ciclo di una serie storica mensile con la
procedura Census X11.

C3.5 Derivare le condizioni che devono essere soddisfatte dai coefficienti di una media mobile di ordine 7
per conservare il trend parabolico
T, = 6 + 0,2t

C3.6 Indicare I’ordine e derivare i coefficienti della media mobile che si ottiene componendo una media
mobile di ordine 4 con coefficienti pari a
1111
6’3’3’6

ed una media mobile aritmetica semplice di ordine 4.

C3.7 Indicare I’ordine e derivare i coefficienti della media mobile che si ottiene componendo una media
mobile aritmetica semplice di ordine 3 con la media mobile

My = {[5]; i[_3,3,4]} .

C3.8 Indicare I’ordine e derivare i coefficienti della media mobile che si ottiene componendo una media
mobile aritmetica semplice di ordine 3 con la media mobile

M, = {[5};113[1,3,5]}.

C3.9 Si considerino le tre medie mobili

1
(Yt—3 + 3yt—2 + Byr—1 + 6yt + Syr+1 + 3yt42 + Yit3)

My = —
07~ 94

1
My = E(ZJH + 21 + 2y + Ye41)

1
My = Z(yt—l + Yt + Yir1 + Yir2)

Mostrare che M| si puo ottenere componendo M e Mo.
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C3.10 Determinare i coefficienti di una media mobile a 7 termini che minimizzi il rapporto di riduzione
della varianza residua e conservi un trend parabolico. Successivamente si confronti tale rapporto con
quello della media mobile aritmetica semplice dello stesso ordine.

C3.11 E data la seguente serie storica:
ye = {10,13,11,9,12,8,11,14,10,9}.

Si procede al lisciamento di tale serie applicando separatamente una media mobile aritmetica semplice
di ordine 3 (M) e la media mobile centrata simmetrica

M= {1

Stabilire quale tra le due medie mobili liscia maggiormente la serie storica.

C3.12 Sia data la serie storica {y; }2%,

Anno | Itrim | Il trim | IIl trim | IV trim

105,6 | 103,5 88,3 100,1
100,1 | 101,3 89,0 100,7
99,3 98,6 88,6 100,7
100,0 | 1014 88,6 99,4
96,1 | 100,3 87,9 97,8

O N O R S R

Si derivi la serie destagionalizzata secondo il metodo delle medie mobili nell’ipotesi di un modello di
tipo additivo.
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4
Il lisciamento esponenziale

1l lisciamento esponenziale semplice

4.1 Data la serie storica {y;}2°,

t 1 2 3 4 5
ye | 0,955 0,594 1,366 2,148 1,511
t 6 7 8 9 10
ye | 1,488 0,823 -0,725 -0,701 0,722
t 11 12 13 14 15
ye | 1,130 2,696 1,211 -1,564 -2,553
t 16 17 18 19 20
ye | -1,842  -0,828 -0,330 0428 -0,187

(a) prevedere y21 € Y22 mediante il lisciamento esponenziale semplice con § = 0,3;

(b) individuare il numero di ritardi necessario per ottenere la previsione di y2; con un’approssimazione
dell’ordine di 107°.

00 Data una serie y;, il metodo del lisciamento esponenziale semplice deriva una previsione ¢ attraverso
la seguente espressione:

t—1
(4.1) Jer1=(1=06)> Ty
§=0

dove ¢, detta costante di lisciamento, ¢ compresa tra 0 e 1 ed n ¢ il numero di osservazioni. L’ipotesi
sottostante tale formulazione ¢ che le osservazioni piu distanti dal periodo di previsione abbiano via via
un’influenza minore sulla previsione stessa. La costante di lisciamento determina I’intensita del peso
da attribuire all’informazione passata: maggiore il suo valore, maggiore I'influenza delle osservazioni
passate sulle previsioni future.

L’espressione (4.1) pu0 essere riscritta in forma approssimata nel seguente modo:
(42) Qt+1 = (Sﬁt + (1 - (5):(/15

L’interpretazione della costante ¢ € ora piu evidente. In particolare, sono indicativi i casi limite dell’inter-
vallo definito per d: per § = 0 la previsione 4,1 corrisponde all’ultimo valore osservato, cio¢ §j;+1 = ¥.
La previsione, in questo caso, diventa estremamente flessibile. Al contrario, se § = 1 si ha ;11 = ¥y,
ovvero la previsione resta fissa in modo rigido per ogni periodo temporale (generalmente al valore medio
delle osservazioni ). Per utilizzare la formula (4.2) si ha bisogno di determinare la costante § e la stima
91 per inizializzare la procedura ricorsiva.

(a) L’esercizio fornisce un valore per ¢ pari a 0,3; una volta determinato g; le previsioni richieste
possono essere agevolmente calcolate utilizzando I’espressione ricorsiva nella (4.2). Come valore
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iniziale si puo utilizzare come detto la media campionaria delle osservazioni y;: in questo caso si
ottiene ¢j; = 4 = 0,3171. Per il valore al tempo ¢t = 2 otteniamo

Z)Q = 073(3;1) + 077(y1)
— 0,3(0,3171) + 0,7(0,955) = 0,764.

Con la nuova previsione o si puo ora derivare la previsione per il tempo ¢ = 3:

g3 = 0,3(72) + 0,7(y2)
— 0,3(0,764) + 0,7(0,594) = 0,645.

La seguente tabella mostra le stime ottenute secondo la (4.2) usando le osservazionidat = 1 a
t=19.

t Yt Ut t Yt Ut

1 0,955 0,317 11 1,130 0,340

2 0,594 0,764 12 2,696 0,893

3 1,366 0,645 13 1,211 2,155

4 2,148 1,150 14 -1,564 1,494

5 1,511 1,849 15 -2,553 -0,647
6
7
8
9
0

1,488 1,612 16 -1,842 -1,981
0,823 1,525 17 -0,828 -1,884
-0,725 1,034 18 -0,330 -1,145
-0,701  -0,197 19 0428 -0,574
1 0,722 -0,550 20 -0,187 0,127
Ora, per prevedere il valore per ¢ = 21 si fa uso dell’osservazione del periodo immediatamente
precedente (y20) e della sua previsione fatta al tempo 19 (920):

f21 = 0,3(0,127) + 0,7(—0,187) = —0,093.

La previsione al tempo 22 ¢ identica a gj21: infatti, in assenza di nuove informazioni 1’ultima pre-
visione calcolata rimane fissa per ogni orizzonte previsivo. Seguendo il metodo del lisciamento
esponenziale semplice vale quindi I’identita

U21+n = §21 = —0,093  per ogni h > 0.

Nel punto precedente abbiamo utilizzato la forma approssimata (4.2) per ottenere i valori previsti
Ui+1. La formula (4.1) richiede infatti una maggiore complessita di calcolo, implicando ad ogni
istante temporale 1’utilizzo di tutti i termini della serie fino allora osservati. L’esercizio ora richiede
di verificare quanti termini ¢ necessario includere nella formula (4.2) per ottenere una previsione
{j21 con un approssimazione pari a 107°. Indicando con ;Q’gl la previsione che considera come
ultimo termine 1’ osservazione 20-k,

k
(4.3) 9 =0-0)> 6y,
=0

si chiede di determinare il valore % tale per cui
g5 — fa1 = 95, — 0,092717 < 0,00001,
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dove si ¢ utilizzata un’approssimazione pil fine del valore in precedenza previsto ¢2;. La seguente
tabella mostra le previsioni approssimate g)’gl, per k = 0,1,--- 9, la previsione esatta gj»; e la dif-
ferenza fra le due misure elgl. Nella tabella si riporta nella prima colonna anche 1’indice temporale
corrispondente alla prima osservazione della serie storica y; considerata nella formula (4.3).

t ok o5, U21 eb

20 0 -0,130900 -0,092717 0,038183

19 1 -0,041020 -0,092717 -0,051697
18 2 -0,061810 -0,092717 -0,030907
17 3 -0,077459 -0,092717 -0,015258
16 4 -0,087903 -0,092717 -0,004814
15 5 -0,092246 -0,092717 -0,000471
14 6 -0,093044 -0,092717 0,000327
13 7 -0,092859 -0,092717 0,000141

12 8 -0,092735 -0,092717 0,000018
11 9 -0,092719 -0,092717  0,000002

Come si nota, I’errore €5, tende a ridursi al crescere del valore k, e si annulla se si considerano
tutte le osservazioni disponibili. L’ approssimazione risulta inferiore a 0,00001 per k¥ = 9. Dunque,
per commettere un errore inferiore a 10~° rispetto alla previsione {j2; € necessario considerare le
ultime 10 osservazioni disponibili nella formula (4.3), corrispondenti ai periodi ¢t = 11,--- ,20. Il
valore di k risulta quindi pari a 9. Il vantaggio nell’utilizzare I’espressione (4.2) al posto della (4.1)
¢ evidente: tale formula infatti ¢ una media ponderata di due soli valori, mentre nel secondo caso i
calcoli coinvolgono ad ogni passaggio un maggior numero di osservazioni passate.

4.2 Data la serie storica {y; }3°;

settimana | litri | settimana | litri | settimana | litri
1 233 11 256 21 263
2 247 12 243 22 254
3 260 13 246 23 242
4 238 14 264 24 212
5 250 15 235 25 221
6 227 16 228 26 208
7 214 17 239 27 230
8 237 18 235 28 239
9 224 19 253 29 256
10 244 20 257 30 242

riferita ai consumi settimanali di benzina, in litri, per le ambulanze di un pronto soccorso di un ospedale
del Veneto, calcolare la previsione del valore y3; mediante lisciamento esponenziale semplice usando
la costante di lisciamento § = 0,1 e la condizione iniziale §j; = y. Ripetere poi 1’esercizio utilizzando
come condizione iniziale §j; = y; e fornire un’interpretazione dei risultati.

0 Le caratteristiche della serie fornita dall’esercizio si comprendono meglio attraverso il grafico rispetto
all’asse temporale, mostrato nella Figura 4.1. Nel periodo considerato il consumo di benzina non mostra
alcun trend, ma manifesta un andamento stazionario con una variabilita che dipende dal numero e dalla
dislocazione sul territorio delle chiamate ricevute. Il metodo del lisciamento esponenziale pud essere
considerato come una valida soluzione per la previsione del valore successivo all’ultimo periodo dispo-
nibile. L’esercizio richiede infatti di calcolare la previsione del valore y3; con il parametro § = 0,1 e la
condizione iniziale §; = ¥, ovvero il valor medio di tutte le osservazioni fornite.
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Figura 4.1
Consumo settimanale di benzina in un pronto soccorso
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Per ottenere la previsione g3 conviene, come detto nel precedente esercizio, applicare ricorsivamente la

formula (4.2). E prioritario il calcolo dei valori “perequati” ; nell’intervallot = 1, - - - , 30, considerando
come condizione iniziale la media delle osservazioni nell’intero periodo. Considerato che ¥ = 239,9,
abbiamo:

1=y =2399

g2 = 0,1(239,9) + 0,9(233) = 233,69

g3 = 0,1(233,69) + 0,9(247) = 245,67
g4 = 0,1(245,67) + 0,9(260) = 258,57
g5 = 0,1(258,57) + 0,9(238) = 240,06

G2 = 0,1(227,92) + 0,9(239) = 237,89
30 = 0,1(237,89) + 0,9(256) = 254,19.

La previsione per il valore y3; ¢ quindi data da

31 = 0,1(254,19) + 0,9(242) = 243,22.

In aggiunta si richiede di calcolare la stessa previsione usando come condizione iniziale §; = y;. La
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nuova sequenza dei valori perequati ¢ la seguente

U1 =y = 233

{2 = 0,1(233) + 0,9(233) = 233

g5 = 0,1(233) + 0,9(247) = 245,60

§4 = 0,1(245,60) + 0,9(260) = 258,56
J5 = 0,1(258,56) + 0,9(238) = 240,06

G20 = 0,1(227,92) + 0,9(239) = 237,89
30 = 0,1(237,89) + 0,9(256) = 254,19.

Come si nota, questi valori sono identici ai precedenti (alla seconda cifra decimale) a partire dal valore ¥s;
ovviamente il valore previsto ¢j31 sara sempre pari a quello ottenuto in precedenza (243,22). In generale,
una diversa condizione iniziale puo modificare i valori perequati per le prime osservazioni ma da un certo
punto in poi i risultati tendono a coincidere. Tale proprieta dipende soprattutto dal valore della costante
di lisciamento §: a parita di condizioni, un minore valore di § riduce I’influenza della condizione iniziale
sul valore previsto.

4.3 Data la seguente serie trimestrale del Prodotto Interno Lordo (PIL) italiano, espressa in milioni di euro
concatenati con anno di riferimento 2000

Trimestre PIL

2000:1 | 294.417
2000:2 | 296.582
2000:3 | 299.197
2000:4 | 301.724
2001:1 | 304.069
2001:2 | 303.364
2001:3 | 302.799
2001:4 | 302.234

calcolare la previsione per i quattro trimestri del 2002 utilizzando:

- I’interpolante lineare y; = 300.548 + 599,11s, ottenuto per
s=—-7,—5,—3,—11,3,5,7,

- il lisciamento esponenziale semplice con § = 0,1.

Valutare inoltre la bonta delle previsioni, mediante un opportuno indice dell’errore medio di previsione,
considerati i seguenti valori realizzati per il 2002:

Trimestre PIL

2002:1 | 302.484
2002:2 | 303.940
2002:3 | 305.003
2002:4 | 305.196
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00 Lesercizio richiede di derivare previsioni dei valori trimestrali del 2002 della serie del PIL italiano im-
piegando il metodo del lisciamento esponenziale semplice (con § = 0,1) ed il modello di interpolazione
lineare

4.4 ys = 300.548 + 599,115

pers=—-7,—5,---,5,7.

Le previsioni secondo il lisciamento esponenziale semplice si ottengono dall’applicazione della (4.2),
fissando la costante § al valore indicato 0,1. Per quanto riguarda la specificazione del valore iniziale {;
si puo porre semplicemente 3j; = y1: il basso livello di § rende infatti ininfluente le osservazioni lontane
per le previsioni ai tempi richiesti.

Impiegando I’espressione (4.2) in modo ricorsivo si ottiene la sequenza di valori:

g1 = 294.417

2 = 0,1(294.417) + 0,9(294.417) = 294.417

g3 = 0,1(294.417) + 0,9(296.582) = 296.365,5
g4 = 0,1(296.365,5) 4 0,9(299.197) = 298.913,9

Jo = 0,1(303.543,8) + 0,9(302.234) = 302.296,6
o+ = 302.296,6

per ogni valore h positivo. Ipotizzando di non conoscere le osservazioni trimestrali del 2002, la previsio-
ne per il primo trimestre (¢ = 9) rimane costante per ogni orizzonte temporale.

Nel caso dell’interpolante lineare si tratta di applicare I’equazione del modello (4.4) ai valori s =
9,11,13,15, tempi che definiscono la sequenza dei quattro trimestri del 2002. Ad esempio, per il primo
trimestre si ha

Jo = 300.348 + 599,11(9) = 305.940,2.

La tabella seguente riassume i risultati ottenuti dai due metodi di previsione. Nella seconda colonna sono
indicati i valori osservati nei trimestri del 2002 (y;), mentre nella terza e quarta colonna troviamo i valori
previsti con il modello lineare (¢1;) e con il metodo del lisciamento esponenziale semplice (¢2;). Inoltre,
nelle ultime due colonne sono riportati gli errori commessi dai due modelli, calcolati come differenza fra
i valori osservati e quelli previsti.

Trimestre Yt J1¢ U2t e1t €2t
2002:1 | 302.484 305.940,2 302.296,6 3.456,2 -187,4
2002:2 | 303.940 307.138,4 302.296,6 3.198,4 -1643,4
2002:3 | 305.003 308.336,6 302.296,6 3.333,6 -2706,4
2002:4 | 305.196 309.534,9 302.296,6 4.338,9 -2899,4

Per valutare I’accuratezza complessiva delle quattro previsioni si puo utilizzare I’errore assoluto medio
di previsione, definito dalla formula

4.5) EAM =13 ey
n
t=1
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dove e; = 9 — ¢ ¢ la differenza fra il valore previsto e quello vero, mentre in questo caso n ¢ il numero
di previsioni effettuate. Per i nostri due modelli di previsione otteniamo

4
1
EAM, = > lers| = 35818
t=1
1 4
EAM; = - ; lea.s| = 1859,2.

Pertanto, in media I’errore commesso attraverso il lisciamento esponenziale & circa la meta del metodo
interpolante. Infine, si fa presente che nel caso dell’interpolante lineare le previsioni effettuate sono tutte
superiori ai valori osservati, mentre con il lisciamento esponenziale le previsioni sono sistematicamente
pil basse dei veri valori. Entrambi i metodi sembrano quindi soffrire di una distorsione sistematica.
Il lisciamento esponenziale perde aderenza con I’aumentare dell’orizzonte previsivo, in quanto poco
adatto a serie evolutive con forti componenti di trend. D’altro canto, 1’utilizzo di un trend deterministico
attraverso I’interpolante lineare ha prodotto un effetto distorsivo di segno opposto e di maggiore intensita.

Questa situazione ¢ segnalata, per entrambi i metodi, dall’uguaglianza (in valore assoluto) tra 1’errore
assoluto medio di previsione FAM e I’errore medio E M, definito dalla formula

1 n
(4.6) EM = — Z er.
t=1

Infatti si ha

1
EM; = - > e =35818
t=1
1 4
EM; = - ;egvt = —1859,2.

Affinché gli errori siano privi di sistematicita FM deve essere invece di entita ridotta rispetto ad EFAM.

4.4 Per lisciare la serie {y; }12, si decide di applicare la media mobile simmetrica

M= {[3];;[1,?4}-

Si estrapoli il valore di y9 mediante lisciamento esponenziale con 6 = 0,1 (per semplicita arrestato al
terzo termine) e, per ys, si calcoli il valore perequato con la media mobile M. Mostrare che questa
procedura ¢ equivalente ad applicare una media mobile asimmetrica ad yg e determinare i coefficienti di
tale media mobile.

[0 Lapplicazione di una media mobile simmetrica di ordine 3 coinvolge tre termini di una serie storica
per ciascuna osservazione. Per il primo e 'ultimo valore osservato non ¢ possibile derivare il valore
perequato, con la spiacevole conseguenza di ottenere una serie pil corta di quella originale. Per risolvere
tale problema si impiegano comunemente dei valori previsti in sostituzione di quelli mancanti ottenuti
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sulla base di appropriate tecniche statistiche di previsione. Tra di esse rientrano i metodi del lisciamento
esponenziale: in questo esercizio si richiede appunto di impiegare il lisciamento semplice per ottenere
una previsione dell’osservazione yg e, successivamente, utilizzare questo valore per calcolare il valore
perequato di yg attraverso la media mobile M.

Il valore previsto g si ottiene applicando la formula (4.1). La costante di lisciamento ¢ fissata a 0,1
(6 = 0.1), mentre si richiede 1’utilizzo dei tre termini pill vicini a ciascuna osservazione per il calcolo dei
valori perequati (n = 3). Sostituendo all’espressione (4.1) abbiamo

2
o~ 0,9 0,lys
j=0

per cui un’approssimazione del valore previsto ¢ data da

(47) @9 = 079(y8 + 07197 + 0701?]6)
Ora, la media mobile M puo essere applicata anche per 1’ultima osservazione ys. Il valore perequato ¢

« 1 .
yg = Mys = g(i’ﬁ + 3ys + o);

sostituendo a yg 1’espressione (4.7) si ottiene

1
yg = g[y7 + 3y8 + 0,9(3/8 + 071y7 + O)Oly())]

1
= =(0,009y5 + 10997 + 3.95)
= 0,0018ys + 0,218y7 + 0,78ys

che corrisponde ad una media mobile asimmetrica degli ultimi tre termini della serie, con un forte peso
assegnato all’ultimo valore ys.

Pertanto, si & dimostrato che I’utilizzo di previsioni per sostituire i valori mancanti necessari per applicare
una media mobile simmetrica equivale nella sostanza all’impiego di una media mobile asimmetrica delle
osservazioni passate. Si noti che, data I’approssimazione utilizzata, non si ottiene esattamente una media
mobile poiche la somma dei coefficienti non ¢ pari ad 1, ma a 0,9998. Ovviamente, tale discrepanza
diventa via via minore quanto piu il numero n di termini utilizzato nella (4.1) si avvicina al numero
complessivo di osservazioni della serie storica.

4.5 Si consideri la serie storica {y; }?4, riportata nella tabella seguente:

t 1 2 3 4 5 6 7 8
ye | 3,40 334 2,88 322 290 352 431 5,03
t 9 10 11 12 13 14 15 16
ye | 413 3,770 3,12 3,50 3,15 3,79 4,74 394
t 17 18 19 20 21 22 23 24
ye | 3,34 381 3,15 456 501 495 423 5,05

Per tale serie stimare il valore di ¢ necessario per 1’applicazione del metodo del lisciamento esponenziale
semplice seguendo il metodo dei minimi quadrati. Verificare poi la stima ottenuta con quella fornita da
EViews.
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[0 Generalmente, la costante di lisciamento ¢ ¢ fissata in un intervallo compreso tra 0,05 e 0,3: un valore
superiore renderebbe troppo rigida la previsione dei valori futuri rispetto al valore delle osservazioni pitl
recenti. Per evitare una scelta soggettiva si puo affontare la stima di § in un modo statisticamente pil
fondato. Un metodo semplice & quello dei minimi quadrati, secondo il quale il valore § ottimale & quello
che rende minima la funzione

n—1
(4.8) S©) = (Y1 — Jrs1)?
t=m
2
n—1 t—1 4
=3 e = (1=8)Y Fyiy
t=m 7=0

avendo indicato con m il numero di termini da trascurare per evitare gli effetti di un valore iniziale ¢
predeterminato. Operativamente, si considera una griglia di valori possibili per d e per ciascuno di essi
si calcola la formula (4.8). 1l valore di d a cui € associato il minimo valore S(¢§) equivale alla stima dei
minimi quadrati.

A scopo esemplificativo utilizziamo la seguente griglia di valori
5 =(0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8; 0,9).

Per ciascuno dei valori selezionati si ¢ applicato il lisciamento esponenziale semplice attraverso la for-
mula (4.2) e calcolata la somma del quadrato degli scarti tra valori osservati e valori perequati S(J). Si e
utilizzato un valore di m pari a 5. La tabella seguente mostra i valori di S(9) ottenuti.

) 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5
S(9) | 9,364 9,350 9,408 9,514 9,641
] 0,6 0,7 0.8 0,9
S() | 9,779 9,950 10,278 11,353

I risultati indicano quindi che il valore di 6 che minimizza S(J) & 6 = 0,2. Per ottenere una stima
piu precisa di J si puo utilizzare una griglia piu fitta di valori, ad esempio con passo 0,01. Ovviamente,
questo aumenta notevolmente la quantita di calcoli necessari per coprire I’intervallo di valori possibili per
6. Si puo allora ricorrere ad EViews, in grado di stimare automaticamente il valore di § che minimizza
I’errore quadratico medio di previsione. In realta, il metodo del lisciamento esponenziale in EViews
segue I’impostazione alternativa

Jrr1 = (1 — @)t + oy

dove « corrisponde al parametro 1 — § delle espressioni (4.1) e (4.2). La stima di « fornita da EViews ¢
pari a 0,812, quindi abbiamo R
6=1-0,812 =0,188.

Per tale valore la funzione S(§) ¢ pari a 9,347, un valore effettivamente inferiore a quello trovato in
precedenza per § = 0,2.
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I metodi Holt-Winters

4.6 Date le serie storiche del PIL per i due paesi A e B

Anno | PIL paese A | PIL paese B
1996 848.213 1.894.597
1997 865.400 1.921.068
1998 881.071 1.960.507
1999 895.275 1.991.034
2000 921.370 2.049.794

prevedere per ciascun paese il tasso di crescita nel 2001 usando il lisciamento esponenziale secondo il
metodo di Holt-Winters non stagionale con o = 8 = 0,1.

[ Una generalizzazione del lisciamento esponenziale semplice & dato dai metodi di Holt-Winters, dal nome
dei due studiosi che li hanno proposti in letteratura. Tali metodi sono adatti quando la serie da prevedere
¢ caratterizzata da trend non costanti o fluttuazioni marcate. Infatti, i valori previsti sono funzioni di
stime ottenute per ciascuna delle componenti inosservate ipotizzate (livello, trend e, nel caso di variabili
infra-annuali, stagionalita).

In questo esercizio si suppone che la serie sia composta da un livello costante e da un trend crescente. Si
adotta pertanto il metodo Holt-Winters non stagionale, descritto dalle seguenti due equazioni:

4.9) {I;t = Ol(AlA/tfl +Ti-1) +A(1 _Aa)ytv 0<a<l
Tt :ﬁTt,1+(1—ﬁ)(Lt—Lt,1), 0<5< 1
dove con f/t e Tt si indicano le stime delle componenti di livello e di trend di y; pert =1,--- , n.

A differenza del lisciamento esponenziale semplice vi ¢ quindi una doppia ricorsione, una riguardante
il livello della serie ed una riguardante la tendenza della stessa. Si intuisce comunque che la logica
sottostante entrambe le equazioni di aggiornamento ¢ la stessa utilizzata nel lisciamento esponenziale
semplice: le due espressioni sono medie ponderate fra due informazioni, una stima effettuata al tempo
precedente e I’osservazione che “entra” al tempo corrente. Le informazioni richieste per inizializzare le
equazioni (4.9) riguardano le quantita LyeTy. A questo scopo si assume in genere

lAlzZ?/Q
T =y — 1.

Per i due paesi abbiamo calcolato le equazioni per LieT, pert = 2,3,4,5, corrispondenti agli anni dal
1997 al 2000. La previsione ad un passo della serie, che indichiamo qui con ¢;+1, ¢ data dalla somma
delle stime del livello e del trend al tempo ¢, ovvero

Jis1 = Ly + T3

Le due tabelle seguenti riassumono i risultati ottenuti per i due paesi e derivano nell’ultima riga la
previsione richiesta per 1’anno 2001.

Anno | t yf ﬁfl TtA gjﬁi_l‘ .
1996 | 1 848.213
1997 | 2 865.400 865.400 17.187
1998 | 3 881.071 881.223 15.959 882.587
1999 | 4 895.275 895.466 14.415 897.182
2000 | 5 921.370 920.221 23.721 909.880
2001 | 6 943.942
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Anno | t yP ﬁf B g)tBH It
1996 | 1 1.894.597

1997 | 2 1.921.068 1.921.068 26.471

1998 | 3 1.960.507 1.959.210 36.975 1.947.539
1999 | 4 1.991.034 1.991.549 32.803 1.996.185
2000 | 5 2.049.794 2.047.250 53.411 2.024.352
2001 | 6 2.100.661

1l tasso di crescita (espresso in %) per i due paesi nel 2001 previsto dal metodo Holt-Winters si ottiene
dal confronto con i corrispettivi dati osservati nel 2000:

A 943.942 — 909.880

100 = 2.4
909.880 x 100 = 2,450
2.100.661 — 2.049.794
tB = 100 = 2,482.
2.049.794 X ’

Si ricordi infine che per previsioni a piu passi in avanti (k > 1) la formula di previsione da utilizzare &
Ut+k = L + KTy,

dove si tiene esplicitamente conto della tendenza evolutiva della componente di trend al crescere del-
I’orizzonte previsivo k. I valori previsti si pongono quindi su una linea retta avente intercetta L,, e
coefficiente angolare T;,.

4.7 Si consideri la serie trimestrale del tasso di disoccupazione nel Veneto (1992.4-2001.2, fonte:ISTAT)
riportata nella seguente tabella

Anno  Trim. Yt Anno  Trim. i
1992 4 5,32 1997 1 5,93
1993 1 5,09 2 4,84

2 5,50 3 4,35

3 5,22 4 5,42

4 5,62 1998 1 5,56

1994 1 6,66 2 5,14
2 6,03 3 4,06

3 5,57 4 5,15

4 6,43 1999 1 5,03

1995 1 6,24 2 4,82
2 5,87 3 4,21

3 4,97 4 4,07

4 5,18 2000 1 4,19

1996 1 5,67 2 4,14
2 5,36 3 3,20

3 4,87 4 3,52

4 5,79 2001 1 3,73

2 3,70

Derivare le previsioni per il terzo e quarto trimestre del 2001 con un modello Holt-Winters di tipo addi-
tivo, con parametri « = 0,3, 8 = 0,8 e v = 0,1. Si applichi poi il modello di tipo moltiplicativo e si
confrontino i risultati ottenuti.
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[l Le serie del tasso di disoccupazione in Veneto ¢ rappresentata nella Figura 4.2. La serie mostra un chiaro
trend discendente ed una componente stagionale poco regolare nel periodo esaminato; il ricorso ad una
procedura di tipo Holt-Winters stagionale risulta pertanto appropriato. Il modello stagionale additivo
suppone che, nelle vicinanze di n, la serie storica {y;};; sia (localmente) esprimibile come:

L,+T,(t—n)+ S,

dove S, € un fattore stagionale di periodo pari a s, mentre L,, e T}, sono le componenti di livello e trend
gia introdotte nel precedente esercizio. La stima delle tre componenti si ottiene dalle seguente tre formule
di aggiornamento:

[:/t = Oé@t—l +T-1) + (1 _Aa>(yt — Si—s)
(4.10) Ty = Ti1 + (1 = B)(Le — Ly—1)
St =vSt—s + (1 = 7)(yt — L¢).

con 0 < a, 8,7 < 1. La scelta del valore da assegnare ai parametri si basa sugli stessi ragionamenti visti
finora; si noti che ciascuna componente ¢ derivata come media ponderata della stima compiuta al passo
precedente e di una funzione dell’osservazione y; nel periodo corrente. In questo esercizio i valori dei
parametri sono noti e paria o« = 0,3, 5 = 0,8 e v = 0,1. Una volta ottenute le stime delle componenti al
tempo ¢ la previsione del valore ¥, si ottiene dalle espressioni

Jesk = Lo+ Tik + Sppn—s, perl<k<s
= Li + Tik + Sip-2s, pers+1<k<2s

Figura 4.2
Tasso di disoccupazione in Veneto
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Anche per questa variante & necessario impostare alcune condizioni iniziali per avviare la procedura
ricorsiva definita dalle espressioni (4.10). Per rendere i riferimenti temporali pitt agevoli utilizziamo
I’usuale indice temporale t = 1, --- , 35, dove ¢ = 1 individua il quarto trimestre del 1992. Le seguenti
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espressioni definiscono le condizioni iniziali:

. 1 1 1 1 1
L‘ = — — — — —_ = 2
3 8y1+ 4yz+ 4y3+ 4y4+ Vs 5,320

. 1 1 1 1 1
L = - - — _— - - 4
4 8yz+ 4y3+ 4y4+ 4y5+ Vs 5,55

Ty=1Ls— Ls=0.234

Sy =ys— Ly =—0,334

S =1ys3 — Ly = 0,180

Sy =yy — L3 + Ty = 0,004
Sy =y — Ly + 2Ty = 0,468

Una volta fissati i valori iniziali, si puo iniziare la procedura di aggiornamento delle componenti a partire
da t = 5 secondo le espressioni

Ls =0,3(Ly +Ty) + 0,7(ys — S1) = 5,343
Ts =0,8T4 + 0,2(L5 — L4) = 0,145
S5 = 0,151 +0,9(ys — Ls) = 0,296.

Trovati questi valori la previsione per il valore yg ¢ uguale a
Yo = £5 + T5 + gg = 5,492.

La Tabella 4.1 mostra le stime ottenute per alcuni istanti temporali all’inizio ed alla fine del periodo
osservato. Nell’ultima colonna ¢ riportata la previsione del periodo corrispondente alla riga rispetto
all’informazione posseduta fino al periodo precedente. L’esercizio richiede di calcolare le previsioni
per il terzo e quarto trimestre del 2001, corrispondenti agli istanti temporali ¢ = 36,37. Le formule di
previsione per tali valori sono:

036 = L35 + T35 + Sa2
=3,519—0,112 — 0,738 = 2,669
37 = Las + 2T35 + S33
= 3,519 — 0,224 — 0,087 = 3,207.

Confrontando ciascuna delle previsioni con i corrispondenti trimestri del 2000 si intuisce come il metodo
estrapoli la tendenza al ribasso del tasso di disoccupazione evidente nell’ultima parte del campione: si
passa da un tasso di disoccupazione del 3,20% ad uno del 2,67% previsto per il terzo trimestre e da un
tasso del 3,52% al 3,21% per il quarto trimestre. L’aumento congiunturale tra i due trimestri previsti
¢ invece attribuibile alla dinamica della componente stagionale, che evidenzia una forte riduzione della
disoccupazione nel terzo trimestre dell’anno.

Un’altra versione del modello stagionale di tipo Holt-Winters ¢ quello moltiplicativo, secondo il quale la
stagionalita varia in proporzione ai mutamenti di lungo periodo della serie. In questo caso, in prossimita
di n la serie storica {y;} & localmente approssimata da

[Ly, + T (t — n)]Sh.
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Le formule di aggiornamento per le stime delle tre componenti si trasformano in

ﬁt = a(f)t_1 + Tt—l) + (1 - a) gt
t—
(4.11) Ty = BT + (1 — B) (L — L 1)
S = ’}/Stfs + (1 — ’7)%
Ly
sempre con 0 < o, B,v < 1.
Tabella 4.1
Tasso di disoccupazione in Veneto. Stime col metodo di Holt-Winters stagionale additivo
Yt Ly T St yn
5,32 0,468
5,09 0,004
5,50 5,320 0,180

5,22 5,554 0,234 -0,334

5,62 5343 0,145 0,296 6,255
6,66 6,306 0,308 0,319 5,492
6,03 6,079 0201 -0,026 6,794
5,57 6,017 0,149 -0,436 5,947

0 1IN N kW~

32 3,20 3938 -0,115 -0,738 3,200
33 3,52 3616 -0,156 -0,087 3,815
34 3,73 3426 -0,163 0,306 3,779
35 3,70 3519 -0,112 0,170 3,334

Di conseguenza, la formula di previsione diventa

Girk = (Lt + Tk)Spyp—s, perl <k <s
= (Lt + T1k)Spn—ns, pers+1<k<2s

Le condizioni iniziali per il livello ed il trend della serie si ottengono come nel caso del modello con
stagionalita additiva. Invece, i valori iniziali stag10na11 si possono ottenere dividendo le osservazioni per
il trend lineare calcolato a partire da L3, L4 e T4

Sy =2 — 0,940 Sy =23 — 1034
L4 L3

So=— 1001 §=-—I1 _ —1096
L3 + T4 L3+ 2T,

La Tabella 4.2 mostra i valori perequati relativi al modello stagionale moltiplicativo. Si vede chiaramente
che la componente stagionale svolge un ruolo di fattore moltiplicativo del livello-trend della serie: un
valore maggiore (minore) di 1 indica un picco stagionale superiore (inferiore) alla tendenza media. Dal
confronto con le stime del modello additivo si nota come le serie perequate siano molto simili fra loro,
il che lascia intendere come per questa serie non sia necessario impiegare una componente stagionale di
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Tabella 4.2
Tasso di disoccupazione in Veneto. Stime col metodo di Holt-Winters stagionale moltiplicativo
Yt Ly 1y Sty
5,32 1,096
5,09 1,001
5,50 5,320 1,034

5,22 5,554 0,234 0,940

5,62 5,325 0,141 1,056 6,345
6,66 6,298 0,308 1,051 5,470
6,03 6,065 0,199 0,99 6,829
5,57 6,028 0,152 0,927 5,888

01NN W~

32 3,20 3,818 -0,143 0,816 3,359
33 3,52 3574 -0,164 0,976 3,664
34 3,73 3,439 -0,158 1,088 3,686
35 3,70 3529 -0,108 1,048 3,340

tipo moltiplicativo. Le previsioni per gli ultimi due trimestri del 2001 sono

U36 = (L35 + T35)S30

— (3,529 — 0,108)0,816 = 2,793
37 = (L35 + 2T35) 533

— (3,529 — 0,108)0,976 = 3,232

leggermente pil alte di quelle ottenute in precedenza. In particolare, nel terzo trimestre si ha una pre-
visione piu alta dello 0,12% (da 2,67% a 2,79%): tale aumento ¢ in larga misura attribuibile alla stima
della componente stagionale, considerato che 1’incremento dovuto alla stima del livello-trend della serie
¢ pari ad appena 1o 0,01% (da 3,41% a 3,42%).

4.8 La tabella sottostante contiene: (i) la serie delle vendite di un certo prodotto (y;) fino al periodo 9,
(ii) la serie perequata mediante lisciamento esponenziale (LFE;) con § = 0,1 fino al periodo 8 e (iii)
la serie perequata con il metodo di Holt-Winters non stagionale (HW;) con a = 0,1 e § = 0,2, e le
corrispondenti serie stimate del livello e del trend fino al periodo 8.

t Yt LEt HWt Lt Tt
§=01 a=01leB=02

1 105 105,00 - - -

2 142 105,00 - 142,00 37,00
3 123 138,30 179,00 128,60 -3,32
4 160 124,53 125,28 156,53 21,68
5 195 156,45 178,21 193,32 33,77
6 213 191,15 227,09 214,41 23,62
7 250 210,81 238,03 248,80 32,24
8 346 246,08 281,04 339,50 79,01
9 474
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Calcolare i valori perequati per t = 9 e le previsioni per ¢ = 10 con entrambi i metodi.

Quale tra i due metodi fornisce le previsioni piu attendibili?

I valori perequati al tempo ¢ = 9 nei due casi si ottengono banalmente dall’applicazione delle
espressioni (4.2) e (4.9), rispettivamente. In questo esercizio, infatti, vengono gia fornite le stime
fino al tempo 8, per cui non ¢ necessario iterare le formule di aggiornamento per i periodi passati.
Sfruttando i dati nella tabella, per il lisciamento esponenziale si ha semplicemente

LEg = (SLEg + (1 — 5)y8
= 0,1(246,08) + 0,9(346) = 336,01

dove, seguendo la notazione usata in questo esercizio, con L E; si indica la serie perequata secondo
il lisciamento esponenziale al tempo ¢. Per il metodo Holt-Winters sappiamo che la previsione al
tempo ¢ della serie ¢ pari alla somma del livello e del trend stimati al tempo precedente ¢ — 1.
Entrambe queste stime sono gia disponibili nella tabella, quindi il valore perequato - Wy & dato da

HWy = lég + Tg
= 339,50 4 79,01 = 418,51.
La previsione del valore corrispondente al periodo ¢ = 10 secondo il metodo del lisciamento espo-

nenziale si calcola ancora con la formula (4.2), sfruttando il valore perequato calcolato per il passo
9. 1l valore previsto ¢ infatti

LEy = 0,1(336,01) + 0,9(474) = 460,20.

Per derivare la previsione secondo Holt-Winters si devono invece aggiornare le stime del livello e
del trend al passo 9, cioe Lg e Tg, tenendo in considerazione 1’osservazione entrante yg. Seguen-
do le formule di aggiornamento definite nella (4.9), le stime richieste si trovano con le seguenti
espressioni:

Lo =0,1(339,50 + 79,01) + 0,9(474) = 468,45
Ty = 0,2(79,01) + 0,8(468,45 — 339,50) = 118,96.

La previsione secondo il metodo Holt-Winters H Wi ¢ quindi data da
HWig = Lo + Ty = 468,45 + 118,96 = 587,41.

Per stabilire quale tra i due metodi fornisca previsioni piu attendibili possiamo calcolare un indice
sintetico sugli errori di previsione commessi. Introduciamo in questo esercizio un indice molto
utilizzato in letteratura, la media quadratica degli errori di previsione e;. Questo indice ¢ definito
come

4.12) MQE =

con n il numero di osservazioni considerate. Questo indice ha il vantaggio di permettere una scom-
posizione dell’errore medio in tre differenti tipologie: 1’errore sistematico, 1’errore nella variabilita
e I’errore nelle covarianze (si veda a tal proposito Di Fonzo e Lisi (2005), p.154-155).
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Gli errori di previsione e; si ottengono dalla differenza dei valori stimati e quelli osservati. Partendo
dal periodo 3, si ottiene per il lisciamento esponenziale la seguente serie di errori el®

63 = LE3 —y3 = 138,30 — 123 = 15,30
64 =LFEy —y4 = 124,53 — 160 = —35,47

69 = LFEy — y9 = 336,01 — 474 = —137,99
hw

e per il metodo Holt-Winters gli errori e}

el = HWs — y3 = 179,00 — 123 = 56,00
= HW, — yq = 125,28 — 160 = —34,72

= HWy — yo = 418,51 — 474 = —55,49.

Applicando la formula (4.12) alle due serie di errori per il periodo ¢ = 3,---,9, si ottengono i
seguenti indici:
MQE'" = 69,71
MQE™ = 41,86.

Dal confronto degli indici risulta chiaro che il metodo Holt-Winters ¢ piu affidabile per perequare
e prevedere questa serie storica: 1’errore quadratico medio ¢ circa il 40% inferiore a quello del
lisciamento esponenziale semplice. In effetti, il valore delle osservazioni ¢ crescente nel tempo: in
questi casi &€ sempre meglio esplicitare una componente di trend che riesca a cogliere tale tendenza.

Esercizi supplementari

C4.1 Data la serie storica degli investimenti fissi netti italiani (miliardi di lire, valori a prezzi 1995)

Anno | Investimenti
1989 134.302
1990 140.674
1991 137.456
1992 126.308
1993 84.453
1994 80.443
1995 93.707
1996 100.023
1997 101.297
1998 109.663
1999 119.365
2000 134.503
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calcolare le previsioni per il 2001 ed il 2002 utilizzando:

- Dl'interpolante lineare y; = 113.516,2 4 785,2182 - ¢, ottenuto per t =-11,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11;

- il lisciamento esponenziale semplice con § = 0,2.
C4.2 Per lisciare la serie {y;};2; si decide di applicare la media mobile simmetrica M = {[3]; $[1,2]}. Si
estrapoli il valore di y;; mediante il lisciamento esponenziale semplice con 6 = 0,3 (per semplicita arre-

stato al quinto termine) e si calcoli il valore perequato y7,. Mostrare che questa procedura ¢ equivalente
ad applicare una media mobile asimmetrica ad y;o e determinare tale media mobile.
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5
Processi stocastici

Funzioni di autocovarianza e autocorrelazione

5.1 Definire la funzione di autocorrelazione globale di un processo stocastico stazionario, riportare le sue
proprieta e fornire I’espressione di una sua stima fatta in base alla serie storica osservata {y; };- ;.

[ La funzione di autocorrelazione ¢ un indice normalizzato delle relazioni lineari esistenti tra coppie di va-
riabili casuali componenti il processo stocastico prese a differenti lag temporali. Nel caso di un processo
stazionario tale funzione dipende esclusivamente dallo sfasamento temporale esistente tra le due variabili
e non dagli istanti a cui esse si riferiscono. La funzione di autocorrelazione globale p;. si ottiene dalla
associata funzione di autocovarianza ;. Infatti si ha

=% k=0,+1,4+2,...

Yo

Al pari di g, la funzione di autocorrelazione € una funzione pari di k& per cui il calcolo puo essere limitato
ai soli valori positivi di k.

La funzione di autocorrelazione soddisfa le seguenti proprieta:

po=1
Pk = Pk
lpel <1

L’ultima proprieta discende direttamente dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, secondo la quale
|E(Y:Yeir)| < E(Y?).

La funzione di autocorrelazione caratterizza il comportamento di un processo stocastico, nel senso che
ne definisce a livello teorico la struttura probabilistica temporale. Nelle applicazioni reali si dispone
soltanto di serie storiche, intese come parti finite di realizzazioni di processi stocastici. Non & quindi
possibile conoscere con certezza né il processo generatore dei dati né tantomeno la sua funzione di
autocorrelazione. Sotto certe condizioni ¢ possibile tuttavia stimare in modo consistente la funzione di
autocorrelazione partendo dalla serie storica dei dati osservati. Una prima condizione ¢ che il processo
sia stazionario. Per la stima di una qualunque funzione-momento deve valere inoltre la condizione di
ergodicita, che assicura la convergenza in media quadratica dello stimatore al momento stesso (si veda
Di Fonzo e Lisi, 2005, pp. 168-169).

Le proprieta dello stimatore della funzione di autocorrelazione dipendono ovviamente da quelle degli sti-
matori del valore medio e della funzione di autocovarianza del processo. Data una serie storica {y; }};,

I’espressione
1 n
B= " ; Yt
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fornisce uno stimatore corretto e consistente del valore medio se vale la condizione

lim p, =0,

T—00
la quale pone un limite alla memoria del processo. Se cosi non fosse, la porzione di processo stocastico
osservata non sarebbe sufficiente per poter inferire sul valore atteso del processo. Per I’autocovarianza
lo stimatore piu utilizzato ¢

1 n—k

.1) A== > (e — ) (k= 1)
t=1

che, pur essendo distorto per piccoli campioni, garantisce stime soddisfacenti di vy per n sufficiente-
mente elevato e k£ molto minore di . Lo stimatore consistente (ma anch’esso distorto) della funzione di
autocorrelazione ¢ infine

N Yk
che ha una varianza approssimata da

. 1 &
Var(py) = ~ > ek

i=—q

questa espressione & nota come approssimazione di Bartlett, spesso utilizzata nelle applicazioni per
verificare se i residui di un modello stimato siano incorrelati (nel qual caso Var(pg) = 1/n).

5.2 Idue processi X; e Y; possiedono media nulla e funzione di autocovarianza teorica al ritardo k pari a

Vi #0perk=0,1,2, ~f =0perk >2

v #Operk=0,1,2,3, ~7 =0perk > 3.

Si derivi la funzione di autocorrelazione teorica per il processo Z; = X; + bY; in funzione di 7] e ’y}j
assumendo che X; e Y; siano indipendenti e b sia una costante.

Poiché E(Z;) = E(X;) + bE(Y;) = 0, la funzione di autocovarianza del processo Z; ¢ data da
E(ZiZi—) =~ perk>0.
Considerata la definizione del processo fornita dall’esercizio, si pud scrivere
E[( Xt + bY1)(Xy—g + bYi)] = ;5

moltiplicando tutti i termini tra loro e poiché il valore atteso di una combinazione lineare di v.c. ¢ pari
alla combinazione lineare dei valori attesi, si ottiene

Y = E(XeXi—i) + P’ E(YY;_i) + bE(X(Yi_p) + bE(X;— V7).
Data I’indipendenza tra i due processi X; e Y;, ’autocovarianza di Z; si semplifica in
Vi =+ 0
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ovvero & una combinazione lineare con pesi (1,b?) delle autocovarianze dei due processi di partenza.
Dal comportamento di queste ultime si desume la seguente struttura per 7 :
T 2.9 —
Vi + by, perk=0,1,2
Vi =4 b* perk =3
0 per k > 3.

La funzione di autocorrelazione teorica pj, si ottiene nel modo usuale, rapportando I’autocovarianza 7 a
g Pertanto si ha

.
1 perk =0
Y+ U _
; m perk-l,?
Pk = 0b2,-yy 0
3
—=— perk=3
g+vg P
0 per k > 3.

5.3 Datoil processo Y; = pu+ e +e—1,t =1,...,N,cone; ~ WN(O,UEQ) Vi,

1. sicalcoli Var(Y'), dove con Y si intende la media campionaria di Y;

2. si confronti il risultato ottenuto al punto precedente con quello che si sarebbe ottenuto se Y; =
wte,t=1,...,N.

[l
I Al 1 Y
YZN;YI:ZN;(M'F&-F&—D
1 N 1 N N
:NZ’M NZ({:}—FQ 1 th‘f‘ft 1

“
I
—_

e pertanto E[Y] = y. Osserviamo anche che E[Y;] = u, Var(Y;) =

o’k=1
Wi ={% 15y

In altre parole, Y; ¢ un particolare processo MA(1).

Per calcolare Var(Y') procediamo nel modo seguente:

; 1 1 al
Var(Y) =Var (N ;E) = WV(ZT (; Yt>
== [Var(V1) + Var(Ya) + ... + Var(Yy)+

+2Cov(Y1,Ya) +2Cov(Y2,Y3) + ...+ 2Cov(Yn—_1, YN)]

1
= F [N(202) +2(N — 1)03]

NQMN& Y Co\ k)
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SeY; = p+ e, siha

1 1 1O
V=3 Yi=5) (te)=p+ ) e
t=1 t=1 t=1
con E(Y)=pe
1
Var(Y)=Var (u + N ;8t>
1 &
=Var (N ; €t>
1 i) 1 &
=2 Var (Z st) =2 Z Var (g¢)
t=1 t=1
_o
N
2(2N —1 AN — 2
Per N grande ( ) _ ~ —, e quindi nel primo caso la varianza del processo considerato

N2 N2
¢ di circa 4 volte superiore al secondo caso (a causa delle autocorrelazioni indotte dalla struttura a media

mobile del processo).

5.4 Si consideri il processo
X1=¢1
Xt:¢Xt71+5t t:2,3,

dove gy ~ WN(0,02) e |¢| < 1.

(a) Si trovino media e varianza del processo {X;} e si dica, giustificando la risposta, se il processo &
stazionario.

(b) Si mostri che
V(H‘(Xt_h:| 2

COTT(Xt,thh) = (bh [W

[0 Operando ricorsivamente, si ricava quanto segue:
E[X1] = Eleq] =0
E[XQ} :E[¢X1+eg] :gf)E[Xl]—FE[&Q] =0
E[X3] = E[¢pXs +e3] = ¢E[Xo]+ Eles] =0

E[X/] = E[¢X;_1 + &) = ¢E[X;_1] + Ele] = 0

e pertanto E[X;| = 0, Vt.
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Allo stesso modo, si ha

Var[X1] = Varle;] = o?
Var[Xs] = ¢*Var[X1] + Var|es] = ¢?02 + 02 = 02(1 + ¢?)
Var[Xs] = ¢*Var[Xy] + Varles] = ¢*02(1+ ¢?) + 02 = 02(1 4 ¢* + ¢*)

t—1
ot =et (550
=1

La varianza di X; dipende da ¢, e dunque il processo non ¢ stazionario,
[ Per il calcolo della covarianza procediamo nel modo seguente:

COU[Xt, Xt—l] = E[XtXt_l]
= E[(¢Xt—1 + gt)Xt—l] = ¢E[Xt2,1 + E[€tXt_1]
== QZ)VCL’F[Xt,ﬂ

COU[Xt, Xt_g] = E[XtXt_Q]
= ¢E[X; 1 Xy 2] + Ele1 Xy 2]

= ¢Cov[Xy 1 Xy o] = OE[(¢ X2 +&1-1) X2,
= ¢2Var[Xt_2]

Cov[ Xy, X¢—p] = ¢hVar[Xt,h]

Pertanto si ricava:

Corr[ Xy, Xi—p] = Covl Xy, Xy ]
e VVar[XoVar[X;_p

_n Var[X;_p]
\/Var (X Var[X;_p -

o Var [Xt—h]
=¢" \/ Var[ Xy

5.5 Sia X un processo a media mobile del tipo:
Xe =¢€t-1 + 26t + €441, con g; ~ IID(O,U?).

1. Si calcoli la funzione di autocovarianza di X;.

2. Si calcoli la funzione di autocorrelazione di X;.
[0 Xy ¢ una m.m. di ordine 3 del white noise &, con pesi (1, 2, 1), positivi ma che non sommano a 1.
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1. Poiché F[X;| = Ele;—1 + 2¢; +e441] = 0, la funzione di autocovarianza di X si calcola nel modo
seguente:

Yo =E[X}] =FE [e]_| +4e7 + e}, +4der—16¢ + 26416441 + derEr41)
=02 + 402 + 02 = 602
Y1 = E[XtXt_H] =F [(Et—l + 2515 + 5t+1)(5t + 2Et+1 + Et+2)]
=F [51‘,71515 + 26416041 + 416112 + 267 + deyei 1 + 2616042 + Epp16t + 2€f+1 + 5t+15t+2]
=202 4 202 = 40?
Y2 = B[ Xy Xiyo| = E[(e1—1 + 261 + €141) (€441 + 26142 + €443)]
= E [e1—16041 + 2616041 + €14 + 26416042 + 4618149 + 264416442 + Er—16143+
2e46143 + €t 16143
Y =0 k>2

2. La funzione di autocorrelazione di X; si ottiene dividendo 1’autocovarianza per o:

1 perk=0

402 2

62 T3 P

Pk - 0.25 1

S =— perk=2
602 6P
0 perk > 2
5.6 Data una serie y;, t = 1,2,...,6, realizzazione di un processo stocastico stazionario Yz, si provi che

se le autocovarianze del processo sono tutte positive, allora la varianza dello stimatore della media del
processo, Var(fi), sara maggiore rispetto al caso in cui tutte le autocovarianze siano nulle.

Essendo il processo Y; stazionario, la media campionaria & un “buon’ stimatore della media del processo,
per cui:

p=Y =

[ N

6
>
t=1
Di conseguenza:

1 6
Var(p) = %Var <tzl Y})
1
=3 [Var(Y1) + Var(Y2) + ... Var(Ys) + 2Cov(Y1,Y2) + 2Cov(Y1,Ys) + ... + 2Cov(Y5,Ys)] .

Ora, essendo Y; stazionario, si ha che Var(Y;) = ... = Var(Ys) = o?, inoltre per ipotesi tutte le
covarianze sono positive, e quindi:
2
o 1
Var(fi) = 2= + —B,
dove B = 2[Cov(Y1,Y2) + ...+ Cov(Y5,Ys)] > 0. Se le autocovarianze fossero tutte nulle, allora
2 2
1

Var(p) = % < % + %B, e quindi la tesi & dimostrata.
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Stazionarieta
5.7 Sia X; un processo stazionario di media p, varianza agf e covarianza v, (k), per k > 1. Si definisca il

processo Y;J come segue:

v, — Xy per t dispari
P77 Xy + 3 per t pari

Si mostri che:

1. il processo Y; € non stazionario, tuttavia

2. la sua funzione di autocovarianza dipende solo dal lag k e non da .

O
E(X))=p per t dispari
EY,) = .
(Y1) {E(Xt—l—?:) = p + 3 per t pari
Poiché il valore atteso di Y; varia al variare di ¢, il processo non ¢ stazionario (c.v.d.).
O

Var(X;) = o? per ¢ dispari

ag
Var(¥) = { Var(X; +3) = o per t pari

Per ¢ dispari e k dispari (k = 1,3,5,...) si ha:
Cov(¥iYir) = BI(X; = 0)(Xis +3— = 3)]
= x (k)

Analogamente, se ¢ & pari e k dispari, Cov(Y:,Y;—) = E[(X: +3 — p — 3)(Xy— — p)] = vx (k).
Infine, se ¢ & dispari e k pari, Cov(Y:,Y;_i) = E[(X¢ +3 — p — 3)(Xi—r — 3 — pn+ 3)] = vx (k).
Pertanto, vy (k) = Cov(Yy,Y;—k) = vx (k), cioe dipende solo dal lag k e non da ¢ (c.v.d.).

5.8 Sia dato il processo
Y; = (—1)'(1 — 6B)gy

congy ~ WN (0, ‘752)’ |0| < 1. Dire, giustificando la risposta, se il processo Y; & debolmente stazionario.

O 1l processo Y; puo essere riscritto nel modo seguente:

v, — gt —0er_1 t=0etpari
P77 —ey + 0e4—1  t dispari

E immediato verificare che, indipendentemente da ¢, E(Y;) = 0 e Var(Y;) = (1 + 02) o2. Quanto
all’autocovarianza, si osservi che per k£ > 1 il valore atteso di (Y;Y;x) € sempre pari a zero, in quanto
combinazione lineare (con pesi diversi a seconda che ¢ e/o k siano pari o dispari) di quantita (e¢€¢yg,
Et—1Et+ks EtEt+k—1, Et—1€t+k—1) 1l cui valore atteso € in ogni caso nullo.

Per k = 1, qualunque sia ¢, si ha invece:
E(YiYi41) = —E (&0 — O¢-1)(et41 — O)]
=-—F [5t5t+1 —Oegy_16041 — 96? + 92615718)5]

— fo2
= 0o;

1l processo Y; ¢ dunque (debolmente) stazionario.
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5.9 Dato il processo X; = 31 + fat + &, con e, ~ WN(0,02) e B1, 2 costanti note:

(a) Si dica, giustificando la risposta, se X; ¢ stazionario.

(b) Si consideri la media mobile
q

1
= X,
mye 2q+1.z t—j

J=—q

e si mostri che la media di m; & pari a 51 + [Sot.

O 1l processo X; non ¢ stazionario in quanto contiene un trend deterministico. Infatti il suo valore atteso

dipende da ¢:
E[Xy] = p1 + Bat.

[0 Per il calcolo del valore atteso di my si ha:

RS 1 z
Blmi] =B |57 2. X | =57F | 22 Xews

j=—q j=—q
Poiché E[X;_;] = 1 + B2(t — j), si ha:
1 q
E = E t— i
) = 5B | 2 (51 + alt = )
j=—q
1 q q q
el DOL TS AR op
2g+1 \ . : :
j=—q j==q j=—q

9011 (B1(2¢ + 1) + Bot(2¢ + 1) + 32 - 0)

= B + Pat

5.10 Dato il processo Y; = a + bt + ct? + &4, con g, ~ WN(0,02), si consideri X; = (1 — B)?Y;.
Si stabilisca a che classe di processi appartiene X;.
2. Sidica se X; € un processo stazionario e/o invertibile.
00 1. Sviluppiamo I’espressione per X;:

X;=(1-B)?Y;=(1-2B+ B?Y,
=Y —2Yi 1 +Yio
=a+bt+ct’+e —2[a+bt—1)+c(t—1)2+e1] +a+blt—2)+c(t—2)>+¢&_
=2c+er — 261+ €19
Quindi Xy ~ M A(2) con media pari a E[X¢] = pu = 2c.
2. Trattandosi di un processo M A, X; & certamente stazionario. Per valutarne 1’invertibilita troviamo
le radici dell’equazione

1-2B+B*=(1-B)?=0 — Bja=1

Il processo ha dunque due radici unitarie, e pertanto non ¢ invertibile.
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5.11 Si consideri il processo Y; = C + Dt + Xy, dove Xy = X; 1 + &4, cong, ~ WN(0,02) e Xg = K,
dove K ¢ una costante nota.

1. Si supponga dapprima che C' e D siano delle costanti note.
(a) Sidica, giustificando la risposta, se il processo Y; € stazionario.
(b) Si dica, giustificando la risposta, se il processo (1 — B)Y; ¢ stazionario.
2. Si supponga ora che C' ~ N (uc, o%) e D~ N(up, a%) indipendenti fra loro e con X;.

[0 1la) Y; e non stazionario perché contiene un trend lineare C' 4+ Dt e anche un trend stocastico (si pud
far vedere che Y; € un random walk con drift).

1b) (1 — B)Y; & invece stazionario. Infatti:

(1= BYi= Y~ Yi
:C+Dt+Xt—C—D(t—1)—Xt_1
=D+ X;— Xy 1=D+¢

t
2a) Poiché, com’e immediato verificare, £ (X;) = F | K + Zsj = K,siha: E(Y;) = E(C +
j=1

Dt + X;) = pie + upt + K. Quindi E(Y;) dipende da ¢, e dunque Y; non & stazionario.

2b) Come prima, (1 — B)Y; = D + &, solo che questa volta D ~ N (uup,0%). Chiamato W; =
(1 — B)Y%, siha:
EW;)=FED+¢)|=E(D)+ E(et) =pp Vt

Var(Wy) = Var[D + ¢ = Var(D) + Var(e;) = 0% + 02 Vi
Cov(Wy, Wiyr) = E[(D + et — pp)(D + €441 — pip)]
= E[D*+ Deyy, — Dup + D + e84 — eeip — pD — ppesyr + 1)
= B(D?) — upE(D) — upE(D) + pf
= E(D?) — i} — pup + pj = Var(D) = op, Vi

quindi il processo ¢ stazionario.

5.12 Data una serie stagionale di osservazioni mensili, si assuma che I’effetto stagionale S; sia costante,
ciog¢ S; = Si_12 Vi, che il trend 7} sia lineare e che Y; sia un processo stazionario a media nulla. Si
consideri il modello (misto) X; = T3.5; + Y;.

1. Si applichi I’operatore (1 — B12) a X, e si dica, giustificando la risposta, se il processo risultante
W; = (1 — B'?) X, & stazionario in media.

2. In caso negativo, si proponga un opportuno operatore differenza che risolva il problema.
L1 Sviluppiamo anzitutto Wy:
W= (1-B®)X, =TS, +Y; = Ti-12Si-12 — Yie12 = Sy(Ty — Ti-12) + Vi — Yio12.
1. Poiché T} = a + bt, siha Wy = Sy(a + bt —a — bt + 12 - b) + Y; — Y;_19, ossia:
Wi =12-bS; 4+ Y: — Yi_12.
Pertanto, poiché E(Y;) = E(Y;—12) = 0, E(W;) = 12 - bS,. La media di W; dipende quindi da ¢,

sicché W; non € stazionario in media.
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2. Applicando a W; I’operatore differenza stagionale (1 — B'?) si ottiene:
(1-B®)Wy =12-b5; —12-bS; 12+ Yy = Yi_12 — Yi_12 4+ Yios = ¥ — 212 + Vi_o4,
in quanto S; = S;_12. Stante la stazionarieta di Y7, che ha media nulla, si ricava
E[1-B*W] =0

e dunque questo processo ¢ stazionario in media.

Processi ARMA

5.13 Sia dato il processo stocastico

O

Yi=¢1Yi1 + e — 0161,

2

dove |¢1| < 1,101] < 1 e e & un processo white noise di varianza o?.

(a) Si identifichi Y; all’interno della classe dei processi ARMA.
(b) Si spieghi perché Y; ¢ stazionario.

(c) Sicalcoli E(Y;), E(Yier), Var(Y:) = 7o e, infine, 1 e 72, ossia le autocovarianze di ordine 1 e 2.

(a) Un processo stocastico nella classe ARMA (AutoRegressive Moving Average) si rappresenta me-
diante legami di tipo lineare con il proprio passato (componente autoregressiva o AR) e con i valori
correnti e passati di una componente stocastica di tipo white noise (componente media mobile o
MA). Un processo ARMA(p, q), talvolta detto processo misto, ¢ definito dall’espressione

Yi=¢o+ 1Y+ + Y
+&r — 915,5_1 — = Qth_q

che, utilizzando 1’operatore ritardo B, si puo scrivere nella forma compatta
P(B)Y; = ¢o + 0(B)e
con

$(B)=1— 1B~ —,B
8(B)=1-6,B—---—§,B.

I valori p e g rappresentano I’ordine del processo ARMA, il primo riferito alla componente AR ed
il secondo alla componente MA. Il processo proposto in questo esercizio & quindi un ARMA(1,1),
il pitt semplice processo misto, senza il termine costante (ossia ¢g = 0).

Le proprieta stocastiche di un processo ARMA dipendono dalle proprieta algebriche degli opera-
tori polinomiali ¢(B) e 6(B): le condizioni poste sui parametri [¢1| < 1 e |f;| < 1 assicurano
la stazionarieta e I’invertibilita del processo Y;. Il processo si dice quindi ammissibile: tale carat-
teristica permette di identificare univocamente i parametri del modello a partire dalla funzione di
autocovarianza del processo ARMA.
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Un processo stocastico si definisce stazionario (in senso debole) se valgono le seguenti proprieta
(Di Fonzo e Lisi, 2005, p. 165):

E(Y;) =p vt

E(Y; — p)? =0%< vt

E(Y; —pu)(Yip —p) =w Vt,VEk.

In sostanza, si pongono le condizioni che la media e la varianza del processo siano costanti nel
tempo e che la funzione di autocovarianza, ossia la misura della covarianza fra le variabili casuali
Y; e Y;_, non muti nel tempo ma dipenda esclusivamente dal ritardo temporale k.

Per un processo ARMA la stazionarieta si pud verificare analizzando le proprieta del polinomio
autoregressivo ¢(B) (un processo MA(q) ¢ infatti sempre stazionario). Si dimostra che un processo
ARMA (p, q) & stazionario se tutte le p radici dell’equazione caratteristica ¢(B) = 0 sono, in
modulo, maggiori di uno (Hamilton, 1994). In questo caso, I’equazione caratteristica ¢ data da

1-¢1B=0
la cui unica soluzione & B = 1/¢;. Dunque il processo € stazionario per |¢1| < 1, da cui si ottiene
|B| > 1.
Il valore atteso di un processo ARMA(1,1) ¢

E(Y;) = E(po+ ¢1Yi—1 +e¢ — O164-1)
=¢o + 01 E(Yi-1)

dove i termini E(e;) e E(e¢—1) si annullano considerando le proprieta di un processo white-noise.
Ora, ipotizzando la stazionarieta del processo si puo assumere E(Y;) = E(Y;—1) = p. Quindi,

E(Y;) = p = do + d1p
®o
1—¢1

Si noti che un processo autoregressivo stazionario ha una media sempre superiore al termine co-
stante ¢: piu alto ¢ il valore del parametro autoregressivo ¢; maggiore sara tale distanza. Per il
processo in esame si ha F(Y;) = 0, in quanto il termine costante € escluso dalla specificazione.

M:

I1 valore atteso del prodotto (Y;e;) esprime la covarianza fra il processo ARMAC(1,1) ed il disturbo
che guida il processo stesso. Si dimostra facilmente che

E(Yier) = E[($1Ys—1 + ¢ — O160-1)et]
= E(e}) = o?

ovvero ¢ pari alla varianza del disturbo.

La varianza di un processo ARMA si ottiene calcolando il momento centrale del secondo or-
dine. Nell’ambito delle serie storiche la varianza si indica spesso con g, poiché rappresenta
I’autocovarianza al ritardo 0. Nel caso in esame, considerando che E(Y;) = 0, si ha

E(Y?) = E[Yy($1Yi—1 + & — O164-1))]
=E(Y:  01Yi1) + E(Yier) — 01 E(Yier—1)
= 0 E(YY; 1)+ 02 —0.E(Yier_1).
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Sostituendo ancora, nel primo e nell’ultimo termine, 1’espressione che identifica il processo Y; e
sviluppando i prodotti si giunge all’espressione

E(Y2) = 61 E[(¢1Yio1 + &1 — b1e1-1)Yi 1] + 02
—01E[($1Yi1 + &t — O1e4-1)e4-1]
E(Y?) = $1E(Y2 ) — 016102 + 02 — 019102 + 0302,

Per un processo stazionario, la varianza & identica ad ogni istante temporale, quindi E(Y;?) =

E(Ytik) = o per ogni k. E quindi possibile derivare una forma esplicita per la varianza di un

processo ARMA(1,1):
Yo — ¢30 = 02 + 0102 — 20141072
(1= ¢y = (1+ 67 — 201¢1)02
(14 62 — 201¢1)
(1-¢9)

Q
(Tzl\':

Y0 =

Le autocovarianze di ordine 1 e 2, vale a dire ~y; e 2, possono essere calcolate con lo stesso
procedimento utilizzato per il calcolo della varianza . Per ~; si ha:

11 =EYYi—1) = E[(¢1Yim1 + et — b1e—1)Yi—1]
=0 EY2E) +EYi_16) — 1 E(Y; 164 1).

Semplificando con i risultati gia ottenuti

Y1 = ¢170 — 0102
(1467 —201¢1) »
= ¢ g
Loa-e)

Mettendo in evidenza il termine o2, si giunge all’espressione per 1’autocovarianza di ordine 1:

(1 + $1603 — 0197 — 91)02
(1—¢7) :
(p1 —01)(1 — ¢>191)02
(1—¢7) B

2
— 910’5.

M=

Infine, per 72 si ha

v2 = E(Y1Yi_2) = E[(¢1Yi—1 + ¢ — bhei—1)Yi—2]
=N E(Yi—1Yi—2) = ¢171,

che equivale all’autocovarianza di un processo AR(1). In effetti, per ritardi temporali superiori a ¢
la funzione di autocovarianza di un processo ARMA(p, ¢) si comporta esattamente come quella di
un processo AR di ordine p, ovvero vale la relazione

Ve = o171 = 0" 'y, k>p.
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5.14 Per ciascuna delle seguenti affermazioni dire se essa ¢ vera, falsa o incerta. Commentare brevemente
le soluzioni.

O

(a)
(b)
(©)

(a)

(b)

(©

Un processo stocastico MA di ordine finito ¢ sempre stazionario.
Un processo stocastico stazionario in senso forte & automaticamente stazionario in senso debole.

Un processo del tipo Y; = aY;_4 + €4, dove ; ¢ un white noise, € un processo AR(1).

Vero. Secondo il teorema di Wold un processo stazionario puo essere espresso come combinazione
lineare di un numero infinito di processi white noise, cio¢

Yi = e +ree—1 +oci—o + - = ¢P(B)er

dove la sommatoria infinita dei coefficienti al quadrato ¢ finita, ovvero
Z 2
J
Quindi, un processo MA di ordine finito ¢ sempre stazionario poiche la serie

Y(B)=0(B)=1-) 0,5

¢ finita.

Incerto. Un processo stocastico Y; € stazionario in senso forte se tutte le funzioni di ripartizione
finite rimangono invariate per traslazioni dell’asse temporale, mentre ¢ detto stazionario in senso
debole quando sono invarianti rispetto al tempo esclusivamente i momenti del primo e del secondo
ordine. Tuttavia, la stazionarieta in senso forte non implica I’esistenza dei momenti del processo,
compresi i primi due. Pertanto, affinché un processo stazionario in senso forte sia anche un processo
stazionario in senso debole ¢ necessario che i momenti del primo e del secondo ordine siano finiti.

Incerto. Il processo Y; ¢ un AR(1) stagionale, noto in letteratura come SAR(1), con periodicita
pari a 4. Tale processo ¢ adatto per cogliere comportamenti stagionali per serie trimestrali: ogni
osservazione viene messa in relazione a quella corrispondente al trimestre dell’anno precedente.
Si ricorda che le funzioni teoriche di autocorrelazione globale e parziale di un processo stocastico
SAR(1) con periodo s presentano la stessa dinamica di quella di un processo AR(1) replicata ogni
s passi: esiste quindi una forte affinita tra i due processi. L’analogia vale anche per o = 1, nel qual
caso la componente stagionale si dice non stazionaria.

5.15 Sia dato il processo stocastico

g

dove €; ¢ un processo white noise di varianza o

(a)
(b)
(©)

(a)

Y=Y, 1 +¢e+0,8_1,

2
c.

Si classifichi Y; all’interno della classe dei processi ARMA.
Si identifichi, sempre nell’ambito dei processi ARMA, il processo (1 — B)Y;.

Si dimostri che Y; non € stazionario.

11 processo Y; € un ARMA(1,1), con ¢; = 1 e ; = —0,8. La radice della parte AR ¢ unitaria, per
cui il processo non € stazionario; esso risulta comunque invertibile, in quanto la condizione |6;| < 1
¢ rispettata. Come vedremo pill avanti, in questi casi ¢ pill utile una rappresentazione di tipo ARI-
MA, che estende quella ARMA distinguendo esplicitamente tra radici autoregressive stazionarie e
non stazionarie (o unitarie). Nella fattispecie il processo corrisponde ad un ARIMA(0,1,1), in cui
con il termine centrale si indicano per 1’appunto il numero di radici unitarie in esso contenute.
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(b) L applicazione dell’operatore differenza (1 — B) provoca la rimozione della radice unitaria dal
processo Y;. Infatti,

(1- B)Y =¥i — Yi_4
=Y 14+e+081] - Y
=&+ O,SEt_l

che ¢ un processo MA(1) con #; = —0,8. Questo & un esempio di processo non stazionario che
puo essere reso stazionario tramite un’opportuna trasformazione. Generalizzando, 1’applicazione
dell’operatore (1 — B)? ad un processo stocastico comporta la rimozione di d radici unitarie.

(c) La condizione di stazionarieta |¢1| < 1 non & rispettata, ne consegue che il processo Y; non &
stazionario. Analizziamo ora in dettaglio che tipo di non stazionarieta caratterizza Y;. Riscriviamo
il processo Y; attraverso sostituzioni ripetute dei propri valori passati:
Yi=Y1+e& +085 1
=Y o+e+ 1,851+ 0,852
=Y, 3+ + 1,851+ 1,852+ 0,83

=Yy+e + 1,841+ -+ 1,869 + 0,8¢;.

L’ultima espressione indica che Y; dipende dalla condizione iniziale del processo Yy, per semplicita
riferita al tempo 0, e dalla storia passata dei disturbi ;. Assumendo Y, costante (Yo = o), €
prendendo il valore atteso di entrambi i membri si ottiene

E(Y:) =yo

dal momento che il valore atteso per i termini €; & sempre nullo. La media del processo ¢ quindi
costante per ogni tempo, sebbene il valore g sia ignoto.

Vediamo ora qual ¢ il comportamento nel tempo della varianza di Y;. Ipotizzando yg = 0, la
varianza si ottiene facilmente dallo sviluppo dell’espressione

Var(Y;) = B(Y?) = E[(es + 1,851 + - - - 4+ 1,829 + 1,8¢1)?]
= E(e}) +3,24E(e7_)) + - -
+3,24F(£3) + 3,24E(£%)
= 021 4 3,24(t — 1)].
La varianza non ¢ quindi costante ma cresce linearmente con I’aumentare dell’orizzonte temporale.
L’accumulo dei disturbi &, in assenza di un fattore di smorzamento ¢ inferiore (in valore asso-

Iuto) ad 1, determina una crescita costante dell’incertezza, la quale induce il comportamento non
stazionario del processo Y;.

5.16 Dati i due processi AR(1) debolmente stazionari

Yi = ¢1Yi1 + &, et ~ WN(0,02)
Xt = 1 X1 + 1y, v ~ WN(0,02)

con ¢; indipendente da vy, si consideri il processo Z; = Y; + X, risultante dalla somma dei due.
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(a)
(b)

(a)

(b)

5. PROCESSI STOCASTICI

Dire che tipo di processo ¢ Z; (giustificare la risposta).
Calcolare E(Z;), Var(Z;) e Cov(ZiZi—1).

Il processo Z; ¢ il risultato della somma di due processi AR(1) debolmente stazionari, con lo stesso
parametro autoregressivo. Scrivendo il processo per esteso otteniamo

Zy =Y + X3

Z = ;1Y + 1 Xe1 + e+

Zy=¢1 (Vi1 + Xp1) +er+ 1y

Zy= ;121 + &

dove & = €; 4+ 1. Quest’ultimo processo conserva le proprieta di un processo white noise: infatti
si ha

E(&§) = E(et + 1) =
Var(&) = E(&) = El( t+Vt) ]
= E(?)+ EW?) =02 + 02
E(&&—k) = El(et +vi)(et—k + 1) =0

considerato che I’indipendenza dei due disturbi originari comporta I’annullamento dei termini
E(e;vs) =0 Vr,s.

7i ieta 1Y; ¢ un vi u ivo ¢ u idu
La stazionarieta debole di Y; e X; pone un vincolo al parametro autoregressivo ¢; comune ai due
processi, ovvero deve valere |¢1| < 1. Quindi, il processo Z; & anch’esso un AR(1) debolmente
stazionario.

La media di un processo AR(1) ¢ data da

Po
1—¢1
dove con ¢ si indica il termine costante. Entrambi i processi Y; e X; non presentano nella propria

specifica tale termine, pertanto ¢y = 0. Se ne deduce che F(Y;) = 0 e E(X;) = 0. Per il processo
somma si ha ovviamente

E(Zy) = E(Y; + X¢) = E(Y}) + E(Xy) = 0.

Dalle proprieta di un processo AR(1) otteniamo le seguenti espressioni per la varianza di Z;

2 2 2
o o +o
E(Z2) =~y = —5 =2 T%
(t) Y0 1_¢% 1_¢%
2 2
O gy 2 2
= + =FEY")+ E(X

e per la sua autocovarianza al lag 1

E(ZiZi1) = v1 = ¢170
= 0 E(YY) + g1 B(X7).

79



SERIE STORICHE: ESERCIZI

Quindi, la risultante della somma di due processi AR(1) tra loro indipendenti ¢ ancora un processo
AR(1) che possiede una variabilita pari alla somma di quella dei processi originari. Si noti che la
funzione di autocorrelazione ¢ tuttavia identica nei tre casi: i processi condividono infatti la stessa
struttura di dipendenza temporale stabilita dalla legge esponenziale

pk:¢>’f per k > 0.

5.17 Approssimando i calcoli alla seconda cifra decimale, indicare 1’ordine ¢ e scrivere in forma esplicita il

processo MA(q) atto a rappresentare il seguente processo ARMA(1,1):

Y; =0,1Ys—1 + et — 0,264

Il processo puo essere scritto nel modo seguente:
(1-0,1B)Y; = (1 —0,2B)ey,

ovvero, per B # 10,
(1-0,2B)
Y = ——~¢e.
T 1-01B)""

Ricordando che, per |a| < 1,

)

e .
Zazzl+a+a2—|—a3+-“=
P 1-a

possiamo scrivere
1018 - 14 0,1B +0,01B%+0,001B% + - - - .
Approssimando i calcoli alla seconda cifra decimale possiamo dunque scrivere
Y; = (1+0,1B +0,01B%)(1 — 0,2B)e;.
Sviluppando si ha
Y; = (1+0,1B +0,01B% — 0,2B — 0,02B% — 0,002B%)z;.
Raccogliendo e approssimando alla seconda cifra decimale si ha:

th =&t — O,lEtfl — 0,0lSt,Q.

Pertanto, al livello di approssimazione dato, Y; puo essere rappresentato da un processo MA(2) con
coefficienti 1 = 0,1 e 65 = 0,01.

5.18 Approssimando i calcoli alla terza cifra decimale, indicare I’ordine ¢ e scrivere in forma esplicita il

processo MA(q) atto a rappresentare un processo AR(1) con parametro ¢; = —0,2.
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L] Operando sostituzioni successive per il processo AR(1)
Yi=¢1Yi1+e
si ottiene:

Yi=¢1(01Yio+e1-1) + &
= ¢1Yi o+ et + drei1
= ¢%(¢1yt—3 +er—9) + e+ dr1er
= ¢1Yi_3 + et + d1er1 + dler—o

m—1
=1"Yem + Z ¢J15t*j'

J=0

Poiché (—0,2)* = 0,0016 e (—0,2)°> = —0,00032, con approssimazione pari alla terza cifra decimale
I’ordine q del modello MA atto a rappresentare il processo AR(1) in questione ¢ 4. La forma esplicita di
tale processo ¢ la seguente

Yi = — 0,264,174+ 0,046 — 0,008c¢_3 + 0,002 _4.

5.19 Si dica se il processo ARMA(2,2)
Yy =0,75Y;1 — 0,125Y; 2 + &4 — 0,841 + 0,152
¢ sovraparametrizzato e, in caso affermativo, lo si semplifichi.
[ 11 processo ARMA(2,2) puo essere scritto nella forma compatta
(1-0,75B +0,125B%)Y; = (1 — 0,8B + 0,15B%)z;.

Per verificare se il processo ¢ sovraparametrizzato bisogna risolvere le due equazioni caratteristiche
associate ai polinomi AR e MA, cio¢

$(B)=1-0,75B +0,125B*> =0
0(B) =1-0,8B +0,15B> =0

e confrontare le rispettive soluzioni. Risolviamo dapprima I’equazione AR:

0,75 +,/0,5625 — 0,5 0,750,225 (4
0,25 0,25 |2

By =

La parte AR puo essere quindi espressa attraverso il prodotto dei due binomi
¢(B)=(1-0,25B)(1 —0,5B).
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L’equazione caratteristica del polinomio MA ha invece soluzioni

08+,064-06 08+02 [10
0,3 03 ] 2

By =

e pertanto esso puo essere scomposto nel prodotto

0(B) = (1 — 1%3)(1 —0,5B).

Esiste quindi una radice comune ai due polinomi (B = 2), pertanto il processo ARMA(2,2) originario
puo essere semplificato nel processo ARMA(1,1) seguente:

(1-0,25B)Y; = (1 — 0,3B)e,.

Esercizi supplementari

C5.1 Dati i due processi MA(1) invertibili

}/t =&t — 9161571, Et WN(0,0’?)
Xt = UVt — (911/,5_1, Vg ~ WN(O,O’I%)

con &; indipendente da v4, si consideri il processo Z; = Y; + X, risultante dalla somma dei due.

(a) Dire che tipo di processo ¢ Z; (giustificare la risposta).
(b) Calcolare E(Z;), Var(Z;) e Cov(ZiZy—1).

C5.2 Si consideri un processo stocastico, X, con funzione di autocovarianza pari a:

2 per k=0
Y =405 per k==£1
0 altrimenti
(a) Dire, giustificando la risposta, con che modello della classe ARIMA questa funzione di autocova-
rianza ¢ coerente.
(b) Si calcolino i valori dei parametri del modello, stazionario e invertibile, indicato al punto preceden-

te.

C5.3 Assegnare, giustificando la risposta, le funzioni di autocorrelazione riportate in figura ai seguenti
processi:

(a) Xy =¢¢
(b) X; =0,8X;_1+¢&
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(C) Xt =&+ 0,881571
(d) Xt = O,9Xt71 + &+ 0,861571
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C5.4 Dati i due processi:

1 1
Xi=¢ — =4 T Yi=—Y,_ -Y;_ X
t = ¢t 65t1+36t2 e t 12t1+6t2+ t
dove g, ~ WN(0,1).

(a) si mostri che Y; pud essere scritto come un ARM A(p,q) e si determinino gli ordini p e .
(b) Dire, giustificando la risposta, se il processo Y; ¢ stazionario e invertibile.
(c) Calcolare la varianza di Y;.

C5.5 Si consideri il processo

1
Xy =Wy + §Wt_1 con W, ~ 11D U(0,2)

(a) Calcolare il valore atteso e la varianza di X;.
(b) Calcolare la funzione di autocorrelazione di X;.
(c) Dire, giustificando la risposta, se il processo ¢ stazionario.

(N.B. Si ricordi che se X ~ U(a,b) allora f(z) = ;L per z € [a,b], 0 altrimenti)
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6
Processit ARIMA

6.1 Si consideri un modello ARIMA(1,1,1) con ¢ = 0,3 e § = 0,5. Scriverlo in forma di modello
ARMA(p, q) e verificare che le radici dell’equazione caratteristica non soddisfano le condizioni di
stazionarieta.

[l L’espressione usuale di un modello ARIMA(1,1,1) ¢
(1-0,3B)(1 —B)Y; = (1—-0,5B)e;.
Sviluppando il prodotto dei due polinomi in B a sinistra del segno di uguaglianza, si ottiene
(1—1,3B+0,3B?)Y; = (1 —0,5B)¢y,

che si presenta come un modello ARMA(2,1). Per come ¢ stato ottenuto, sappiamo pero che le due radici
dell’equazione caratteristica della parte AR,

(1-1,3B+0,3B%) =0

Sono

Solo una radice, dunque, ¢ in modulo maggiore di uno, mentre 1’altra ¢ una radice unitaria, per cui, com’e
ovvio, il modello non & stazionario.

6.2 Sia {Y;}}" , una serie storica generata da un processo stazionario tale che E(Y;) = 0, Var(Y;) = 0,81,
Cov(Y:,Ys) = 0 Vit # s. Si consideri il processo X ottenuto applicando la media mobile

1

Xt?)

(Yio1+ Y+ Yie).

(a) Calcolare il valore atteso e la funzione di autocorrelazione del processo X;. Commentare.

(b) Basandosi solamente sulla funzione di autocorrelazione, quale potrebbe essere il modello della
classe ARIMA piu adatto a descrivere X;?

[0 (a) Il valore atteso del processo X; ¢ anch’esso nullo, secondo 1’espressione

E(X)) = 2 E(Yio1 + Y + Yir1)

1 1
E(Ye-1) + 3E(Yy) + 2 B(Yi41)

SwWwlrwl+
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Per il calcolo della funzione di autocorrelazione si determina in primo luogo la varianza del proces-
so X;. Considerando I’ipotesi di incorrelazione del processo Y; a periodi diversi, si puo scrivere

1 1 1
E(X}) = §E(Yt2—1) + §E(Yt2) + §E(Yt%r1)

che, una volta sostituito il valore della varianza di Y3, equivale a
E(X?) =0,27.

Analogamente, 1’autocovarianza del primo ordine ; ¢ pari a

1 1
B(XiXi1) = sE(V2) + G B(2) = 0,18

mentre quella del secondo ordine 7, ¢
1
E(X: X 0) = gE(Yt—ﬂ = 0,09.

Dal ritardo 3 in poi I’autocovarianza ¢ nulla, ovvero v, = 0 per k > 2. La funzione di autocorrela-
zione py, risulta quindi pari a

0,666 perk=1
pr =14 0,333 perk =2
0 per k > 3.

Rispetto al processo originario Y% il processo X; possiede una varianza inferiore ed include una cor-
relazione seriale spuria, generata dall’applicazione della media mobile di tre termini ad un processo
incorrelato (effetto di Slutsky-Yule, gia introdotto nel capitolo sulle medie mobili).

(b) Una funzione di autocorrelazione globale che si annulla dal ritardo 3 in poi ¢ tipica di un processo
MA(2).

6.3 Sia 24, t = 1,2,...,240, una serie storica che viene modellata come un ARIM A(p,d,q). Dopo aver
differenziato la serie, si ottengono le seguenti funzioni di autocorrelazioni empiriche:

Lag ACF PACF
-0,2946 ?
-0,0868 -0,1901
-0,0698 -0,1775
0,0869 -0,0165
0,0624  0,0673
-0,0952  -0,0482

AN N AW~

1. Completare la tabella, fornendo il valore della PACF al ritardo 1.
2. Suggerire, motivando la risposta, i valori di p, d e ¢ che dovrebbero meglio modellare i dati.

3. Scrivere la rappresentazione del modello scelto.

[1 Aver differenziato la serie equivale ad avere fissato (almeno per il momento) d = 1.
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1. La PACF al ritardo 1 & per definizione uguale alla ACF allo stesso ritardo, e pertanto il valore
mancante ¢ pari a -0,2946.

2
2. Le bande di confidenza per ACF e PACF sono approssimativamente pari a i\/ﬁ = +0,1291. Ne

deriva che I’ACF al ritardo 1 e le PACF ai primi 3 ritardi sono significativamente diverse da 0, men-
tre tutte le altre no. Questo andamento ¢ tipico di una serie storica generata da un processo MA(1),
e quindi si puo ritenere che il processo generatore della serie originale sia un ARIM A(0,1,1).

3. Larappresentazione del modello ARIM A(0,1,1) & la seguente:

(1-B)X;=(1—-¢B)e;  cone; ~ WN(0,62).

6.4 Si consideri il processo
Yi=Yii+e, a~WNOLI), Yy=0.
(a) Calcolare il valore atteso e la varianza del processo.

(b) Calcolare la funzione di autocorrelazione del processo.

O  (a) Il processo Y; € non stazionario e prende il nome di random walk. Per il calcolo del valore atteso e
della varianza ¢ utile operare sostituzioni ripetute di Y; ai vari ritardi:

Yi=Y1+¢
=Y o+e1+es
=Y, 3+ o+e1+es

t
6.1) =Yo+ ) &,
=1

da cui, tenuto conto che Yy = 0, si ricava che il processo puo essere riscritto nella forma Y; =
25:1 g;. Prendendo il valore atteso di ambo 1 membri si ottiene

t

E(Y;) =) E(e:) =0.

i=1

La varianza del processo ¢ pari a
Var(V;) = E(Y?) =Y Var(e}) =t,

ovvero cresce con il passare del tempo ¢. Il processo quindi risulta non stazionario in varianza.
(b) Per calcolare la funzione di autocovarianza conviene riferirsi di nuovo all’espressione (6.1):
t  t+k
EYiYi) =E | &) ¢
—

i=1
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Considerato che il processo €; € un white noise, tutti i prodotti incrociati - che cio¢ interessano
indici ¢ e j diversi - si annullano. Gli unici termini non nulli sono gli errori al quadrato comuni nei
due istanti temporali. L’espressione puo essere pertanto semplificata in

BE(YiYyr) =Y E(e]) =t.

i=1
La funzione di autocorrelazione del processo random walk ¢ quindi pari a

E(YiYiyk) t t

T Var(Y) Var(Vi) i+ k) t+k

Pk

Si noti come 1’autocorrelazione dipenda in questo caso dall’indice temporale ¢ e che al crescere
dello stesso il suo valore tenda ad 1 per tutti i ritardi temporali. Per tale motivo il processo si dice
avere memoria infinita.
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Stazionarieta ed invertibilita
6.5 Si verifichi la stazionarieta del processo
Y, =t(1 —0B)e

con
e ~ WN(0,0%), |8l <1, a > 0.

L] Calcoliamo anzitutto la media del processo:
EY;) =t*E(e; —0e4-1) =0 Vau
La varianza ¢ invece pari a
Var(Y;) = t*E|(e; — fes_1)?] = t20%(1 + 6?).

Perché il processo sia (debolmente) stazionario, € necessario che la varianza non dipenda da t. Per o > 0
cid non accade, e dunque il processo ¢ non stazionario.

6.6 Determinare 1’insieme dei valori « per cui risulta stazionario il processo
Zy = Zy1 + aZo + i, i ~ WN(0; 1,47)
pera € R.

[l Z; ¢ un processo AR(2), con parametro del primo ordine fissato (¢; = 1) e parametro del secondo ordine
libero (2 = «). Il processo AR(2) in esame risulta stazionario se le radici dell’equazione caratteristica

—aB?~B+1=0
sono in modulo maggiori di uno. Risolvendo I’equazione si ottengono le due soluzioni

-1-+v1+4a
1+ VI+4da 20

—2a —14+ 1+ da

2

By =

Per verificare la proprieta di stazionarieta bisogna valutare le condizioni |B;| > 1 e |Bz2| > 1 in funzione

del parametro «. Notiamo anzitutto che le radici sono reali per 1 + 4o« > 0, ossia per o > —211—, e

complesse per a < *Zlf Concentriamo ’attenzione prima sulle soluzioni reali dell’equazione, ossia

valutiamo B/, per o > *Zlf Osserviamo che per o > 0 si ha By > 0, per cui per tale radice (e per
a > () iniziamo col determinare i valori di « per i quali sia Bo > 1, ossia:

-1+ +vV1+4a > 2«
VvV1i4+da >2a+1
1+4a >4 +4a+1
402 <0
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Visto che I'ultima espressione non pud mai essere soddisfatta, ne consegue che per a > 0 si ha sempre
0 < By < 1, e dunque almeno una delle due radici ¢ all’interno del cerchio di raggio unitario. In altre
parole, per a > 0 il processo non & stazionario. Passiamo ora a considerare il caso —lef <a<0 E
immediato verificare che, in questo caso, 0 < By < Bj, per cui ¢ sufficiente determinare per quali valori

di o siha By > 1, ossia:
-1+ v1+4a < 2a
Vvi4+da<2a+1.
40?2 >0
Ora, poiché per o > —lef (e in verita per o qualsiasi) si ha sempre 4o > 0, la diseguaglianza By > 1 &
sempre vera e, a maggior ragione, B; > 1. In altre parole, per —211 < a < 01l processo ¢ stazionario.
Studiamo ora le radici per o < — 1 , ovvero nel campo immaginario. La condizione di stazionarieta di un

processo con radici complesse richiede che il loro modulo sia superiore ad uno. Il modulo R & definito
nel seguente modo (Hamilton, 1990):

6.2) R=+a2+ 12

dove a e b rappresentano rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria della radice complessa.
Nel nostro caso tali valori sono pari a

1
a=——
2
b vV—1—4«
- 20 '

Affinché il processo risulti stazionario con radici complesse il modulo R deve essere superiore ad 1, ossia

1
R=1/-=>1,
o

relazione che € soddisfatta per —1 < o < 0.

Si ricorda tuttavia che la regione di valori di « per avere radici complesse non supera il valore —1/4,
pertanto la condizione precedente si restringe a

-l<a<-1/4.

Il processo Z; ¢ pertanto stazionario per —1 < a < 0, e le radici del polinomio caratteristico associato
sono complesse per —1 < a < —i e reali per —% <a<O.

6.7 Dire (giustificando la risposta) se il processo
Y; =& — 04,1 — 0,21e4_9, ¢ ~ WN(0, 0?),

¢ stazionario ed invertibile.
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L1 Si tratta di un processo MA(2) che, essendo combinazione lineare di componenti white noise, € sempre
stazionario. Quanto all’invertibilita, & necessario calcolare le radici dell’equazione caratteristica

—0,21B* - 04B+1=0.

Il processo ¢ invertibile se le due radici della precedente equazione sono, in modulo, maggiori di uno.
Risolvendo I’equazione si trova:

0,4 & /0,16 + 0,84

By =

—0,42 ’
ossia
0,4+ +/0,16 4+ 0,84 1.4
B = = — =-3,33
—0,42 0,42
0,4 —+/0,16 + 0,84 0,6
By = = =1,43.
—0,42 0,42

Pertanto, il processo ¢ invertibile.

6.8 Si considerino i processi

(1-0,8B+0,12B*)X; = (1 — 0,2B)e;
(1-0,7B)Y; = (1 — 0,4B — 0,21B?)¢;

con g, ~ WN(0, 02). Si dica se sono stazionari e/o invertibili.

O 1l processo X; ¢ un ARMA(2,1), mentre il processo Y; ¢ un ARMA(1,2). Un processo ARMA ¢ stazio-
nario quando le radici del polinomio caratteristico della parte autoregressiva sono in modulo maggiori
di uno; si dice invece invertibile quando le radici del polinomio caratteristico della componente a media
mobile sono in modulo maggiori di uno. Verifichiamo nell’ordine tali condizioni per il processo X;.
L’equazione caratteristica del polinomio autoregressivo &

1-08B+0,12B%2=0

le cui soluzioni sono
0,84+ +/0,16 {5

Buo =050 = 1.666

Il processo X; & dunque stazionario. La radice del polinomio a media mobile & pari a B; = 1/0,2 = 5,
pertanto il processo ¢ anche invertibile. Si noti, peraltro, che il polinomio autoregressivo e quello a media
mobile presentano una radice comune (B = 5), e dunque il processo valido per X; ¢ di fatto un AR(1)
stazionario. Analizziamo ora le proprieta del processo Y;. La parte autoregressiva ¢ del primo ordine,
sicché la condizione di stazionarieta ¢ immediatamente verificabile: la radice € pari a By = 1/0,7 =
1,429, pertanto il processo Y; € stazionario. La verifica dell’invertibilita richiede invece nuovamente di
risolvere 1’equazione caratteristica di secondo grado associata al polinomio MA

1-04B—0,221B*=0
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che ha soluzioni

0,4+ +1 { —3,333
Bijg=——7%—=

—0,42 1,429

Essendo entrambe le radici maggiori di 1 in valore assoluto, si pud concludere che il processo Y; ¢
stazionario e invertibile. Anche in questo caso, pero, si pud operare una semplificazione visto che c’¢
una radice comune (B = 1,429). Il processo Y; ¢ dunque, di fatto, un MA(1) stazionario.

6.9 Discutere stazionarieta ed invertibilita del processo
Y; =0,3Y;1 + & —0,09¢4 9,
con g, ~ WN(0,02), e calcolare la funzione di autocorrelazione globale.
O 1l processo puo essere scritto nella forma
(1-0,3B)Y; = (1 —0,09B%)¢,
ossia, poiché 1 — 0,09B% = (1 — 0,3B)(1 + 0,3B),
(1-0,3B)y: = (1 —0,3B)(1 4 0,3B)e;.
Semplificando si ottiene il processo MA(1) stazionario ed invertibile
Y; =& + 0,361,

la cui funzione di autocorrelazione globale & pari a

61
Pk = 1—}—9%
0 perk > 1

perk=1

con #; = —0,3. Si ha dunque:
~ [0,27523 perk =1
PE=0 perk > 1.

6.10 Si consideri il processo
Y =0,2Y;1 +0,15Y;_9 + e +0,364—1, & ~ WN(0,1).

(a) Verificare se il processo ¢ stazionario e/o invertibile.

(b) Calcolare i pesi della rappresentazione AR(co) e MA(co) per j = 1,2,3,4,5 e fornire 1’espressione
per il calcolo dei generici pesi v, € ;.

(c) Calcolare il valore atteso e la funzione di autocorrelazione globale del processo.
O  (a) 1l processo puo essere scritto in forma compatta
¢(B)Y; = 0(B)es,
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con ¢(B) =1—0,2B — 0,15B% ¢ §(B) = 1 + 0,3B. Cerchiamo anzitutto le radici del polinomio
autoregressivo, ossia le soluzioni dell’equazione ¢(B) = 0:

0,2+ /0,04 10,6
1-0,2B—0,15B> =0 By = — 0’3+ ’
0,2+0,8 -3,33
Bio = 22— 0% 99
1,2 03 { 9

Poiché ¢(B) = 1 —0,2B — 0,15B% = (1 + 0,3B)(1 — 0,5B), il processo si semplifica nel modo
seguente:

(1-05B)Y; =¢;=Y; =0,5y,1 + &

Il processo Y; ¢ dunque un AR(1) stazionario (¢ = 0,5), che ¢ per definizione invertibile.

Un processo ARMA stazionario ed invertibile puo essere scritto nelle forme equivalenti

W(B)Y% =&t
o(B
"B =55

Y, = ¢(B)ey

w(m) = 53

Nel primo caso si tratta di un processo AR(c0), il secondo ¢ un processo MA(co). Per derivare il
valore dei coefficienti bisogna impostare le identita

m(B) = (1 —mB —mB*—...)=¢(B)1(B)

¥(B) = (1-41B —42B*—...) = ¢ (B)I(B),

e uguagliare i coefficienti delle stesse potenze di B a sinistra e a destra del segno di uguale. Nel
caso specifico di un AR(1) i pesi della rappresentazione AR(oco) sono 71 = ¢ = 0,5 e m; = 0 per
j > 1. Sfruttando poi la nota relazione

(1—¢1B) ' =1+ ¢B+¢*B>+¢*B>+..))
1 pesi della rappresentazione MA(oo) risultano pari a
i =—¢}, § > 0.
Sostituendo a ¢ il valore 0,5 si ha

1/}1 = _0757 ¢2 = _07257 ¢3 = _071257
by = —0,0625, 15 = —0,03125.
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(c) 1l valore atteso di un processo AR(1) senza costante ¢ nullo. Infatti si ha

E(er);

E(Y;) = BE(0.5Y;1 + &) = 0,5E(Y;_1) +
data la stazionarieta del processo si pud considerare F(Y;) = E(Y;_1), pertanto
0.

E(Y;) =05E(Y:) & E(Y;) =

Per derivare la funzione di autocorrelazione globale ¢ necessario derivare la funzione di autocova-
rianza. Questa ¢ data da

Y = ElY,_1Yi] = ElY;_(0Yi—1 + €1)]
= QEY;_1Yi 1] + E[Y;_re4]
= V1 + E[Yi_petl.
Poiché

2 k=0
ElYi—ked] = {g E>0

risulta essere v, = ¢y,_1. Per ripetizione successive si ottiene la ricorsione 7, = ¢*~. Pertanto,
la funzione di autocorrelazione globale di un processo AR(1) € pari a

=2~ gk k>0
Y0

In questo caso abbiamo quindi
pr =055 k>0.

6.11 Dato il processo
Y} =2Y, 1 +e — 452

con gy ~ WN(0, 02), se ne discutano stazionarieta ed invertibilita.
(] Il processo puo essere scritto in forma compatta
(1-2B)Y; = (1 —4B%)g
Cerchiamo anzitutto le radici dei due polinomi, ossia le soluzioni delle equazioni ¢(B) = 0e #(B) = 0:

1-2B=0=B=05
—0,5

— 2 — =
1-4B 0:>Bl/2 {075

I polinomi ¢(B) e 6(B) hanno dunque radici (in valore assoluto) minori di uno, il ché farebbe pensare
ad un processo non stazionario e non invertibile. Tuttavia, una delle radici in questione ¢ comune (e pari
a 0,5), per cui ¢ possibile semplificare il processo, riducendone gli ordini. Infatti, poiché

0(B) =1—4B* = (1-2B)(1 +2B),
il processo si semplifica nel modo seguente:
Y: = (1 + QB)Et =Y =¢+ 2¢41.

Il processo ¢ dunque un MA(1) non invertibile senza alcun problema di stazionarieta.
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6.12 Dato il processo
Y =25Y, 1 — Yo+ e — 225611 4 0,562

con g, ~ WN(0, 02), se ne discutano stazionarieta ed invertibilita.
LI Il processo si scrive in forma compatta
(1—2,5B + B%)Y; = (1 —2,25B + 0,5B%);.
Risolvendo le equazioni caratteristiche di entrambi i polinomi, ovvero ¢(B) = 0e #(B) = 0, si ha:

2,5+6,25 -4
5 _

B*—25B+1=0= By =

2,54+ 1,5 2
Bl/2 = 2 = {075
05B% —225B+1=0= By, =225+/50625 -2 =

4

Bl/2 - 2,25 :l: 1,75 - {075

I polinomi ¢(B) e §(B) hanno dunque una radice (in valore assoluto) minore di uno. Anche in questo caso
si ¢ portati a pensare ad un processo non stazionario e non invertibile. Tuttavia, & possibile semplificare il
processo a causa di una radice comune tra i polinomi, e cio¢ 0,5. Infatti, poiché

¢(B) = (05— B)(2 - B)
0(B) =0,5(0,5— B)(4 — B)
il processo Y; si semplifica nel modo seguente:
(2 — B)Y;g = 0,5(4 — B)E-Zt =2, — Y1 =2¢ — 0,5615_1

ossia
Yy —0,5Y; 1 =¢4 —0,25¢4 4

che ¢ un ARMA(1,1) stazionario ed invertibile. La radice rimossa determinava I’assenza apparente di queste
condizioni nel processo iniziale.

6.13 Dato il processo
i =051 —2Y; 2+ Yi 3 +6& + 262

con g, ~ WN(0, 02), se ne discutano stazionarieta ed invertibilita.
[ Scriviamo il processo in forma compatta:
(1—0,5B +2B? — B®)Y; = (1 + 2B?)s;.
Poiché, come ¢ immediato verificare,
1-0,5B+2B* - B3=(1-0,5B)(1+2B?),
il processo si semplifica nel modo seguente:
(1-05B)Y; =¢

ossia Yy = 0,5Y;_1 + ;. Il processo & un AR(1) con parametro inferiore ad uno in valore assoluto e,
dunque, stazionario ed invertibile.
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6.14 Dato il processo
Y; =14Y: 1 —0,4Ys2+ ¢, —0,1e,1 — 0,1264_9,
(a) dire, giustificando la risposta, se & stazionario;
(b) si calcoli ps per il processo Z; = Y; — Yi_;.
O  (a) 1l processo Y; si puo scrivere nella forma compatta
(1-1,4B +0,4B?)Y; = (1 — 0,1B — 0,12B?)s;.

Cerchiamo le radici delle equazioni caratteristiche ¢(B) = 0 e 6(B) = 0. Nel primo caso si ha

1,44+ 4/1,96 — 1,6
0,8

_1,410,6_{10

1-14B+04B>=0= By, =

0,8 1

mentre nel secondo

0,1 & /0,01 0,48
—0,24

1-0,1B—0,12B*>=0= Byp =

_ 01£0,7 ] 75
T 024 )10
Il processo pud dunque essere scritto nella forma seguente:
(1-04B)(1-B)Y;=(1-0,4B)(1+ 0,3B)e;.
Dividendo a destra e a sinistra per (1 — 0,4B) il processo viene semplificato in
(1-B)Y; = (1+4+0,3B)e;.

Il processo Y; € dunque un processo ARIMA(0,1,1), che ovviamente non ¢ stazionario.

(b) Il processo differenziato Z; = Y; — Y;_; ¢ invece un MA(1). Infatti,

Yi—Yi1=e+0,3Beg
Zt = (1 + 0,3B)Et.

L’autocorrelazione globale di un MA(1), come ¢ noto, ¢ diversa da zero solo al ritardo 1: pertanto,
P2 = 0.

6.15 Si dica, giustificando la risposta, se il processo
(1-05B)(1-0,7B)(1 —0,2B)Y; = ¢

con g, ~ WN(0,02) , & stazionario e invertibile e lo si riscriva utilizzando 1’usuale rappresentazione

¢(B)Y: = 6(B)ey.
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O 1 processo Y; € un AR(3), quindi certamente invertibile. Esso ¢ anche stazionario, dal momento che &
evidente che tutte le radici del polinomio

(1-0,5B)(1—0,7B)(1 — 0,2B)

sono in modulo maggiori di uno.

Essendo

#(B) = (1—0,5B)(1 —0,7B)(1 — 0,2B)

= (

=(1-0,7B—0,5B +0,35B%)(1 — 0,2B)
=(1-1,2B +0,35B%)(1 — 0,2B)
=1-1,2B+0,35B2 - 0,2B + 0,248 — 0,07B?
=1-14B+0,59B% — 0,07B3

il processo pud essere scritto come
(1—-1,4B 4 0,59B% — 0,07B®)Y; = &

0, equivalentemente,
Y, =14Y;—1 — 0,59Y;_2 4+ 0,07Y;_3 + &;.

6.16 Dati i seguenti modelli:
(a) Xt = O,8Xt_1 — 0,15Xt_2 +é&r — 0,3Et_1
b)) Xi=X; 1-05X; o+¢er—e1
(C) Xt = O,5Xt_1 + & — 1,2515_1 + 0735515—2
dove &, ~ WN(0,02):
esprimerli utilizzando I’ operatore ritardo B;
classificarli come un ARIM A(p,d,q) (ossia, trovare p, d e q);

1
2
3. verificare se tali modelli sono rappresentati nella forma piti parsimoniosa;
4

determinare, per ciascuno, se il modello ¢ stazionario e/o invertibile.
N.B. Si ricordi che il modulo di un numero complesso a + ib & |a 4 ib| = Va? + b2
[l Vale quanto segue:

(l.a) (1-0,8B+0,15B%)X; = (1 —0,3B)s;.
(1.b) (1-B—-05B%)X, =(1- B)e,.
(lc) (1-0,5B)X; = (1-1,2B +0,35B%)e;.

(2.a) Apparentemente X; &€ un ARM A(2,1). Risolvendo I’equazione caratteristica

0,8—+0,64—06 )

2 _ _ 0,3 N
0,15B2 - 08B+1=0 — By = 08+ JOGITO6 10
0,3 3

e pertanto il polinomio AR pud essere fattorizzato in (1 — 0,58)(1 — 0,3B).
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Apparentemente X; ¢ un ARM A(2,1) non invertibile (¢ = 1). Risolvendo I’equazione caratteri-
stica

—1—-+v1-2

—_— =-1-v-1

05B°+B—-1=0 —  Bjp= 1
1412
e

Per entrambe le radici dell’equazione il modulo & pari a v/2 > 1. Sicche il modello & stazionario
ma non ¢ invertibile.

Apparentemente X; ¢ un ARM A(1,2). La radice dell’equazione caratteristica della parte AR &
pari a 2, mentre per la parte M A si ha:

12— 1,44-1T4 10
) B _ 0,7 T
0,35B*—-12B+11=0 — By = 12+ TAA—14 )

0,7

e pertanto il polinomio M A puo essere fattorizzato in (1 — 0,58)(1 — 0,7B).

Semplificando il fattore comune (1 — 0,3B), il modello diventa (1 — 0,5B)X; = &4, che & un
AR(1).

Questo modello non puo essere riportato ad una forma pit parsimoniosa.

Semplificando il fattore comune (1 — 0,5B), il modello diventa X; = (1 — 0,7B)e;, che & un
MA(1).

Il modello & un AR(1) stazionario.
Il modello & un ARM A(2,1) stazionario e non invertibile
I1 modello & un M A(1) invertibile.

Autocovarianze ed autocorrelazioni

6.17 Derivare la funzione di autocovarianza per un processo MA(1).

[0 Un processo MA(1) assume la forma

Y;j =&t — 018t_1 = (1 — QlB)é‘t.

In assenza di costante il processo ha media nulla, pertanto la varianza del processo, indicata con g, ¢

v = Var(Y) = B(Y?).

Sviluppando I’ultimo termine otteniamo

E(Y{) = BE(Yh)
= E[Yi(e; — 0164-1)]
= E(Y;gé“t) — 91E(yt6t_1).
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Procedendo ancora con la sostituzione di Y; si ha

Y0 = El(et — ther-1)er] — 01 E[(er — O16¢-1)1—1]
= B(ef) + 01B(e}_y)
=02 + #i0?
(6.3) = (1+63)02.
Con lo stesso procedimento riusciamo a calcolarci 1’autocovarianza di ordine £ > 0, indicata con ~g.
Infatti,

Ve = E(Yi—1Yy) = ElY;_i(er — 0164-1)]
= E(Y_ret) — 01E(Y;_pet—1).

Ora, per k£ = 1 abbiamo

E(Yi—16¢) = El(e—1 — ther—2)e] =0
E(Yi_161-1) = E[(g1-1 — b1e1-2)er1] = 0.

e dunque
Y1 = —010‘?.

Per £ = 2 si ha invece

E(Yi_9et) = E[(g4—2 — bh1e¢—3)e] =0
E(Yi—oe1—1) = E[(e1—2 — O164-3)et—1] =0

quindi v = 0. Per £ > 2 i valori attesi continuano ad essere nulli. Riassumendo, la funzione di
autocovarianza di un processo MA(1) ¢ pari a

(1+62)02 perk =0

g
(6.4) Y =14 —b10? perk =1
0 per k > 2.

6.18 Derivare la funzione di autocovarianza per un processo AR(1).

[0 Un processo AR(1) senza costante assume la forma
Yi=¢1Yi1 + e,

con g, ~ WN(0, o2). Procedendo con lo stesso metodo utilizzato nel precedente esercizio, scriviamo la
formula generale per 1’autocovarianza - ed operiamo sostituzione degli elementi:

Ve = E(Yi—xY:) = E[Y;_i(p1Ye1 + €1)]
=0 E(Y;—1Yi—1) + E(Yi—ker)
= ¢17h—1 + E(Yi_ier).
Poiché

2
€

perk =0
perk > 0,

g

E(Yi_per) = {0
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risulta essere 7y, = ¢175_1. Per sostituzioni successive si ricava la relazione

e = ¢¥y0

che definisce in maniera ricorsiva la funzione di autocovarianza. Resta da determinare la varianza del
processo 7yg. Essa pud esprimersi come

E(Y?) = E(V}Y})
= E[(¢1Yi—1 +e)(p1Yio1 +&1)]
(6.5) = G1E(Y2 ) + E(e7)

essendo il termine F(Y;_1e;) nullo. Considerando I’ipotesi di stazionarieta del processo AR(1), & lecito
ipotizzare F(Y;?) = E(Y2 ) = 7. Pertanto, la (6.5) si modifica nella

Yo = ¢3v0 + o2
(1= ¢1)y =o?
o

14t

2
£
Y0

Riassumendo, la funzione di autocovarianza di un processo AR(1) ¢

0_2

_Ze
Te=1q 1—¢?
qS'f'yo per k > 0.

perk =0

6.19 Derivare la funzione di autocovarianza per un processo ARMA(1,1).
[0 Un processo ARMA(1,1) & dato da
Y=o+ ¢1Yio1 + et — bher

con ey ~ WN(O, ag). Assumendo per comodita ¢g = 0 (cioe che il processo abbia media nulla) ed
indicando Var(Y;) = 7o, si ha:

Yo = E(Y;sz) =FEl(¢p1Yi—1 + e — 91€t—1)2]
= B¢y 1 + e} + 03] 1 + 201 Y16 — 20101 Y1601
—291515515_1].

Nello sviluppare questa espressione conviene tenere presente che:

e E(Y?,) = E(Y) = 7o perché il processo & stazionario;
o E(e} ) = E(e}) = o2

e E(Yi_1e¢) = 0perché Y;_; dipende da &1, £4—2, ...;
o BE(Yi160-1) = E[(01Yi—2 + -1 — O16¢-2)e41] = 02
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Pertanto:
Yo = ¢1v0 + 02 + 0707 — 201107
= (1= ¢ = (1+ 67 — 201¢1)0?
1462 —20
(6.6) oo = LT = 2000)

=42 o;.
Calcoliamo ora la funzione di autocovarianza ~y; per k > 0. Per k = 1 si ha:
1 =EYYi 1] = EY;i1(01Yi-1 + & — O164-1)]
= E[¢1Y{2 + Yicier — 01Yimiee1]

= ¢170 — 0102
1462 — 2019
:<¢1 11_¢%1 1_91>03
(1 = 01)(1—161) 5
6.7) = - o?

Per k > 1, invece
Y = ElYY: ] = ElY; 1(01Yi-1 + &0 — O1601)]
=E[p1Ys 1Y+ Yiper — 1Y per 1]
= ¢1ye-1 = ¢V 1.

6.20 Derivare la funzione di autocovarianza per un processo MA(2).
[0 Un processo MA(2) assume la forma
Yi = e — b1e4—1 — Oae4—o.
Il processo ha media nulla, pertanto la funzione di autocovarianza si scrive come al solito
e = EY:Yi_x)
= Fl(et — bher—1 — baer—2)Yi—i).
La funzione di autocovarianza si esplicita sostituendo ad Y;_j la forma MA(2) ai vari periodi di ritardo.
Iniziamo con k = 0, ovvero con la varianza del processo:
Yo = El(er — bher—1 — O2e—2) (¢ — b1e4—1 — O2ci—2)]
= E(e}) + 01 E(ei_y) + 03 B(ef_)
= og + 9%03 + 9%0?
(6.8) =o2(1+ 67 +63).
Per k = 1 abbiamo

1 = El(er — bie4—1 — baei—2)(e4—1 — O161—2 — O2e4_3)]
= —01E(c{_1) + 010:E(e7_,)
= —9103 + 019203
(6.9) = 02(—01 + 0102).
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Perk =2
v2 = El(et — b1e4—1 — bogy—2) (-2 — b1641—3 — bagy—4)]
= _‘92E(53—2)
(6.10) = —0y072.

A partire dal ritardo 3 I’autocovarianza si annulla: la memoria di un processo MA(2) ¢ limitata a 2 soli
ritardi. Riassumendo, la funzione di autocovarianza ¢

o2(1+6%+63) perk=0
02(—01 +0105) perk =1
—by0?2 perk =2
0 per k > 2.

(6.11) Vi

6.21 Derivare la funzione di autocovarianza per un processo AR(2).

[0 Un processo AR(2) si esprime come
(6.12) Yi = 1Y 102Y 2 + &

con g; ~ WN(0, 02). Per derivare la funzione di autocovarianza di questo processo utilizziamo una
logica differente rispetto a quella adottata finora. Assunta nulla la costante, moltiplichiamo entrambi i
membri dell’espressione (6.12) per Y;_ e prendiamone i valori attesi:

E(YiYi k) = 01 E(Ys1Yik) + 2 E (Ve 2Ysx) + E(etYi1)

Per k = 0 possiamo scrivere

(6.13) Yo = ¢171 + d2v2 + 07

mentre per k > 0 vale la relazione ricorsiva

(6.14) Vi = $P1Vk—1 + P2Yk—2.

Dividendo ambo i membri della (6.13) per g si ricava che la varianza del processo pud essere espressa
nel modo seguente:

o2
— [

L —¢1p1 — d2p2’

ovvero in funzione dei parametri del processo e delle prime due autocorrelazioni. Questa espressione del-
la varianza richiede quindi preliminarmente il calcolo della funzione di autocorrelazione, che puo essere
calcolata indipendentemente dalla varianza sfruttando le relazioni (6.14) per £ > 0. Infatti, dividendo

ancora ambo i membri di questa espressione per g otteniamo

Yo

Pk = P1Pk—1 + P2PK—2.

Scrivendo per esteso la precedente espressione per k = 1 e k = 2 otteniamo il sistema di equazioni
lineari

p1 = ¢1 + d2p1
p2 = ¢1p1 + P2
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tenuto conto che pg = 1 e p; = p_;. Le equazioni precedenti sono note come equazioni di Yule-
Walker e consentono di calcolare le autocorrelazioni di un processo autoregressivo a partire dal valore
dei parametri (e viceversa).

Risolvendo il precedente sistema si ottiene:

(1—=¢2)pr=¢1 — Plzlfl@,
2 2 9
P2=1i¢2¢2+¢2 — p2=¢1—;g_b2¢2 23
€
_ O} + 192 — 0105 dad1 B+ 20102 — P13
p3 = Q1p2 + P2p1 — 1— oy +1_¢2— s

Una volta note le autocorrelazioni p; e p2 € quindi possibile calcolare la varianza -y, dalla (6.13). Le
autocovarianze possono essere infine desunte moltiplicando le autocorrelazioni per p.

6.22 Derivare la funzione di autocorrelazione globale per il processo
Y, =1+ dei—2,
cong; ~ WN(0,02) e 6] < 1.
O 1l processo ¢ a media nulla, pertanto la varianza puo essere espressa come
% = B(YY)
= E[(Et + 58t_2)2]
= E(e}) + 0°F(e7_y) + 26 FE(g44-2).
L’ultimo termine si annulla poiché il processo €; € un white noise, pertanto risolvendo si ha
Yo = 02 + 6%02
= o2(1+6%).
La prima autocovarianza ¢ invece nulla, in base alle seguenti relazioni
7 =E(YY;1)
= E(eYi—1) + 0E(e1—2Yi1).

Poiché Y;_; ¢ incorrelato sia a €; sia a £;_o ’autocovarianza al primo ritardo ¢ nulla. Verifichiamo ora
I’autocovarianza al secondo ritardo ~ys.

v2 = E(YYi_9)
= E(etYi—2) + 0E(e1—2Y;2)
= 5E(5?—2) = 50’?

Procedendo per k = 3 otteniamo

3 = E(Y;Yi—3)
= E(e1Yi—3) + 0E(e4—2Y;—3)
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cio¢ nuovamente un espressione nulla. Per il processo Y; la funzione di autocovarianza -y, si annulla per
k > 3. Riassumendo, la funzione di autocorrelazione del processo Y; risulta pari a

0 perk = 1.
0

Pk = m perk:2
0 per k > 3.

6.23 Derivare la funzione di autocorrelazione globale per il processo

Y: = 60Yio + &,
cong; ~ WN(0,02) e 6| < 1.
0 La varianza del processo equivale a
% = B(YY)

= 62E(Y2,) + E(e2) + 20 E(Y;_aey)

= 6%y + o2
OVVero

_ o
IYO - 1 _ (52

cio¢ la stessa forma di un processo AR(1). Calcoliamo ora I’autocovarianza di ordine 1, cioe v1:

71 = E(Yi-1Y1)
=0E(Y;-1Yi—2) + E(Yi-164)

che, poiché I’ultimo termine si annulla, diventa
(6.15) 71 =0M-

L’unico valore possibile di «y; per cui la relazione (6.15) ¢ soddisfatta ¢ 0, pertanto y; = 0. Verifichiamo
ora cosa succede per 7y:

v2 = E(Yi_2Y})

= SE(Y2,) + E(Yi-22,)
che ¢ uguale a
Y 2
T2 = 570 = 1_ (5205'
Per kK = 3 abbiamo

73 = E(Y;-3Y})
=0E(Y;—3Yi—2) + E(Yi_3¢¢)

per cui
Y3 =0m
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da cui y3 = 0. L’autocovarianza di ordine 4 &

va = E(Yi—4Y2)
=0E(Y;—4Yi—2) + E(Yi—4eyr)

cioe
Y4 =072
_ 52 2
=15 o:.

In generale si ha y;, = dv;—2 per k > 2 e pertanto la funzione di autocorrelazione del processo vale

_ 0 perk =1
Pk = Spp—o perk > 2.

6.24 Calcolare I’autocorrelazione parziale di ordine 3 per il processo
Y: =0,512Y;_3 4+ ¢ — 0,8¢4_1,
cong; ~ WN(0,02).
(] II processo puo essere scritto nella forma compatta
(1-10,512B%)Y; = (1 — 0,8B)¢;.
Poiché 0,512 = 0,82, si ha

$(B)=1-0,512B>=1-08DB>
= (1-0,8B)(1+0,8B + 0,64B?),

e pertanto il processo si semplifica nel modo seguente:
(1+0,8B +0,64B%)Y; = «;.
Si tratta di un processo AR(2), la cui funzione di autocorrelazione parziale ¢ nulla per ¥ > 3. Pertanto,

P;=0.

6.25 Si consideri il processo MA(1)
Y;g = (1 — HB)€t

cong; ~ WN(0,02) e 0] < 1.

(a) Calcolare e confrontare la varianza del processo Y; e quella del processo (1 — B)Y;. Commentare.

(b) Calcolare la funzione di autocorrelazione per il processo Y; e per il processo (1 — B)Y;.
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(a) La varianza di un processo MA(1) ¢ pari a

(b)

Y0 =02(1+6%),

come dimostrato nella (6.3). Calcoliamo invece la varianza del processo (1 — B)Y;. Il processo
puo essere scritto nella forma

1-B)Y; =Y, -Y
=gt — Ot 1 — g1+ 0542
=&t — (1 + Q)Et_l + 0815_2.

Esso risulta quindi essere un processo MA(2) con parametri vincolati 1 = 1 + 6 e 6 = —0.
Applicando la formula (6.8), la varianza del processo (1 — B)Y; assume la forma

W =021+ (1 +0)* + (=0)%)
=o2(1+ 1+ 6%+ 20+ 6?)
=202(1+ 0+ 6%).

L applicazione dell’operatore (1 — B) amplifica la varianza del processo MA(1) originario di una
quantita pari a 02(1 + 6)2. L'utilizzo dell’operatore differenza per un processo stocastico staziona-
rio comporta inevitabilmente un aumento della variabilita, specie nel caso in cui la componente di
disturbo sia correlata.

La funzione di autocorrelazione per un processo MA(1) si puo derivare abilmente partendo dalla
funzione di autocovarianza riportata nella (6.4). Essa equivale a

o= T perk =1
0 per k > 2.

Invece, come detto il processo (1 — B)Y; & riconducibile ad un MA(2) con coefficienti vincolati a 6.
L’ autocovarianza di un MA(2) ¢ stata gia esplicitata nella (6.11), qui di seguito forniamo la forma
della funzione di autocorrelazione:

s Bl L TP
1+ez+0z PN T
I/ iy
Pr=9 __ "2 k=2
1+3+3 ™
0 per k > 2.

Sostituendo a ; e a 05 le corrispondenti funzioni di 6, otteniamo per p/ la seguente espressione

s —114+0) - (1+0)0
A= 016+ 09
07201
C2(1+60+62)
(14 6)?
20+ 6+62)
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Per k = 2 abbiamo pil semplicemente

6.26 Individuare un processo stazionario, specificandone I’ordine ed il valore dei parametri, con la seguente
funzione di autocorrelazione parziale

P():l, P1:0,4, PkZO per ijZ.
O 1l processo AR(1)
(1-¢B)Y; =&

possiede la seguente funzione di autocorrelazione parziale

P ¢ perk=1
710 perk>1.

La soluzione dell’esercizio ¢ quindi
(1-04B)Y; =¢

che € un processo stazionario poiché il coefficiente autoregressivo ¢ & inferiore ad 1.

6.27 Individuare un processo invertibile, specificandone 1’ordine ed il valore dei parametri, con la seguente
funzione di autocorrelazione globale

po=1, p1=04, pr=0perk>2.

[ Un processo dotato di una simile funzione di autocorrelazione globale ¢ il processo MA(1)

Y;g = (1 — QB)Et,

IPEURRN

Yo = 03(1 + 92)
n=—02
v, =0 perk>2.

L’ autocorrelazione del primo ordine € quindi pari a

0

N 2l
11 valore del parametro 6 tale che p; = 0,4 si puo ricavare risolvendo 1’equazione

0
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Le soluzioni dell’espressione precedente sono pari a

P _ —1+y1-0,64 [ -2
/2= 0,8 ~ 1 -05.
Il valore del parametro del processo MA(1) invertibile con p; = 0,4 & quindi § = —0,5. Il processo

corrispondente ¢
Y =¢e:+ 0,561 = (1 +0,5B)¢y.

6.28 Dati i seguenti processi

Y; = 0,4Y;_1 +0,05Y_5 + &+ 0,1er_1, & ~ WN(0,9)
2zt =00zi1 + 1, Vg~ WN(O,l)

con E(e,vs) = 0 Vr,s, calcolare I”autocorrelazione parziale di ordine 2 del processo wy = Y; + 2.
(] Scriviamo il processo Y; nella forma compatta
(1—0,4B —0,05B%)Y; = (1 +0,1B)e;.
Le radici dell’equazione caratteristica
1-04B—0,06B*=0

sono pari a

0,4+ 0,16 +0,2 {—10
-0,1 - 2.

11 polinomio ¢(B) puo essere quindi scomposto in

By =

¢(B)=(1-0,5B)(1+0,1B),
pertanto il processo Y; si semplifica nel modo seguente:
(1-05B)Y; =¢.
Il processo w; = Y; + 2; assume quindi la forma semplificata

wy = 0,5Y; 1 + 0,521 + &t + 1
=05Yi—1 4+ 2-1) + &
= 0,5wi—1 + &

con & = g4 + v ~ WN(O, O'g) e ag = 02 + o2 (infatti &, e v, sono incorrelati tra loro). Il processo w;
¢ dunque un AR(1) stazionario, la cui funzione di autocorrelazione parziale ¢ nulla per ritardi superiori
ad 1. Pertanto, P, = 0.

6.29 Dato il processo Yy = 0,2Y;_1 + &, dove €; ¢ un white noise di varianza unitaria, descrivere le
caratteristiche del processo z; = Y; 4+ Y;_1.
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[ II processo Y; ¢ un AR(1) stazionario, con varianza pari a

Yo = 1.0417

T 1-022
ed autocovarianza
Y = 0,2y,_1 perk > 0.

Il processo z; puo essere esplicitato nel seguente modo:

2=Y;+Y 1=02Y 1 +& +02Y; 2+
=0,2(Yi—1 +Yi2) + (1 4+ B)es
= 0,2215—1 + (1 + B)Et.

Il processo risultante ¢ quindi un ARMA(1,1) stazionario ma non invertibile, poiché la radice del polino-
mio MA ¢, in valore assoluto, unitaria. Verifichiamo ora cosa succede alla funzione di autocovarianza.
Secondo la (6.6), la varianza del processo ARMA(1,1) z; € pari a

2,4

=102 2%

70
quindi due volte e mezzo superiore a quella del processo originario Y;. Utilizzando 1’espressione nella
(6.7), la prima autocovarianza risulta essere

144
0,96

Y1 1,5.

Per k& > 1 la funzione di autocovarianza  ha la stessa forma dell’ AR(1) originario, cio¢

Ve = 0,27y, 1.

6.30 Dato il processo YV; = ¢ — 0,4e4_1, dove €; & un white noise di varianza unitaria, descrivere le
caratteristiche del processo Z; = Y; + Y;_1.

[ II processo Y; € un MA(1) invertibile, con varianza pari a
Y = (14 0,4%) = 1,16
ed autocovarianza del primo ordine uguale a
71 = —04,
con v = 0 per k > 1. Il processo Z; pud essere scritto come

Zt =Y+ Y1 =6,—04gi 1 +&-1—0,4e o
=&+ 0,6€t_1 — 0,4Et_2.

L applicazione dell’operatore (1 + B) ha trasformato quindi il processo MA(1) originario in un proces-
so MA(2). Per verificare la proprieta di invertibilita del nuovo processo bisogna risolvere 1’equazione
caratteristica di secondo grado

1+0,6B —0,4B% =0,
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la quale ha soluzioni
Bl =—1 eBg = 2,5.

Una radice € pertanto unitaria, per cui il processo MA(2) Z; non ¢ invertibile. Sfruttando le espressioni
(6.8-6.10) si perviene alla funzione di autocovarianza del nuovo processo

(140,62 +0,4%) =1,52 perk=0

(0,6 —0,6 x0,4) =0,36 perk=1

T —0,4 perk=2"
0 perk > 2

Stima

6.31 Date due serie storiche {z;}7; e {y;}_, osservate, per un campione di ampiezza T" = 100, sia nota
la seguente matrice dei prodotti incrociati:

Yi Tt Yt—1 Ti-1
y. 100 80 48 24
Ty 80 100 0 0
Y1 48 0 100 80
T 24 0 80 100
cosicché, ad esempio, .7,y 1 = 24. Inoltre, & noto che S/ ye = 21 2 = 0.

(a) Calcolare I’autocorrelazione campionaria di ordine 1 della serie y;.
(b) Stimare i parametri di un modello AR(1) per y; (compresa la varianza del white noise).
[ La stima dell’autocorrelazione ¢ data da (Di Fonzo e Lisi, 2006, p. 169)
N
Pk = =
Y0

con la varianza e 1’autocovarianza campionarie pari rispettivamente a
T
o= 7 D — 1)
0= =7 Yt —
=7 2 H

T

= > (e — ) Yok — ).

t=1+k

La condizione Zthl y¢ = 0 implica una media campionaria /i nulla, pertanto i dati forniti nella tabella
sono sufficienti a calcolare le informazioni richieste.

(a) La varianza campionaria della serie y; ¢ pari a

1 100
A 2
= — = 1
Y0 100 ;:1 Yi
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La serie ha dunque varianza unitaria; ne deriva che 1’autocorrelazione stimata del primo ordine
coincide con I’autocovarianza 4. Quest’ultima puo essere calcolata attraverso 1’espressione

100
1 48
Ve = —— 1l = = 0 48
ga! 100 ;:2 YtYt—1 100 )
Pertanto p; = 0,48.
(b) 1l modello AR(1) per Y; ha la forma
Yi=0Yi1+¢

cone; ~ WN(0, 02). I parametri ignoti da stimare sono ¢ e o2, che & la varianza dell’errore ;. Nel
caso di modelli AR, le stime attraverso il metodo dei minimi quadrati sono efficienti e coincidono
con quelle di massima verosimiglianza. Il coefficiente ¢ ¢ ottenuto mediante la formula

T
Z YtYt—1

- _ 48

t=1

Esiste quindi una corrispondenza esatta tra coefficiente autoregressivo e autocorrelazione del primo
ordine. Per quanto riguarda o2, un buon stimatore & dato da

1 T
62 = —— (Y; — ¢Yi_1)2
T=p t=p+1

Espandendo il quadrato del binomio nella sommatoria si ottiene
1 T T T
~2 2 _ o] 72 2
=T, SNV -20 ) WiYia+¢® Y YR,
t=p+1 t=p+1 t=p+1

Sostituendo a questa espressione i valori noti si ottiene la varianza stimata di €:

1
62 = ®[100 — (0,96 x 48) + (0,2304 x 100)]
76,96

99

=0,777.

6.32 Sapendo che p; = 0,03, p2 = 0,08 e p3 = 0,13, fornire una stima di prima approssimazione dei
parametri di un processo AR(3).

0 Per ricavare una stima di prima approssimazione dei parametri del processo AR(3) (assunto, senza
perdere di generalita, di media nulla)

Yi=01Yi1+ Yo+ ¢3Yi 3+
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possiamo sfruttare le equazioni di Yule-Walker:

pr = o1+ pid2+ p2¢3
p2 = pipr+ P2+ pigs.
ps = p2o1+pid2+ @3
Sostituendo py, a p, per k = 1,2,3, si ha il seguente sistema di tre equazioni nelle tre incognite ¢1, ¢2, P3
0,03 = ¢1 + 0,032 + 0,08¢3
0,08 = 0,03¢1+  ¢2+0,03¢3
0,13 = 0,08¢1 + 0,03¢2 + o3

che puo essere risolto sfruttando la nota regola di Cramer, ovvero calcolando il rapporto tra i determinanti
delle seguenti matrici

0,03 0,03 0,08 1 0,03 0,08
0,08 1 0,03 0,03 0,08 0,03
. 10,13 0,03 1 . 0,08 013 1
1 0,03 0,08 1 0,03 0,08
0,03 1 0,03 0,03 1 0,03
0,08 0,03 1 0,08 0,03 1

1 0,03 0,03
0,03 1 0,08
R 0,08 0,03 0,13
1 0,03 0,08]
0,03 1 0,03
0,08 0,03 1

Il determinante della matrice a denominatore, comune nei tre casi, equivale a

1 0,03 0,08
0,03 1 0,03 = '0103 0’53‘ —0,03'8’82 O’fg‘ +
0,08 0,03 1 ’ )
0,03 1
00816 s 0,03'

= (1 —0,0009) — 0,03(0,03 — 0,0024) +
+0,08(0,0009 — 0,08)
=0,9991 — 0,000828 — 0,006328 = 0,991944.

Risolvendo nella stessa maniera i determinanti della matrici a numeratore si ottengono le seguenti stime
dei coefficienti autoregressivi (approssimate alla quarta cifra decimale):

. 0,017482
1™ 0,991944 0,0176
. 0,075072
2= 591042 ~ V77
. 0,125302
— 2 ,1263.
370,991944
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6.33 Le prime due autocorrelazioni stimate per la serie storica {Y;}}. ; sono, rispettivamente, p; = 0,7 e
p2 = 0,4. Ricavare una stima dei parametri del processo

Yi = ¢1Yi1 + oYy o + 4.

0 Le equazioni di Yule-Walker per un processo AR(2) sono date da:

p1 = 1+ p192
p2 = p1d1+ P2

Inserendo le autocorrelazioni stimate in tale sistema e risolvendo per ¢ e ¢ si ottengono le stime (di

prima approssimazione) b1 e o
04 = 07p1+ ¢

Applicando come nel precedente esercizio la regola di Cramer abbiamo:

0,7 0,7 107
5041 . o704
U1 07 71 0q

0,7 1 0,7 1

Risolvendo i determinanti otteniamo le stime richieste:

- 042

= - 0.82
o1 051 0,8235
- -0,09

= ) = — 1 .
bo 021 0,1765

Esercizi supplementari

C6.1 Descrivere gli obiettivi e gli strumenti statistici usati per il controllo diagnostico nella procedura di
Box e Jenkins.

C6.2 Si verifichi la stazionarieta del processo

Y: =05+0,45Y;1 4+ 0,4Y;_ o+, e~ WN(0,9).
C6.3 Dire se il processo ARMA(2,1)
Y: = —0,2Y;1 + 0,15Y;_9 + &1 — 0,354-1, &t ~ WN(0,1),
¢ stazionario ed invertibile. Giustificare la risposta.
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C6.4 Si consideri il processo
Y}/ =&t — 0,5Et71 — 0,26{/72, Et ~ WN(OA)

(a) Verificare se il processo ¢ stazionario ed invertibile.

(b) Calcolare la funzione di autocorrelazione globale del processo.
C6.5 Dire se il modello ARMA(2,2)
Y; = 0,75Y;1 — 0,125Y;_9 + &4 — 0,841 + 0,154 2
¢ sovraparametrizzato e, in caso affermativo, lo si semplifichi.
C6.6 Calcolare la funzione di autocorrelazione del processo vincolato

Y; =&t — 0,5€t_3, &t ~~ WN(O,l)

C6.7 Calcolare la funzione di autocorrelazione del processo vincolato

Y, =05Y,2+¢e, & ~WN(Q,1I).

C6.8 Sia X; ~ SARIMA(1,0,0)(1,0,0)4con | ¢1 |[<1le| Py |< 1.
Si trovi la rappresentazione AR(p) di X;.
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Previsioni ARIMA

7.1 Per una serie storica di 60 osservazioni & stato stimato un modello ARIMA(1,1,2). Esplicitare il previ-
sore a k passi, per k = 1,2,3.

0 Un modello ARIMA(1,1,2) si esplicita nella seguente forma compatta:
(1—¢B)(1—B)Y; = (1—60,B —03B%),.

Moltiplicando i due polinomi AR otteniamo un polinomio AR generalizzato con radici stazionarie € non
stazionarie

(1-¢1B)(1-B)=1—-¢1B - B+ ¢ B
=1—(1+¢1)B+ ¢1B%

Pertanto, il modello per Y; puo essere riscritto nella forma esplicita
Yi=(1+¢1)Yi-1 — ¢1Yi—o + 1 — 01811 — Oaey—a.

I1 previsore per il periodo n + k al tempo n ¢ dunque pari a:

Yoikn = 1+ ¢1) En[Yoik—1] — o1E0[Yoir—2]
+En [5n+k] - elEn[gnJrkfl] - 92En [EnJrka]'

Pertanto, con n = 60 e k = 1,2,3, abbiamo

Us1160 = (1 + ¢1)y60 — P1Ys59 — B1€60 — 2es59
Je2160 = (1 + &1)Ts1j60 — P1Y60 — B2€60
Y6360 = (1 + ¢1)J62160 — P1961/60,

dove es5g € egg sono i disturbi stimati dal modello nei due periodi.

7.2 Una serie storica a frequenza mensile ¢ stata generata da un processo SARIMA(0,1,1)x(0,1,0);2. Espli-
citare il previsore a k passi, per k = 1,2.

[ 1I processo indicato nell’esercizio ha la seguente espressione:
(1-B)(1 - B%)Y; = (1 - 60,B)e,.

Poiché
(1-B)(1-B%¥)=1-B- B2+ B,
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il processo puo essere riscritto nel modo seguente:
Yi=Yi1+Yi12— Yz +e —bhe1.

Il previsore ¢ dunque pari a

Yoikin = BnlYniko1] + En[Ynih-12] — Ep[Visr_13] +
+En [5n+k] - elEn[gn—i-k:—l]-

Per k = 1,2 I’espressione precedente da origine alle previsioni

Qn+1\n =Yn t Yn—11 — Yn—12 — O1€n

gn—l—Q\n = gn—l—l\n + Yn—10 — Yn—11,

con e, disturbo stimato al tempo n.

7.3 Derivare il previsore a k passi, per k = 1,2,3, per un processo SARIMA(1,0,1)x(1,0,0)4.

O 1l processo ha la seguente forma compatta:

(1—¢1B)(1 — & BY; = (1 — 0, B)e;.
Il prodotto dei due polinomi autoregressivi da luogo al seguente polinomio AR generalizzato
(1-¢B)(1—®BY)=1—-¢B—® B+ ¢,0,B.
Il processo puo essere quindi esplicitato nella seguente forma:
Yi=¢1Yio1+ @1Yig — 91 P1Yi5 + 60 — b1

Il previsore a k passi ha quindi la forma

Yiikin = O1En[Yoyk—1] + 1B Yo p—a] — 01 @1 En[Yip5] +
+Elensk] — 1 E[enqr—1]-

Pertanto per k = 1,2,3 si ha

Qn+1|n = 01Yn + P1yn—3 — O1P1Yn—a — b€y,
yn+2|n - ¢1Z)n+1\n + P1Yn—2 — P1P1Yn—3
gn+3|n - ¢1Z)n+2\n + P1Yn—1 — P1P1Yn—2.

7.4 Derivare il previsore a k passi, per k = 1,2,3, per un processo SARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12.

O 1l processo indicato nell’esercizio dato da:

(1-B)(1—B2)Y; = (1-6,B)(1—0;B%),.
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Tale processo ¢ spesso indicato con il termine airline, perché utilizzato, in forma logaritmica, da Box
e Jenkins (1970) per modellare una serie storica di passeggeri su linee aeree internazionali. Il proces-
so ¢ molto utilizzato perché ben si adatta a numerose serie storiche osservate che presentano trend e
stagionalita piuttosto regolari nel tempo. Come nei precedenti esercizi, esplicitiamo il polinomio AR
generalizzato come prodotto dei due polinomi non stazionari

(1-B)(1-B%)=1-B- B2+ BS.
Allo stesso modo possiamo derivare il polinomio MA generalizzato:
(1-6,B)(1-©6,B*?)=1-6,B—-0,B%+6,0,B5.
Il processo pud quindi essere riscritto nel modo seguente:
Yi=Yia+Yi 12— Yias+e —biei-1 — O160-12 + 01016413.

Il previsore ¢ dunque pari a:

Yn+k\n = En[Yn—i-k—l] + En [Yn+k—12] - En [Yn—i-k—l?)] +
+En[€n+k] - HlEn[€n+k71] - elEn[gnJrka] +
+60101E, [enqr—13]-

Pertanto, per k = 1,2,3 si ha:

Unt1jn = Yn + Yn—11 — Yn—12 — b1, — O16511 + 01016512
Un+2in = Intijn + Yn—10 — Yn—11 — O165-10 + 101011
Un+3in = Int2in + Yn—9 — Yn—10 — O165—9 + 61016510,

dove e, ; sono i disturbi stimati al tempo n — 7, con j > 0.

7.5 Dato un modello SARIMA(1,0,0)%x(0,1,1)4, calcolare la previsione con orizzonte temporale £k = 5
sapendo che:

e il parametro AR ¢, ¢& pari a -0,8;
e [’ultimo valore osservato della serie storica ¢ ¥, = 3;

i :&n+1|n =—2e gn+4|n =1
[ II processo indicato si esprime nella forma:
(1—¢1B)(1—BYY; = (1 - ©0:B%e.

Poiché
(1-¢:B)1—B*)=1-¢1B— B*+ ¢ B,

il processo puo essere riscritto nel modo seguente:
YVi=¢1Yio1+Yiea — 01Yi5 + 6 — Or614.
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Il previsore di Y, 45 & dunque pari a:

~

Yn+5\n =Ep [Yn+5]
= ¢1En[Yn+4] + Eﬂ [YnJrl} - @blEn[Yn] +
+E,[entys] — O1Ep[ent1].

Il calcolo dei valori attesi condizionati avviene secondo le seguenti espressioni:

1 _ ) Yn+j ]S 0
EnlYors] = {ywm j>0
enti 7<0

Pertanto, la previsione ¢, 5, ¢ pari a
gn—l—S\n - ¢1gn+4|n + ﬁn—&-l\n — P1Yn-
Sostituendo i valori noti nella precedente espressione otteniamo il risultato richiesto:

s = —0,8—2— (—0,8) -3
= -08-2+24=-04.

7.6 Dato un modello SARIMA(0,0,1)x(1,1,0)4, calcolare la previsione con orizzonte temporale £k = 8
sapendo che

e il parametro AR stagionale ® ¢ pari a 0,3;

e ['ultimo valore osservato della serie storica ¢ y, = 4;
® Uppan = 2.
O 1l processo ha la forma compatta
(1-®,BY(1 - BYY; = (1 —6,B)e.
Il polinomio AR generalizzato ¢ pari a
(1-®BY1-BY=1-&B*'-B*+®,B"
Sfruttando questa espressione, il processo originario si trasforma in
Yi=014+®)Y,—4 — ®1Y, s+ — bre—1.

Il previsore di Y, 4+g € dunque pari a:

Yoysin = (1 + @1)Ep[Yoqa] — ©1ER[Yn] + Enlents] — 01En[en+7].

Pertanto, utilizzando le espressioni indicate nell’esercizio precedente, la previsione di Y48 secondo
questo processo ¢

yn+8|n = (1 + (I)l)gn+4|n = P1yn
—13-2-03-4=26-12=14.
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7.7 Sia dato il processo
Y =240.8Y;-1 - 0,1Y; 2+ &
con e, ~ WN(0,02).

1. Dire se Y; € stazionario.

2. Date quattro osservazioni da tale processo:
n=4y2=3,y3=19y4=25
si calcolino le previsioni per Y5, Ys e Y7.
[0 Y; hala forma di un processo AR(2).
1. Le soluzioni dell’equazione caratteristica
1-08B+0,1B*>=0

sono pari a (verificare) By = 1,55051 e By = 6,44949. Essendo entrambe le radici maggiori di 1,
il processo ¢ stazionario.

2. Applicando la regola del valore atteso condizionato per il calcolo delle previsioni, abbiamo:

Va4 = Eq[Ys] = 2+ 0,8E4[Y4] — 0,1E4[Y3] + Ey[es]
=2 + 078y4 - 07193
=2+08-25-01-1=3,9

Voiu = Ea[Ye] = 2+ 0,8E4[Y5] — 0,1E4[Y4] + Ey[eq]
=2 + 078g5|4 - 051y4
=2408-39-0,1-25=4,87

Yoiu = E4[Y7] = 2+ 0,8 E4[Ys) — 0,1E4[Y5] + Ey[e7]
=2+ 0,8Y614 — 0,195)4
=2+4+0,8-487—0,1-3,9 = 5,506

Esercizi supplementari

C7.1 Derivare le previsioni a k passi, per k = 1,2,3,4, per un processo SARIMA(0,1,1)x(0,1,1)3.
C7.2 Si consideri il processo
Xy =6 +0,264 1 con ey ~ 11D N(0,0,000625)
pert = 1,2,...,100. Si supponga anche che €199 = 0,01.

(a) Si calcoli la previsione un passo in avanti per X; assieme all’errore standard del suo errore di
previsione.

(b) Si calcoli la previsione due passi in avanti per X; assieme al suo errore di previsione.
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C7.3 Si consideri il processo:

Y;f = 055}/;—1 + &t — 1’26t—1 + 09356t—2
pert =1,2,...,n,dove & ~ WN(0,02).

(a) Dire, giustificando la risposta, se il processo ¢ stazionario e invertibile.
(b) Dire a quale classe dei processi ARIMA appartiene.
(c) Calcolare i coefficienti di autocorrelazione globale, py, ai ritardi £ = 1,5,10 e 100.

(d) Calcolare le previsioni 1, 5, 10 e 100 passi in avanti.
C7.4 Si consideri il processo:

Et per t pari
(7.1) Xi=9qe -1 o
—/5 per t dispari

dove ¢, ~ ITDN(0,1).

(a) Si dimostri che il processo X; ~ WN(0,1).
(b) Si trovi la previsione di X; un passo in avanti, ossia

X1 = EXpp1 | Xo, -+, X4

(Si ricordi che se Z ~ N(0,1) allora E[Z3] = 0 e E[Z*%] = 3)
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8
Soluzioni agli esercizi supplementari

Capitolo 1 - Concetti introduttivi

C1.1 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 34-37).

Capitolo 2 - Funzioni deterministiche del tempo

C2.1 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 42-44).

C22 y, = at+ 5t2 + y1dit + Yador + €1, t = 1,...,n, con dy; € do; variabili dummy stagionali riferite al
primo e secondo semestre € £; un processo white-noise.

C2.3 (a) No, sono necessari i valori osservati y;.
(b) E(y:) = 15,5, Var(y,) = 16.

(c) No, & necessario 1’operatore (1 — B)? per rimuovere un trend quadratico.

C24

01007
0010
0001
1000
0100];
0010
0001
91000
1100100

f(t) =T + S; = o+ Bt + yidig + vyados + y3d3t + Yada

* * * * X* =
= Bt +idy + v3da + v3d3e + vida

00 = O U i W N

4
V=Y =A== = 1234 = f(t) =7+ Bt + A1die + Fadar + Asdss + Jadar.
i=1

E pertanto y§ = y; — (%1d1e + F2dar + Y3dse + Jaday).
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Volendo usare un modello con intercetta e privo della variabile dummy relativa al quarto trimestre, si
avrebbe:

(210107
31001
41000
. 51100
&+ Bt + Y1dig + Fadat +J3ds, X= |6 1010
71001
81000
91100
1101010
Le relazioni tra i coefficienti utili in fase di destagionalizzazione sono le seguenti:
M=at+m &= .
Vs =G+ 2 =77 1 s~ Nttt
* ~ ~ ~ = = — =t —
V3 =a+73 V2= ! 4;% 4
V= Y3 ="73 =i
s s MY
Y= —7 =1
A % —*_35/2_5/1_5/3
=RV =
P o e (e b
Y2 =72 — 7 —f
. s N+ Y2+
Y4 =74 — 7 :_f

C2.5 Supponendo di aver caricato i dati della serie storica dei ricavi nella variabile y di Gretl, lo script
genr alfa = 0.1
genr beta = 0.1
y = alfaxexp (betaxtime)
deriv alfa = exp(betaxtime)
deriv beta = alfaxexp (betaxtime) xtime

produce il seguente risultato:
Sono state usate derivate analitiche

Tolleranza = 1,81899%9e-012

Convergenza raggiunta dopo 31 iterazioni

Modello 1: NLS, usando le osservazioni 2003-2009 (1" = 7)

y = alfaxexp (beta*xtime)
Stima Errore Std.  rapporto? p-value
alfa 202,597 39,8034 5,0899 0,0038
B 0,225105  0,0339881 6,6231 0,0012

Media var. dipendente 545,1429 SQM var. dipendente  285,8213
Somma quadr. residui 37494,83 E.S. della regressione 86,59657

R? 0,923505 RZ? corretto 0,908206
Log-verosimiglianza ~ —39,98374  Criterio di Akaike 83,96748
Criterio di Schwarz 83,85930 Hannan—Quinn 82,63040
0 0,350817 Durbin—Watson 0,879515
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Avremmo ottenuto lo stesso risultato, ma in 10 iterazioni anziché 31, se avessimo usato come valori
iniziali le stime ottenute coi minimi quadrati sul modello trasformato mediante logaritmo (& = 135,8796

e 3 = 0,3048).

I valori delle 3 serie, osservata (obs) e stimate con i minimi quadrati non lineari (NLS) e coi minimi
quadrati sul modello trasformato (OLS), nonché il loro grafico, sono riportati di seguito.

Anno obs NLS OLS
2003 132 253,74 184,30
2004 247 317,80 249,98
2005 465 398,03 339,06
2006 594 498,52 459,88
2007 650 624,37 623,76
2008 803 781,99 846,04
2009 925 979,41 1147,53
Figura 8.1
Grafico della serie osservata e dei valori stimati
1200 [
obs
NLS —

1000 FOLS _
800 T
600 T
400 |- .
200 T

0 | | | | | | |
2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
7

La radice quadrata dell’errore quadratico medio,

1
= Z (y¢ — i), & pari a 73,19 per la serie stimata

t=1

coi minimi quadrati non lineari, a fronte di un valore dello stesso indice pari a 112,54 per la serie stimata
a partire dal modello trasformato. Trova quindi conferma quanto gia appariva visivamente, ovvero la
migliore qualita dell’adattamento ai dati osservati delle stime ottenute coi minimi quadrati non lineari.

Capitolo 3 - Le medie mobili

C3.1 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 86-87).
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C3.2 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, p. 90).
C3.3 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 116-119).
C3.4 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 119-123).

C3.5 29 =1e Zze 2229 =0.

1=—3 1=—3 1=—3

C3.6 M — {[7] 214[1 35 6}}
€37 M= {[7]; 112[—3,0,4,10]}.

C38 M — {[7] 319[1 49 11]}

C3.9 My = M M,.

1
C3.10 M = {[7] 91 —1-2,3,6,7] } 11 rapporto di riduzione della varianza residua & pari a 0,3333, superiore

a quello di una media mobile aritmetica semplice di ordine 7 pari a 0,1429.

C3.11 La media mobile M; ha un rapporto di riduzione pari a 0,3333, mentre per M> la riduzione ¢ 0,3750.
L’applicazione di M; fornisce quindi una serie storica piu liscia.

C3.12 La serie destagionalizzata ¢:

Anno Itrim | I trim | III trim | IV trim

103,62 | 99,90 97,08 96,88
98,12 | 97,70 97,78 97,48
97,32 | 95,00 97,38 97,48
98,02 | 97,80 97,38 96,18
94,12 | 96,70 96,68 94,58

[ R N R

Capitolo 4 - Il lisciamento esponenziale

C4.1 Interpolante lineare: gogp1 = 103.307 , §2002 = 101.736,4;
Lisciamento esponenziale semplice: 2001 = 131.015,6,
72002 = Y2001 = 131.015,6

C4.2 y¥, = 0,00142y6 + 0,004725y7 + 0,01575ys + 0,3025y9 4 0,675y10

Capitolo 5 - Processi stocastici

C5.1 a) Processo MA(1): z; = & — 01&1, con & = &4 + 1y
b) E(z) =0, Var(z) = 05( +602), E(z20-1) = —0291.

124



8. SOLUZIONI ESERCIZI SUPPLEMENTARI

C5.2 La funzione di autocovarianza data ¢ diversa da zero solo per il primo ritardo e poi ¢ sempre nulla.

(a) Questo & coerente con un modello a media mobile di ordine 1, MA(1), o ARIMA(0,0,1).

(b) Un modello MA(1) puo scriversi come:

Xt =&t — 9815_1

con e ~ WN(0,02). Pertanto dobbiamo trovare i valori dei due parametri 6 e o2.

Sappiamo che, per un processo MA(1), si ha:

Yo = Var(Xy) = (1+ 92)02 =2

71 = Cov(X¢,X¢_1) = —00% = 0,5

In pratica ci ritroviamo con un sistema di due equazioni in due incognite. Per trovare 6 possiamo

osservare che: )
Y1 Oo 0 0,5
P T T+ 1462 2

da cui otteniamo I’equazione di secondo grado:

0,256 +6+0,25=0
che risolta porta alle due soluzioni:
01 =~ —3,73 e 0y ~ —0,27.

Di queste due soluzioni si considera solo 62, perché #; ¢ in modulo maggiore di 1 e porta ad un
processo MA(1) non invertibile.
Sostituendo 5 in una delle due equazioni precedenti, si trova il valore di o2 ~ 1,85.
In sintesi il modello MA(1) stazionario e invertibile cui corrisponde la funzione di autocovarianza
data &:

X =6+ 0,274 4

cone ~ WN(0,1,85).
C5.3 Vale quanto segue:

(a) Il primo processo ¢ un WN, quindi gli corrispondono le funzioni di autocorrelazione della serie
3, infatti tutti i coefficienti di autocorrelazione globale e parziale risultano interni alle bande di
confidenza e quindi non significativamente diversi da zero.

(b) Il processo 2 & un processo AR(1), pertanto ci si aspetta che la funzione di autocorrelazione globale
decada a zero velocemente e che vi sia un unico ritardo significativo, il primo, nella funzione di
autocorrelazione parziale. Questo comportamento lo si ritrova nelle autocorrelazioni empiriche
della serie 4.

(c) Il processo 3 ¢ un processo MA(1), a cui sono associati i correlogrammi empirici della serie 1. Infat-
ti, per tale serie solo il primo coefficiente della funzione di autocorrelazione globale & significativo,
mentre la funzione di autocorrelazione parziale va a zero dopo un po’ di ritardi.

(d) Il processo 4 ¢ un processo ARMA(1,1). A questo processo rimangono associate le funzioni di
autocorrelazione della serie 2 che, infatti, decrescono entrambe a zero.
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C5.4 Vale quanto segue:

(a)

(b)

(c)

Sostituendo X; in Y} si ottiene:
5 1 7 1
=—Y;_ -Y;_ — —€_ —€_
12t1+6t2+6t 6€t 1+3€t2

che & un processo ARM A(2,2).

Il processo puo essere riscritto in termini dell’operatore ritardo come:

5 1 71
1-—B--B?|Y,=(1--B+-B?)¢
127 6 6 3

Yy

Per verificare se il processo ¢ stazionario si deve verificare se le radici del polinomio associato alla
parte AR sono in modulo maggiori di 1. Risolvendo I’equazione:

) 1
- —-B-_-B*=0
12 6
si trovano le due radici B; = 1,5 e By = —4. Essendo entrambe in modulo maggiori di uno, il

processo ¢ stazionario.
Per verificare se il processo ¢ invertibile bisogna verificare se le radici del polinomio associato alla
parte MA sono in modulo maggiori di 1. Risolvendo I’equazione:

701
1--B+:-B*=0
6" "3

si trovano le due radici By = 1,5 e By = 2. Essendo entrambe in modulo maggiori di uno, il
processo ¢ invertibile.

Si osservi che i due polinomi hanno una radice in comune che pud essere eliminata, pertanto il
processo ¢ in realta un processo ARM A(1,1) che puo scriversi come:

(1-31) (3= (-3 1)
-t o2

1 1
Y, = —ZY;;—l + €& — §€t—1

ossia

0 anche

pertanto la varianza e:
1 1 1
Var(Y;) = EVM(Yt_l) + Var(e) + ZVar(et_l) + ZCOU(Yt_l,et_l)

essendo il processo stazionario Var(Y;) = Var(Y;—1), inoltre Cov(Yi—1,6:—1) = Var(e) = 1,
quindi:

1 1 1

1— —War(Yy) =1+-+ -

( 16) ar(Yy) + 1 + 1

15 3
1—6Var(Yt) =3

da cui si ricava, infine, Var(Y;) = % =1,6.
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C5.5 Siha:
(@)

21
Var(W,) = E[W?| — E[W;]? = / Latdr 1= [
0
di conseguenza:

1 1

1 1 1 1 5
Var(Xy) =V Wi+ Wiy )| =Var(Wy) + -Var(Wi—1) == (1+- | = —
ar(Xy) ar( t+2 t1> ar( t)+4 ar(Wy_1) 3<+4> 13
Si osservi che sia il valore atteso, sia la varianza di X; non dipendono dal tempo e restano costanti
per ogni ¢.

(b) Per calcolare la funzione di autocorrelazione devo prima calcolare la funzione di autocovarianza
del processo. Si osservi che il processo & un processo M A(1) con errori non gaussiani, quindi la

funzione di autocovarianza del processo € nulla per £ > 1. Per £ = 1 abbiamo:

1 1
COU(Xt,Xt_l) =Cov I:(Wt + 2Wt_1> (Wt—l + 2Wt_2>:|

1 1 1
= Cov <2Wt1, Wt1> =F [QWE_J —51
) 1 1
[E[Wt—l] — 1] = iVm’(Wt,l) == 6

| =

Quindi

o(1) = 51//162 —04

mentre p(k) = 0 per k > 1.

(c) 1l processo ¢ stazionario, perché valore atteso, varianza e autocovarianze del processo non dipen-
dono dal tempo.

Capitolo 6 - Processi ARIMA

C6.1 Vedi Di Fonzo e Lisi (2005, pp. 205-208).
C6.2 B; = —2,241, By = 1,116; il processo ¢ stazionario.

C6.3 Radici AR: By = —2, By = 3,333. Radice MA: B; = 3,333. 1l processo ¢ stazionario ed invertibile.
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C6.4 a) Radici MA: By = —3,812, By = 1,312. 1l processo ¢ stazionario ed invertibile. b) Funzione di
autocorrelazione globale: p; = —0,31008, p2 = —0,15504, pr, = 0 per k > 2.

C6.5 Si, esiste una radice comune tra i polinomi AR e MA (B = 2). Il processo si semplifica nell’ AR-
MA(1,1)
(1-0,25B)y; = (1 — 0,3B)e.

C6.6 La funzione di autocorrelazione € paria p; = p2 =0, p3 = 0,4, pp = 0per k > 3.
C6.7 La funzione di autocorrelazione € pari a p1 = 0, p2 = 0,5, p3 = 0, pr = 0,5p_2 per k > 3.

C6.8 Possiamo scrivere X; come:
(1-¢:1B)(1 - ®:BY)X; = &

con g; ~ WN(0,0?. Sviluppando il prodotto si ottiene:
(1—¢1B—®1B* + 191 B°)Y; = &

da cui:
Yi=01Yi 1+ 1Yy — 01 P1Y 5

che & un processo AR(5) con i coefficienti relativi al secondo e terzo ritardo pari a zero.

Capitolo 7 - Previsioni ARIMA

C7.1 Le previsioni a k passi, per k = 1,2,3,4, sono date da:

Untijn = Yn + Yn—2 — Yn-3 — the, — Oren—2 + 010163
Unt2in = Intijn + Yn—1 — Yn—2 — O1€n_1 + 6101652
=Yn+Yn-1—Yn-3— 016, — O165 1+ O1(01 — 1)e, 2 + 01016, 3
yAn+3\n = yAn+2‘n + Yn — Yn—1 — O16 + 016161,
=2Un — Yn-3 — (01 +O1)en +0O1(01 — 1)ep1+O1(61 — L)ey 2 +
+60101e,_3
Untdin = Ynt3jn + Untijn — Yn + 01016,
= 3Yn + Yn—2 — 2Yyn—3 — (201 + O1)e, + O1(01 — 1)e,—1 +
+01(01 — 2)en—2 + 201016p—3.

C7.2 Siha:

(a)
Yio1 = E[Yi01 | Li00) = Ele101 + 0,2e100]

ed essendo, per la regola dei valori attesi condizionati, Fle101 | T100] = O risulta:
Yior = 0,2 % 0,01 = 0,002.
Lerrore di previsione ¢

e101 = Y101 — Y101 = €101 + 0,2€100 — 0,2€100 = €101
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per cui
Var(ero1) = o2 = 0,000625

da cui I’errore standard di previsione un passo in avanti risulta essere:

o: = 4/0,000625 = 0,025.

(b) Essendo il processo un M A(1), la previsione h passi in avanti per h > 1 & pari a zero. L’errore di
previsione risulta quindi pari a:

€100+h = Y100+h = €100+h + 0,2€1004-h—1

da cui la varianza dell’errore di previsione:
VaT(6100+h) = VCLT(€100+h + 0,26100+h,1) = VCLT‘(€100+h> + 0,04Va7"(5100+h) = (0.00065

e quindi I’errore standard risulta essere 0.0255.

C7.3 Usando I’operatore ritardo B il processo puo essere riscritto come:
(1-0,5B)Y; = (1 —1,2B +0,35B%)¢;.

(a) Essendo il coefficiente autoregressivo pari a 0,5 - e quindi inferiore ad uno - il processo Y; ¢ cer-
tamente stazionario: la radice della parte autoregressiva vale infatti B = 1/0,5 = 2. Per verificare
I’invertibilita dobbiamo calcolare le due radici dell’equazione caratteristica:

1-12B+035B%>=0

e verificare se sono entrambe in modulo maggiori di uno. Essendo A = 122 -4-035=0,041¢e
due radici sono:

1,2 -+0,04 10 B 1,24+ 0,04 14 9
_— 9= = — =

By — _ _
1 0.7 7 °© 0.7 7

Essendo entrambe le radici in modulo maggiori di uno, possiamo affermare che il processo ¢ anche
invertibile.

(b) Osserviamo che la seconda radice By = 2 ¢ uguale alla radice della componente autoregressiva e
quindi possiamo riscrivere il processo come:
(1-0,5B)Y; =(1-0,7B)(1 —0,5B)e;
ossia
Y;g = (1 — 0,7B)€t.
Il processo Y; appartiene quindi alla classe dei processi ARIMA(0,0,1) o MA(1).
(c) Essendo il processo un MA(1), & noto che p;, = 0 per k¥ > 1, mentre per k¥ = 1 abbiamo p; =
~1/70- Abbiamo:
Yo = Var(Y;) = Var(e; — 0,7e,1) = (1 +0,7*)02 = 1,4952

1 = Cov(Yy,Yi_1) = E[(er — 0,7¢4-1) (g1 — 0,764_2)] = 0,702

da cui )
0,702

= = 047
PL= 77 4942
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(d) Per quanto riguarda le previsioni, queste si calcolano a partire da:
Yn-‘,—h = E[Yn-‘rh | In] = E[En-‘rh - 0775n+h—1 | In] = En[5n+h - 0775n+h—1]

Essendo
En+tj J<0
Eplents] = .
n[ n+]] {O j> 0
dove, in pratica ,,1 5, j < 0, viene stimato da €,,1; = Yn+; — Un+;, abbiamo:

Yii1 = Eplens1 — 0.7en] = Enlens1] — 0.7E,[en] = —0,7ep

mentre per i > 1 tutte le previsioni sono uguali a 0.

C7.4 Anzitutto, per verificare che X; ~ W N(0,1), & necessario calcolare valore atteso, varianza e funzione
di autocovarianza:

(a) Siha:
Eley] =0 pert pari
E[Xt] = E 5%_171 _1 (E[€2 } . 1) -0 ¢+ di .
7| T2 i1 =0 per t dispari
(Infatti E[e?_,] = Var(e;—1) = 1).
Inoltre:
Varle,] =1 pert pari
Var[Xy] = [i]? —1 i 1 P 1
Var [ t:/li } = iVar(el ) = 5(Ele}_;] —1) =1 per t dispari
Infine:
Cov {5 ﬁ} =F [E -5?’171} = L Ele;-e2 | —e]=0 pertpari
C’XX]— T = t /2 =2 t &1 t] = p p
ov[ Xy, X 1] = Cop [F2171 _ gl _ g 0 + disoari
75 - = E | s a1 = 5 [_1 —et—1] =0 per t dispari

Quindi abbiamo dimostrato quanto si voleva.

(b) Se n ¢ pari allora:

2 2 2
- ez —1 ez —1 X:—1
X :E n 5,"'75 = n g n
o [ V2 & 0} V2 V2

Se, invece, n ¢ dispari, allora:
Xni1 =Elens1 | en-1--€0] = Elens1] =0

Si noti che questo succede perché X; ¢ WN, e quindi ¢ un processo con componenti incorrelate
che, tuttavia, non sono indipendenti.
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Appendice 1. Uno sguardo ad alcuni risultati presentati
in D1 Fonzo e Lisi (2005)

Effetto di Slutsky-Yule: come si ricava ’espressione a pag. 68

m m

Cov [6?,5—:;‘+h] = Z Z V0 E [E;fk+i5:+h+j]

i1=—mj=—m

m
02 Z 792'791‘,}1 se h < 2m
o i=h—m
0 altrimenti

Per comprendere questa espressione conviene verificarne la correttezza per qualche valore di m. Il caso piu
semplice & ovviamente m = 1:

ef =V 1601 + Vot + V1€vq1,  €fpp = V-164h—1 + Vociqn + V1€¢4nt1
Osserviamo anzitutto che F [¢f] = E [5;: +h} = 0, per cui Cov [5;‘ yE} +h] =F [5;* £} +h]. Sviluppando il
prodotto 7€y, si ha:
ei€ipn = V-18t187,y, + Voereryy, + V1emeyy,
= A4 + A+ Aj

con

Ay =9% 5 1ein1 + 9-100er1604n + V10160 1E04h 11

Ay =900 _181814h—1 + VZeerrn + JoV1eerrni

Az = V19 1811180 1h—1 + V100E141604n + V1€141E11h+1
11 calcolo del valore atteso E [eje}, | = E[A1] + E[As] + E[As] va fatto per diversi valori di h, come

riportato nella tavola seguente, in cui vengono messi in evidenza gli addendi di 4;, i« = 1,2,3, che danno
contributo diverso da zero al valore atteso.
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Contributi al valore atteso diversi da 0
Addendi di efe} h=0 h=1 h=2
Al 79715%_1 — —
Ag 1906% 197119()6,52 —
A3 191€%+1 1911906?+1 19119_1€%+1
1
E[eter ] 02> 07 | o2(W0d -1 + V1do) | o219 4
—1

Infine, si noti che per m = 1 si ha:

1
> 9I=02 +05+07 perh=0

i=—1
1

> ity = > 09iq = Dod_1 + 9100 perh =1

i=h—m 1=0

1
> 99 =191  perh =2
=1

Medie mobili di Spencer: come si ricavano i coefficienti di M5 a pag. 72

La m.m. di Spencer di ordine 15 si ottiene componendo 4 m.m., ossia M5 = M4 MsMoM;, con

My = My = {[4); i[1,1,1,1]}
M; = [5]; ;[17171]}
M= 3] i[—3,3,4]}

1. Derivazione dei coefficienti della m.m. N, M,
M5 M, ¢ una m.m. di ordine 7 (4+4-1) con coefficienti ’triangolari’:

MyM, = {m; 116[1,2,3,4]} .

Questo risultato puo essere ricavato nel modo seguente:

w _Lryit+ye+ys+tys | Yot ys+ys+ys  Ys+ys+ys+ys | Ya+ys+ys+yr
y‘*‘i[ 4 + 4 + 4 * 4 }

w _LTyetys+yatys  yYstya+ys+ys , Ya+ys+yY +y7  Ys+Ys+yr+ys
Y5 =3 4 + 4 + 4 + 4

N 1 ryt—s+ye—2+yi—1 + Yt Yt—2 + Yt—1 + Yt + Yt+1 Yt—1 + Yt + Ye+1 + Ytz Yt + Ysr1 + Y42 + Y43
A 4 * 4 * 4 + 4

e pertanto

g = Y3 +2y1—2 + 3yi—1 + 4yt + Y41 + 2Yi12 + 3Yi+3
t )
16
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2. Derivazione dei coefficienti della m.m. M;3Ms M,
M3 Mo M, ¢ una m.m. di ordine 11 (5+7-1) i cui coefficienti si possono ricavare sviluppando 1’espressione

w*_yi+%41%+y$+%
o =

5
e Y5 T US T Y U+ Y5
Yr = 5

yM__yia-+y§4-+y?+4ﬁ+1+yaa
=
5

ossia

1
Y= 516 [Yi—5 +2y1—4 +3yi—3 +4y1—2 +3yi—1 +2yr +yi+1
+Yi—a +2y-3 +3yi—2 +4y—1 F3yr F2yr1 +Yigo
+yi—3 +2y1—2 +3y—1 +4y +3Yrr1 F2Yr 12 Vit
+yi—2 +2y1 +3yr 4y F3Yi2 2Yi+3 Yita
Fyi-1 2y +3Yir1 4y Y3 2Ysra +Yis]

da cui si ricava

N 1
Yt = 20 (Y¢—5 + 3ys—a + 6y;—3 + 10y;—o + 13ys—1 + 14y + 13ys1 + 10ys42 + 6Yi43 + 3ys4a + Yits) -

Pertanto,
1
80

3. Derivazione dei coefficienti della m.m. M5 = M,y Ms Mo My
MyMsMoM; ¢ una m.m. di ordine 15 (5+11-1) i cui coefficienti si possono ricavare sviluppando 1’espres-
sione

MsMyM,; = {[11% [1,3&;10,13,14]}.

—3yg" + 3y7" + 4yg™ + 3yg™ — 3y

*kok

Ys = 4
k% k% k% k% k%
e T9Y7 1 3yg" +4yg" + 3y — 3u11
Yo =
4
*k *k *k *k
wrx —Byr—2xx + 3yt + 4y + 3y — 3y
Ye =
4
ossia
1
yi*r = [-8yt—7 —9yi_ —18ys—5 —30ys_4 —39y;_3 —42y;_n —39y;_1 —30y: —18ys11 —9yi42 —3yi43

80 -4
+3yt—6 +9yt—5 +18yr—gq +30y;—3 +39yr_2 +42y;—1 +39yr +30yr41 +18yi42 +9yry3 +3yiya

+4yt—5 +12y;—4 +24yr—3 +40ys—2 +52y;—1 +56y¢ +52yr 41 +40yryo +24yry3 +12yr44 +4yiqs
+3yt—a +9yr—3 +18yr_o +30yr—1 +39ys +42yr 1 +39yr42 +30ysq3 +18yrqa +9Yiq5  3yUiie6
—3yi—3 —9yi—2 —18y;_1 —30yr —39y;11 —42ysp2 —39yr43 —30yi4a —18yrys —9yrye —3yiir7)

da cui si ricava

« 1
Yy = —— (—8yt—7 — 6yr_g — 5ys—5 + 3yr—a + 21lys_3 + 46y, _o + 67y, _1 + Tdys + 6Tys41 + 46y 40 + 21y 43 + 3Yr4a — 5Yits — 6Yit6 — BYig7) -
320
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La media di un processo AR(p): come si ricava I’espressione a pag. 121

Vogliamo ricavare 1’espressione

®o
1—¢1—...— &,

EY] =

Per il processo AR(p) vale quanto segue:
Yi=¢o+o1Vioi+...+¢pYiptea = EYi]=do+nEYia]+...+¢pEYip| + Elel].
Per un processo stazionario si ha
E[Y)) = E[Yi 1] = ... = E[Yi ] = p
e pertanto

%o

p==¢o+o1p+ ...+ ppt = p—P1p— ... — Gpit = o iﬂzm-
e p

La funzione di autocovarianza di un processo ARM A(1,1): come si ricava ’espressione a pag. 126
Vogliamo ricavare 1’espressione

(14607 —201¢1) ,

Var(Yy] =y = 1_ 525% O¢
e (¢'98(i—i¢191)02 P
—1

P1V-1=¢1 N k=2
Assumendo per comodita ¢y = 0 (il processo ha media nulla), si ha:
Var(Yi] =0 = E[Y2] = E [(61Yie1 + & — 1}
= E [@IY2 | 47 + 03] | +2¢1Yi_16¢ — 2011 Yi_160-1 — 2016441 ]
Nello sviluppare questa espressione conviene tenere presente che:
e E[Y?,] = E[Y] = Var|Y;], perché il processo & stazionario;
o BlL,] = Bl = o
o E[Y;_1g] = 0 perché Y;_; dipende da £;_1,64—26¢—3, .. .;

¢ ElY;161] = E[(¢1Yi2 + €11 — bher2)er1] = 02

Pertanto
Var[Vy] = $?Var[V;] + 02 + 0302 — 20,¢102

da cui si ricava

1+ 67 —201¢1) o

(1— qzb%)Var[Yt} =(1 —{—0% — 291¢1)J€2 = VarlVi] = ( 152 oz
— 91
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Calcoliamo ora ~y;, per k > 0.

k=1
EY, 1Yy = ElYi1(¢1Yio1 + & — brer1)] = E [01V2 1 4 Yicier — 1Y 1641
1462 —26
= $170 — b102 = <¢1121¢1 - 91) o2
1— 97
e pertanto
b1 — 01)(1 — 6,0
= (¢1 11)( . 1 1)03‘
_ ¢1
k>1
EY, Y] = EY;_p(01Yi—1 + & — O164-1)]
= E[01Y Y1 +Yi_per — 01Yi_pei1] = d17k—1
e pertanto
k-1

Ye = @1 71-

135



SERIE STORICHE: ESERCIZI

136



Appendice 2

Scomposizione del trinomio ax? + bx + ¢

Assumiamo A = b? — 4ac > 0. Indicate con

—b— Vb%2 —4ac B —b+ Vb% —4dac

r1 = T2
2a 2a

le soluzioni (reali, eventualmente coincidenti se A = 0) dell’equazione ax? + bz + ¢ = 0, il trinomio
ax? + bx + ¢ pud essere scomposto nel modo seguente:

) 1 1
ar*+br+c=c|l——=x 1——2x|.
I T2

Tale risultato, utile per semplificare un modello ARMA, deriva dalla pili nota fattorizzazione
ar® +bx+c=a(x— ) (z — 29).
Infatti, dividendo quest’ultima espressione per a, possiamo scrivere
%(ax2+bx+c) =(rx—z1)(x —x9).

Dividendo quindi per x1x2, si ottiene

1 1 1
(ax2+bx+c) = <l—x> (1— x) .
ari1xTo X1 2

Poiché, com’¢e noto, z1x9 = E, I’espressione precedente diventa
a
1 1 1
- (ax2+b$+c) = <1— :17> (1—:1:) ,
C il xI9

1 1
da cui siricava az? + bxr +c=c <1 — :n) <1 — x)
]

Ad esempio, si consideri il processo ARMA(2,1)
}/;f = 072Y271 + 07151/272 + et + 073Et*17

con g; ~ WN(0,02). Le radici — che si ottengono risolvendo I’equazione caratteristica ¢(B) = 0 — del
polinomio autoregressivo
¢(B) = (1 -0,2B - 0,158?)
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sono pari a

By =

0,2+004+06 _02+08 , | B = -1
_073 N _073 BQ =2 ’

Poiché in questo caso ¢ = 1, possiamo scrivere

3

6(B) = (1 + 103) (1 - ;3) — (14+03B)(1-05B).

Il modello ARMA puo dunque essere scritto come

(1+0,3B)(1—05B)Y; = (1+0,38) &
che, semplificando (1 + 0,3B), porta al modello AR(1)

Y: = 0,51 + &

138



Appendice 3

La regione di stazionarieta di un processo AR(2)!

Si consideri il generico processo AR(2)
(1—¢1B—¢2B*)Yi =&

ossia
Yi = 1Yi1 + p2Yio + €.

Il processo AR(2), essendo un modello autoregressivo di ordine finito, ¢ sempre invertibile. Per essere
stazionario, le radici dell’equazione caratteristica (1 — ¢1 B — ¢2B2) = 0 devono giacere all’esterno del
cerchio di raggio unitario (ossia, i loro valori assoluti devono essere maggiori di uno). Per esempio, il
processo (1—1.5B+0.56 B%)Y; = ¢, & stazionario perché le due radici dell’equazione (1—1.58+0.56 B2) =
0, date da

10

1.54++/225 224 7

Buj2 = 112 3 5
4

sono entrambe maggiori di 1. Il processo (1 — 0.2B — 0.8 B2)Y; = &, invece, & non stazionario, perché una
delle due radici dell’equazione (1 — 0.2B — 0.8B2) = 0 & B; = 1, che non & esterna al cerchio di raggio
unitario (mentre lo & il valore assoluto della seconda radice, By = ——)>.

La condizione di stazionarieta di un modello AR(2) puo essere espressa anche con riferimento ai suoi
parametri ¢ e ¢o. Indichiamo con Bj e By le radici di (1 — ¢1 B — d)gBQ) = 0 o, in maniera equivalente,
di (p2B? + ¢1B — 1) = 0. Si ha:

B = ZO VOt A o 1= VTt A
2¢2 2¢2 '

Ora, si noti che
8.1) 1 1+ + 4o
. B~ 5 .

L’espressione (8.1) si ottiene nel modo seguente:

B1:_¢1+\/m:>i_ 202 ! —2¢2(¢1+\/m)

2, Bl gt Rt de B @t ol tdAd

1. Rielaborazione da Wei, W.W.S., Time Series Analysis. Univariate and Multivariate Methods, 2nd ed., Addison Wesley, 2005,
pp. 39-41
2. 1l lettore ¢ pregato di verificare questo risultato.
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da cui, semplificando, si arriva alla (8.1). Procedendo in modo analogo, si ricava:

8.2) 1 =i+ ey

By 2

La condizione di stazionarieta |B;| > 1, i = 1,2, implica < 1,4 = 1,2. Deve pertanto essere

(2

11 ¢7 — ¢7 — 4o
B Byl = ’ 4 2 <
e
1 1 D14+ OF +4d2 + P — /P + 4|
§+§ <2= 5 —|¢)1‘<2.
1 2

Abbiamo dunque derivato due condizioni necessarie per la stazionarieta del processo AR(2), indipen-
dentemente dal fatto che le radici siano reali o complesse:

{—1<¢2<1

(8.3) o< <2

Si hanno radici reali quando ¢2 + 4¢3 > 0, il che avviene sempre per ¢ > 0 (che, tenuto conto dell’espres-
sione precedente, equivale a 0 < ¢2 < 1), e cid comporta:

(8.4) —1<1:¢1_”§+4¢2§¢1+V§%+4¢2=1<1.

BQ Bl

Mostriamo che I’espressione (8.4) ¢ equivalente a

{¢2+¢1<1
P2 — 1 <1

Consideriamo prima la parte destra della diseguaglianza (8.4). Procedendo con i calcoli si ha:

2
¢1+W<m\/M<2—¢1:»¢%+4¢2<4—4¢1+¢?:‘¢2+¢1<1'

Analogamente, sviluppando la parte sinistra della diseguaglianza (8.4) si ricava:

/&4
_1<¢1 \/;ij\/M<2+¢1:>¢%+4¢2<4+4¢1+¢%:>¢2—¢1<1~

La sezione di piano limitata dalla (8.3) e dalla (8.5) costituisce la regione entro cui possono variare i
parametri ¢ e ¢o di un processo AR(2) stazionario. Data la forma triangolare (figura 8.3), tale regione viene
detta Triangolo di stazionarieta di un processo AR(2).

(8.5)
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Figura 8.3
Triangolo di stazionarieta di un processo AR(2)

(0,1)

1

(2, —1) (2,-1)

P2

Ora, si noti che quando ¢? + 4¢o < 0 si hanno radici complesse. Cid avviene per —1 < ¢o < O e

1 1
¢ < —= @32, ossia nella porzione del triangolo delimitata superiormente dalla parabola ¢ = _Z¢% (figura
8.5).
Figura 8.5

Radici reali e complesse nel triangolo di stazionarieta del processo AR(2)
-

Complex roots

Nella parte restante del triangolo di stazionarieta si collocano invece le coppie di parametri (¢1, ¢2) dei
processi AR(2) stazionari a cui corrispondono radici reali dell’equazione caratteristica (1 — ¢1 B — ¢QB2) =

0.
Qualche dettaglio sulla forma dei correlogrammi globali al variare delle coppie di parametri (¢1, ¢2)
viene mostrato nella figura 8.7.
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Figura 8.7
ACF del processo AR(2) nel triangolo di stazionarieta

ACF ACF
- il

Real Roots

i) Real roots Region 1: Monotonically decaying ACF
ii) Real roots Region 2: Decaying oscillating ACF
iii)
iv)

v

Complex roots Region 3: Oscilating pseudoperiodic ACF
Complex roots Region 4: Pseudoperiodic ACF

Un esercizio
(a) Trovare I’'insieme dei valori di « tali per cui il processo AR(2)
Yi=Yi1+aY, 2+&
¢ stazionario.
(b) Calcolare p3 per o = —%.

Soluzione

(a) Prima di procedere con i calcoli, notiamo anzitutto che per o = 0 si ha un processo random walk, che
non & stazionario. Pertanto, assumiamo o # 0. Le radici dell’equazione caratteristica —aB?—B+1 = 0
0, che & lo stesso, «B%2 + B — 1 = 0, sono pari a:

-1+ +v1+4a

By o =
1/2 2a

Perché il processo sia stazionario si deve avere |B1| > 1 e |By| > 1. Se consideriamo i reciproci delle

due soluzioni,
1 1+v1+4da I 1-Vit+ida

B~ 2 “ B 2
tazi o d <1 . 1 1-1-4« o <1
er un processo stazionario si deve avere | — - — ,os8id | — + —| = | ———| = .
perunp VeI B By B B 1 “
Se 1+ 4o > 0 (caso di radici reali) vale la seguente diseguaglianza:
1 1-vV1+4a 14144« 1
—-1< = < = — <1

By 2 2 B
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1—v1+4a
La parte sinistra della diseguaglianza, —1 < % ¢ verificata per @ < 2, mentre quella destra,

14+ v1+4a
2

< 1, ¢ verificata per a < 0.

Combinando dunque le due condizioni trovate, |a| < 1 e a < 0, si ricava la condizione di stazionarieta
-1<a<O.
Inoltre, I’equazione caratteristica del processo ha radici reali per 1 4+ 4a > 0, ossia per 1 <a<0e
. 1
radici complesse per —1 < a < e

Per calcolare la funzione di autocorrelazione globale, si moltiplichino ambo i lati della forma esplicita
del processo, Y; = Y1 + aY;_o + &, per Y;_g, si prenda il valore atteso

E(Y;_Y;) = E(Y;_xYi—1) + aBE (Y, 1Y 2) + E(Yi—ket) = Y = Ye—1 + @2, k>1

e si divida il risultato per ~g:
Pk = pr—1 t+apr—2, k=>1.

. 1 .
Sostituendo —5 ad a, e tenuto conto che p; = p_1, si ottiene

1 2
pr=1—-cop1=p1=

2 3

R S

P2 = p1 B Pz—6
B 1 N _1 1_ 1
pP3 = P2 2P1 P3—6 3° 76

143



SERIE STORICHE: ESERCIZI

144



