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4.21.

1.3n+1 3. k,non ¢ a valoriin N
2. n* 4. 2n%—n*

4.22.

1. k,=2" 3. k,=n

2. si; ad esempio k, =2n — 1

5. k,non & a valori in N
6. nlog2

4. no
5.k, =2n+n’

6.1.
n+1

1 1
1. Preso €>0,siha —1}=;<£pern>E.

2. Fissato M >0, risultan —senn>n—1>M perognin>M + 1.

4n 8 £
i i = = > ==
3. Siae>0.Siha ) 4 4~ £nonappenan=>-g 2
4. Risulta Vi —2n=Vn(1—2Vn)<—Vn, e quest’ultima quantita & minore di
— M non appena n > M>. 1

5. Moltiplicando e dividendo per n+\Vn?>—1,sihan—Vn*—1= T
n+Vn —

5 s 1 R 1
equindi0<n—Vn*—1< PL Preso allora £> 0, bastera prendere n > ~ per avere

In—=Vni—1|=n—-Vn*—1<e.

6.2.
1. No. Ad esempio, se si prende a,=1e b, = %
. . bl . n
2‘ . n . n .
Si. Infatti P < panp Rl quindi P tende a zero, mentre Pt tendea,

3. Si. Infatti, preso €= 5 nella definizione di limite, esiste un v tale che per ogni

; 1 . . 1
n>vsihala,—1|< 7€ quindi in particolare a, > X Maallora 2a, + b,=2a, — | b,| >

1
>2X§—1=0.
4. No. Basta prendere a, = 1 — le b,=1— —1—
n 2n
6.3.
1.1 2. 1 3.0 4.0
2

6.4.
1.1 7. +oo 13.0 19. 1
2. +oo 8. + oo 14. + oo 20. 1
3.1 9. — 15. 1 21. —oo
4. —1 10. 0 16. 0 22. 0
5.0 11.0 17. 0 23. —1
6. —1 12. Non esiste 18. max {a, 1}
6.5. —1<a<0

e quest’ultima quantita ¢ minore di e non

2
; 4 1 5
1. Risulta l L. —l = & =,

2m2+3 2|l 4n?+6  4n?

appena n > ‘/i.
4e

2. Si ha 3y/n —4n = /n(3 — 4y/n) < —/n < —M non appena n > M>2.



3 _
3. La relazione % > M & equivalente a n3 — (M +3)n —2M > 0, e quest’ultima

& certamente verificata se n3 > 3(M + )n, ciog se n > /3(M + 1).

4. Moltiplicando e dividendo per n++/n? — 1, si ottiene |n —+/n? — |

<l<esen>l.
n €

<

'n+\/n2 1

5. Risulta n2—nsinn > n2—n =n(n—1) > n per n > 1, e dunque si avra n2—nsinn > M
per n > M +1.

6. Siha2"=010+1D)">1+n+ @ (vedi cap. 2, Esercizio 84). Ne segue che

zﬂ_n>M
— 2 .
2 3 s —
7. Segue dalla disuguaglianza Ez—nSI—n—n - ll = 3"“;1" coEn 3"2+1
4n 3n*+cosn 3 3(3n“ + cos n) 3(3n* —1)
< 5
3.2n
s.Siha|2"‘1—3|= Z_ gl
In+2 3 n+6 n
107
9. Risulta |1+2-10 —3'= 7L
5+3-10" 3 15+9- 10" 10"

10. Poiché o > 1, si ha sempre loga(l + l) > 0. Se si prende e > 0, risultera
n
1

loga(1+i) < € non appena L= af, cio¢ non appena n > v =
n

af—1
11. Moltiplicando e dividendo per n’ +2 +-L siha n’+2 L
m2—1 2 m2—1 2
n?+2 1
__om?-1 2 _ 5 & 5vV2
2 2 4n2—2’
2 T

n_2+_+__1_ (4n2—2)( l2_+_2_+i)
mr—1 2 mr-1 2
12. Poiché 33 =(1+2)>*» > 1+6n, si ha 0<3l"n < = 2 _ e L

1+6n 2n

13. Si. Infatti, preso € = %, esiste un v € R tale che 1-— % < ap < 1+% per ogni

n > v. Ma allora per n > v si ha 2a, — b, >1—-1=0.
4 _ _ o . _ -n"
14. No. Ad esempio, se a, =1 € b, = (—1) 2 la successione a, +b, =1+ =3 non
ha limite.

na, + by

15. 11 limite & 1. Infatti —2—" = ™ 45 4 o " _ 4, ha
n+l1 n+ 1 +1 1
limite 1, mentre risulta i A
n+1 n+l1
16. No. Ad esempio, se si prende a, = n-—1 e b, = % — 1, si ottiene a, + b, =
11 L
=——-—=x<0.
n? n

bi+by+...+by

17. No. Sia g, = , € si prenda la successione b, costituita di zeri e di

n
% nel modo seguente: si comincia con 0, %; poi si prendono tanti zeri fino ad avere
gn < —é, quindi tanti % fino ad avere ¢, > i poi di nuovo tanti 0 finché ¢, non torni ad
essere < % e cosi via. E chiaro che la successione g, non potrd avere limite. Resta da

far vedere che & sempre possibile operare nel modo detto. Supponiamo dunque che per un
certo m risulti g, > —, e facciamo vedere che si possono prendere un certo numero n—m

di zeri in modo che qn<— Si ha ,,—b1+b2+ s Flbi - +b"=bl+b2+' + bm , in

quanto se m<k<m si ¢ posto by = 0. Poiché quando n — oo 'ultima quantlta tende a

zero, si potrd prendere n cosi grande che sia g, < —. In maniera analoga si dimostra che

N|.—-OOI

si pud rendere g, > l.

prendendo un numero abbastanza grande di valori 1

18. Si. Sia infatti € < %, e sia v tale che per n > v risulti 1 —€ < a, < 1+e€. Si ha,
per tali n, 1 —e < a < 1—1— e quest’ultima quantita & minore di 1+2e. In definitiva, se

n>uv, risulta 1 —2e < al* < 1+2€, e dunque lim abr = 1.

n—oo

19. Si. Infatti, poiché a, — 1, esiste v tale che per ogni n > v risulta ap, > %

Sia A = min{%,al,az, ...,a,,}. Dato che tutti i termini a, sono positivi, anche A sard

positivo, e si avrad a, > X per ogni n € N. Se ora K ¢ tale che KX > 1, risultera
Kayp +by > 1+b, > 0.

20. No. Ad esempio, sia a, =1, € sia b, la successione che assume il valore 0 per n
1/n i
pari, € (1 - l) per n dispari. La successione a, + |b,|" varra allora 1 per n par, e
n

2— -71; per n dispari, e quindi non avra limite.

21. -1 22. 0 23. 1 24. 1

25. 0 26. 0 27. 0 28. —0
29. 0 30. 2 31. 3 32. 6
33. +o0 34.1 35. max{a?, 1} 36. +oo
37. 0 38. —1 39. 0 40. 0
42. 0 43. 1 4. 1
41. 0 ! . .3
45. 1 46. % 47. 1 48. +o0
49. % 50. 1 51. +oo0 52. 400
53. 1 54. 1 55. 1 56. 0

57. —o0 58. 0 59. —oo 60. 0



61. Non esiste 62. —co 63. 0 64. 0

65. — 66, $00 67. el 68. 0

69. 8 70. 0 7. % 72. +00

73, 400 74. +o0 75. 1 76. 0

7.1 78. 0 79. +oo 80. 0
L2 2 83,

81. 2 82. 2 T

N

84. Se >0, il limite & 0 se 0< A< 1, +o0 se A>1. Se =0, il limite & +oo se
a>0,0se a<0, Asea=0.Se 8<0, il limite & +oo se >0, 1 se =0, 0 se a<0.

85. 0 86. —1 87. 0 88. >3 89. -1<a<0

90. Supponiamo che L = lim {/a, > lim {/b, = 1. Per ogni € > 0 esiste un v tale
n—oo n—oo

che per n>v siha L —e< a, <L+¢ e b, <l+e. Per tali valori di n si ha allora

L-e<an < Yan+bp < YL+ +d+e* < (L+e) /2. Se ora si prende v cosi grande

che sia anche /2 < 1+¢, si ottiene L — e < {/a, +b, < L + e(L + 1) + € per ogni n > v,
e dunque la tesi. Si osservi che lo stesso risultato si ottiene supponendo solamente che
max lim /b, < lim @a,.

n—00

n—oo

91. Per € > 0, sia v tale che per ogni n > v risulti L — € < an, < L+e. Per tali n si
ai+ay+...+ay aitax+...+ay apy1t+...+ay

ha g, = " = - + - . Posto allora M =a; +...+a,,
si ha %4_@_:_1/3;(_11—_1) <q"<%+w. Sia ora v; > v un numero tale che

per n > vy risulti I—%{—l <ee %(e. Se n> v, si ha L — e +2) < gn, <L+2e, cosicché
lim g, = L.

n—oo

92, Si ponga b, = an, — a,—;; risultera allora a, —ag = by +by + ...+ b,, € dunque
n _bi+by+...+by
n n
relazione tende a b grazie al risultato dell’esercizio precedente, e dunque anche lim (;—" =b.

n—oo

+ %. Se b= lim b, = lim (a, — a,_), il secondo membro dell’ultima
n—o0

n—oo

93. Tutti i termini della successione a, sono maggiori di 1, e dunque risulta a,4; <
< J/a, < a,, cosicché la successione & decrescente, e di conseguenza ha limite L. Dalla
relazione data segue, passando al limite, che 1 < L < /L, e dunque L non pud essere
che 1.

94. Sia P(z)=z" +z — % Si ha P@0) <0, e P(1/n) > 0, cosicché P(z) ha uno zero

compreso tra 0 e % (Lezioni, cap. 1, Teorema 4.1). D’altra parte, se si ha z/+z =y +y = %,
ragionando come nella dimostrazione del teorema 4.2 del capitolo 1 delle Lezioni si
dimostra che z =y; di conseguenza la radice z, trovata & unica. Poiché 0 < z, < %, per

il teorema dei carabinieri si conclude che lim z, =0.

n—oo



