
Teorema (eferazionimi linti

Siamo f : DfER + R , g : DgEIR-IR
X pro di acc fu DfnDg (sia ta DfcheDg)

LfIR
Se valgon hm f(x = L , hm gx MEIR

Allora (i) hm f(x) + g(x) = 1 + M
X+ Xo

siic hm f(x)g(x) = Li
X+Xo

(ii Mohm
OSS

.

Scrivere

hm (f(x) + g(x) = hm f(x) + hmgxXXo X+Xo

è condizionato all'esistenza dei huni

a destra dell'uguale !

Ad exempro

han (x + m())=xX- 0

= 0



Esempio Torniamo a questo luite

(A) hmx +c(t) non enct
X+0

(B) hm X-((t) = 0 .

X+0

Posso usave Il teorema fee dimostrare

che
hm X + 10 (*) non eviste finito
Xeo =

↑

Infatti se , fee arounds
,
eviste

hmx + c(t) = L =I
X+0

onIm w() =hmx+c +unX+ 0

m mu

L O



Ai si) Per opoteri vale

(* >

#320 7530 : 0 < 1-10k = ( f(x) -21 S
1**)

-320 7530 : <1005 => 1gx) -MI S .

Vogho reduce che hm (f(x) +g(x) = L+ M .

X+Xo

"dero studiare ((f(x) + qx1) - (L +M21 < S
"

Fisso 270 na &" : = min 45 ,53

tu O < Ix-uo) < &" valgono (* L che C**L

Dunque

1(f(x) + g(x) - (L+M))
= (f(x) - L + g(x) - M/
= ( f(x) - 1) + 1g(x) -M/
< 2 + 22E

(ii) Vogho dimostrac deh f(xgx=L.
isso &" = mm45

,
22 e ocka-nol"

allora valgono (A ) e CAAS

1 f(x)g(x) - (M) = ( f(x)g(x) - (g(x) + (g(x) - LM)
= ((f(x) -2) . g(x) + L(g(x) -M)) .

- (f(x) - 21 · (g(x)) + 121 · (g() -MI .

< <(1g(1 + 121).



Per concluden deo dure che Igi) i
hiutato in un untomo di Xo

.

(g(x)) = 1g(x) - M + M1 (per aNiccl)
E(g(x) - Mi + IM)

22 + (M) < 1 + 1 MI

Nel mio intomo (g(x)) 1 + IM)

dringue

1 f(xig(x) - (M1 < &(1 + 1M1 + 11).

che conclude la dimostrazione.

ciiic ci barta dimostron che

h girl = m
,

MEO =hx=*X+Xo

Esso 330 , prends 0 < Ix-U1d' - to
la validità di LAA) . Si ha

I- =

m -a
I

1g(x) - M/

g(x) . M 1g(x)1 . IMI

E

&

1g()) .IMI



Teo perm . segno hm g(x =MO alloe

1g(x)/ >I in m intomo.

Alcune consequence

Osservando che hm X = Xo
.

X+Xo

usando il teorema operazioni sui hunti

hm X = X
,

ho ax" = ax
X+Xo X+Xo

Ne possiamo dedurre che ten P
,
Q polinomi

tal che Q(X) #O si ha

Um hm&(Xo]

Non vale un generale se Q(Xo) = 0.

(x-1)(x2+ x+ 1)

hm (x-1)(x+ x++x+1)=



esempio usando la validità del luite

sequent hm i= te Xo > 0.

Xt Xo

TX - 1

rogho calcolare hm
X+ 0 X

Im-1 =

-
hi
x+x -X

=hu=
x+oX(vx + 1)

Teorema (del confronto o dei due carabinieri (

Sams fig ,h : DER-M
,
%o pho acc t D

Se 7820 : 0 <12 - 2015 = f(x) < h(x) <g(x)
hm f(x) = L

l s S X+ Xo => hm h(x) = L
hm g(x) = L X+Xo
XtXo

f(x)(h(x) (g(x) x + [(x0 ,5)

x+xoddy+x ↓ X-1x
L L ↓



&s se no sa che

7Bo : 0 < (- no) <5 = f(x) > h(x) = g(x) .

ehm f(x) = L se 7 hm h(x)= M
XtYo X+Yo

(LEL) =>
allora LEMEL

!
·

hmgx

&

i (to del confronto)
(**)

1. 0 < ( -Mol <8 = f(x) = h(x) = g(x)

molhe #3307130 : 0(k-Holy = (f(x) -Lk S
(A)

-2zo F1> 0 : <I-Holcy' => (gix)-115 .
(A**)

Dunque se prudo < 12-vol in , 7 = mindh , n , 87
Allorarule che

(X) (AA) (A*> (AXX)

L - 2 < f(x) = h(x)(g(x) - L + s

Y

dunque hm h(x) = 1
.

X+Xo



Esempio hm = 1
.

X+ 0

Possiamo mostre chee <X vale

cox= 1.

...
area (AP) : area /AoP

-

h < ara (AOT)

O A & sinx[X I tanx
d ↓
** I ax-X

Con le dont attenzioni ai segui

ux- Ene Exe]- -503
x↓ ↓ x+o
1 1 hm1



Osservationi ① Servere de

*xtI(Xo
,
&- (x) f(x) = g(x) < h(x)

implica hm f(x) < hmg(xhhoX+Xo

è condizionato all'esistenza dei hunti.

Il teorema sopra quindi dati

Um fix) e em hixs esistono e conside
*Xo XtXo

garaunse l'esistenza di hu gixs
*Vo

esempio hm xu(

so che hm un(t) non eviste.
X+0

- - - ...
ev ....

- I

↳
LE

W L+E
-

-
↑ ---

- ~ ------- - 1

Nonostante no hm xco =0



infatt fee ogni X0
mi ha

- 1 = (4)

pe Xz0
- x = X((t)EX

ma dalla parte vale anche fer xo

Max to
-X = Xm(t) = X

xood dxeo . Lxe
O O 8

W
NOTAZIONE O-Piccolo (di Landau

hm Ex 0 fx = ogSe
X+Yo

f = o(g)
X+ Xo

"f tende a vero più rapidamente dig
"

intorno ad Xo



hm
so
=1 h(x)
= hm (hi-x) = 0 .

dunque sin X-X = 0(X) fuxto .

mix = X + o(x)

* f o(x)
Osseniamo ad eu pro

hu X
= hm x =0 = X = 0(x)

X-0 X X+0

per X+ 0.

In generale n > m x" = 0(xk) per x-0.

x= 0(x)

X = 0(X) 3
#
X2 = X3

hm mx = 1 => hm (10x -1) = 0
X-0 X- 0

=) (1x - 1 = 0(1)



essero h Ax =0 = fx =ol

X-Xo

=>X = 1 + 011)
.

Vediamo ora che

hm

am
sinx

= hu T..x=
X+o -

T *21

him(

= hm1-cox-
X2

(=) 1 - cox - [xz = 0(x)

(7) cax = 1 - E - o(x)



cax = 1- 0(2

to confronto con coX = 1 + 0 (1)

PS Sia h(x)= 0/X) for X +0 .

allora hm = 0
.
Ma no impiante

ho + - h(x = 0(x)

-> h(x) = - o(x)

1 - cosX- Sim(x(

Esempio him
Xi + x3X+0

# denominatore ho x + x 3 = x + 0(x)
*-0

m quanto X3 = 0(X).

ini ricordo che

mX = 1 - X + o(x)fx30

D'altra parte
sinx = X +o(x)Im



Quindi (? ) ImSi
sim(x) = X + 0(X2)

y=X Im Se

1 - cox-sinx"A-(X-E + o(x) - x+o(x)
=

X
2
+ X3 x- o(X4)

-+ ox + o(x)
a ricorda

=

X
2 + 0(x) - o(x) = o(x4 .

Vale olxil + o(x) = 0(X)
· Infatti

f(x) = 0(x+ Um=hm
g(x) = o(x)) 3
↓ him

f(x)+g(x)= 0(xz) .

- + o(x)
I

x2 + o(X7) . O

yx+o
Quindive liente originale

=
him- + o(x) - him
X+o X2+o(XY) 1 +0

dx+o
=- O



Proposizione Sino F , g : DIR-1 , Xo acc .
D.

Ce vale him= him
f(x)+A

XeXog()+o(g(x))

Significa la cora sequente

hem
f(x) + o(f(x)

= hinX+Yo g(x) + o(g(x)

dim
f(x) + o (f(x) = f(x) + h(x) im0

g(x) + o(g(xx) = g(x) + k(x) -m
allor

him
F(x +h

=hi
XXo g(x)+ k(x)

g(x)

=↳m hm = 1
.

g(x)

= him(x)
X+Xo g(x)



OSS Possiamo finare a questo conse ma
-

" generalizzazione" del calcolo dei limi

seguent:

him
2x0 - X5+ X10 F
#

X+0 X9 + 2x7 +2x5 O

4 ↑

(2x - 1 +xt)
= hm =-

X+0 X3(xh +2x2+2)
d d
O &

Osservanone Pa X -o vale che

sit o(xn) . o(xm) = 0(yn+m)

& yM . o(xm) = 0(xn +m)

o(xmin = 0(ymn)
(iv) o(xx) + o(ym) = o(X) d = min sm ,

ny.
Per (toco(xY) = o((y4) = o(x)

& sil se f(x) = 0(x2) g(x) = 0(xm)

=>himho



analogamente redere la ciil e la siii)

(iv) f(x) = o(xm) g(x) = o(xm)

Ipotizzando n>m voglio redere

4
= hihi&

x+o Xm
-

=O
n-m

=
himE n -m >0
*p

= 0 .

(V) Se f(x) = o(xu) allora per c + 0

him = t hin=
X-0

quindi f(x) = o(cx") .

Analogo le alle identita
.

Limite della funzione composta

se him f(x) = yo him gly) = L
X+ Xo y- yo

=>h glf-=



Esempio Sia f(y) = &2xX = 0
so lim g(y) = 1.

y +0
⑧

ara considero la funzione f(x) =0 EXER.

-

Owvamente ha f(x) =0X-1R.
X- Xo

ora se io calcolo

hm g(f(x)) = him glo-

hm g(y) = 1 .

y30



&

Teorema Sia f : DfIR +R , g
: DgER - IR

tale che f(Df) ? Dg

Sa Xo pho acc
. tee Of , Yo di acc ter Dg

.

him f(x) = yo
X+Xo 3 => hien glf-
him g(y) = L
y+ yo

se vale almeno una di queste due

(i) f(x) + Yo in intorno di %o
.

(ii) him g(y) = gsyo (cive= glye).
y+yo

ad escmpe torc usave questo fe due

se f(x) to be Xeo allora

him E -himlI

quindi sim f(x) = f(x) + o(f(x)) .

ades .
Sin(x = X2 + 0(x)

.

an(2x3) = 2x + o(X3)



Esempi lim
Los X +1

=> (*)
Xi Sim2(2x)

moto che sono inma simarione ho ""
Sia y= X-+ e X-it allora yo

(x) = him((y
++) + 1

ye0 sim2(2(y+π))

- col(y) + 1
lim

-

yto sin 2y +2)
-

=
sin(2y) .

=
hm

-c() +1
= O = E

y->o sin(2y)

Gra 1- cos(y) = c + o(2)
sim(2y) = 2y + 0(zy)

= 2y + o(y)
2

sin
?

(2y) = (2y + 0(y))

= 4y2 + 4yo(y) + o(y)2
-

ely o(y2)
= 4y2+ 0(y2) .



Esempio lin
tanx-Sinx

X+ 0 X3

so che Nin(x) = X + o(x)

ma anche fam(x) = X +o(x) . Infatti

him tankhm = =

X->0

& a

himsinxhmx
I him x nonessedere

I X70

segno (x) = E O X= 0

-I Xo

g
him f(x) non este
X->0

⑨

hmf
O

hmf(x=



-

Limiti destro e sinistro

Diamo le sequenti definizion
data f : DfER + IR , do di acc . fee Df.

No <x < 10+
5

im fix=L Eyo 70 : On-non
=> 1 f(x) - 21 > a

Non No

hm f(x)= E) #Elo 5530 : <Ho-5
, neDf

Xe Xo
-

=> ( f(x) -L
X-5 %+&

I X 2

Dop Data f : DIR + IR , No di ace fe Df.

Un
Allora

S hm f(x) = L
X+X

dim segue direttamente dalla definizione .



Per ora acermiamo

I
- lim (1 +x) =: e numero di Eulers.

Xe 0
+

l lo dimocheremo ni seguito.

Da questo potremo dedurre
,

indicando

log(x) loge(x)

& him hege e

& him


