
caso particolare : w=1
R = 1

un questo case w = 1 =
12:0. y= 0

.

le soluzioni di z = 1 sono date da

i
Er = e k= 0

,
1

,
2
...,

n- 1

radici n-enine unta.

escuto : Enorae le radici tene dell'mutal
e diseguale nel famo complesse.

deso risolven z = 1
.

Le solumoni

i
Zu = l R= 0

,
1

,
2

z =
110

= 1

z
,

=
e

= -E+

zei--- i=
21

i 2π/3 1 =2L
⑧

s
zo



Se visolo invece z = 8 i

8i = 8e R = 8 y=
io

quindi z = re

r3 = g

E 30=+ REX

i
z = 2e k= 0[ O

i(E +2)
z = 2e k= 1

21
, Z= 2 e

i(+k
= 2

.

2(+(i)
9

.
·
z
.

= 2ei2
·

( = 2( + Ei)

moto
3

(-2i) = -
8i3

zi
= 8 ,



Enunciamo un teorema che non dim

Teorema (fondamentale dell'algebra

Ogni equazione della forma

P(z)= amzn + an-z
+

+ .... + anz + a = 0

dove do
, 91 , ..., AnEC , Anto ,

M31 .

ammette almeno una solunone in.

OSS In effetti no implica che br

soluzioni di P1z) = 0 sono esattamente

m
, quando contate con la loro moltepl.

Infatti se <ED risolve P(z)= 0 (vive P(a=s)
allora P(z) = Q(z) (z-x) con

Q(z) opportuno polinomio di grado n-1.

* se rogho risobce in D una equazione

P(z)= amzn + an-z
+

+ .... + anz + a = 0

dove do
, an , ..., AnER , anto ,

allora le solumoni sono o reali oppure
a due a due complesse coningate.



In effetti se &D verifica
n-1

and + an-d +.. + a, d + 90 = 0

allora

and + an-d" +. .. + a
,
d + 90 =0B

- & + B
wie

and + an-" +. -- + a
,
d + do =

0
n-1

and + an-d +.. + a, d + 90 = 0

ajE( n-1

aj=a) and + an-d +.. + a, d + 90 = 0

ovvero I è soluzione dell'equazione.



4 Funzioni

Dati due usiemi A
,
B una funzione da

A a B i in oggetto

f : A + B A dominio
,
B codominit.

tale che fanocia ad ogni elemento di A

mo e uo solo elemento di B.

In questo caso scriviamo fla) = b

fe dire che fassocia -A con beB.

Pi formalmente dati A
,
B definiamo.

AxB = ((a ,b))a + A ,
be B) prob amo.

Una funzione f : A -> B è in sottoinsieme

GIAXB che Soddisfa :

Ha + A 7 ! b - B : (a
,
b) + G

↳> ecrivo flai = b .

Tale G è detto grafico di f



·

az

8
. b ,

·

b2
&

al
·
as - %

b
·

b4
A B

f(ai) = by , flaz) = be
, flaz) = by
.

B

by o ⑨ ⑨ ⑧

by a ·
So

b ,o

⑧ ⑨ A
9 1 92 As

Se mece prende f : R - R f(x) = X?

1

-((x ,3)(y = x2 - 1)

y = f(x)

zu -a
·

I R

8
- I

XXER 5 ! yeR : fix = y .



Ci utrssiano a :

a valon

ci) funzioni" reali di variabile reale

f :R + IR

-

cii) successioni

f :N -R f(u) = am

& Data : A + B diciamo che

(is fi iniettiva se

* X
, Xz +

A
= X + X = f(x) + f(xz)

oppure

* X+ , X2 = A
: f(x) = f(xz) => X1 = X2 .

(ii) f è mriettura

* y +B =xtA : f(x) = y

(iii) f è bimiroca o bilettiva

se f è iniettiva e suriettiva.



Osservazione : Le paro un termini di

↑

equarione
"

2x incognita >
f(x) = y (y terie moto)

curiettiva (=) ytBJxzA : y = f(x)
esistenza della sol.

iniettinità=) f(xi) = f(xz) = X1=X(

micità dellavoluzione

birrea # FytB F ! xA : y = f(x)
enstuia e micrtal ↑

Es f : R - IR f(x) = X--1
1

Y

-a
·

I R

8
- I

f(x) = y X- 1= y x= 15 + .

x= y +1 y+140 No Son.

y+110 dresol.



Se f : A ->Bi birica allora

fossiamo defini ma Juniores

f : B -> A /funzione inversa dif

definita con = f (y) = X ( f(x) = y

noto infatti che la def di f" è ben posta
in quanto :

(i) f suriettiva => I' def se tutto B.

(ii) f iniettiva => famocia in solo elem.

def Date due funioni f : A-B
, g

: B- (

posso define gof : A + C

(g + f)(x) = g(f(x)) .

f G
-> -

a fin
·

g(f(x))

A B T
C

gof



Notiamo che se f :AB è bimiroca

allora enste f : B-A e vale

f(f"Syl) = y fy +B fef" = ide
f (f(x)) = X fxA fof = idA

f
->

i
·

f(x)

n

A f
-

B

Notiamo anche che es f : AtB
, g :

B-

sono biniche allora gof : A+

ebunivoca e vale

(gof)" = fog
f &
->

- i
A
f
-

B gl
C

def Dico che i due mnemi A e B sono
-

in corrispondenza binvoca se 7 ma bilezione

f : A ->B. In questo case carro A EB

Osseniano de valgono le proprieta :



(i) AE A Jscelys f= idA) criflessiva)
(ii) * EB = BA (shofuf) (simmett
(i) AEB

,
B=C = AC (tranzinitas

Idata f : AtB
, g

: B+2

no gof : A+ c (

Insiemi rimii e Intimit

Def Un mieue A e Infinito se

A può esere messo in corr bimica

con un suo sotto inviene proprio.

A infinitoet - BEA e f :AB biminoca

BA

Principio dei carretti Una funzione

fi 21 ,
2

, ..., m3 - 41 , ...,my nom

-

calzini caselli

mon e inviettiva

Se A i funto allora I NEW tak che
-

A corr . birriroca con de , ...,
N3

Allora dico cand (A) = N.



# IN è infinito

den È possibile reduce che

dato P= (2m) men) mieri fan

la funcian f : N- +P flal = In.

-

e binivoca.

IN 1 2 34 5 6..
S ↑ -

P 24 6 g 10 12
--

def Se 7 f : A + IN bimiroca allora
-

A 2 dice (INMNO) NUMERABILE

Teorema Q i numerabile

IR non i mmerabile

Proposinone I i numerabile

di devo costeure ma g : IN- bimroca
-

5304·... -⑫0345 ...

1

&&
g(1) = 0

, g(z) = 1
, g(3) = -1

, g(4) =2
....

g(5)= -2
.. --



Provate a scrivere esplicitamente la
g

g
: N > ↳ e vedere che bunivoca.

&S con lo stem procedimento fors vedere

che se As
,
As sono numerabili allora

A
,
U Az è mmerabile

Anche Q i umerabile : infatti
basta reduce che Q

+
=&9 + Q1930)

è umerabile .
In quante

Q = Qu40)u

On A = 51 PEN , geN] i numerabile.
noto che A = Qt

Possiamo identificar AE IXN.

1 2345

①
1 1/n 12 1130114 15

-1 FORMULA
③

ESPLICITA?22 220234425 ...

-

33/ 312313314 315...
⑭

4 4/ 4/2434/445..
i = ...



IR non è mmerabile (Cantor)

È sufficiente dimostra che Jo
,
15 non

è numerabile suppor untuto

sufforniamo the andls che 7f : N -30, 15

che via biunivoca

Denoto a
m

= f(m) ; Jo ,
1 = dam/men3

& 0, gh 40, 1-..9)

jenma
a2 0

, <(2)<12 Il atra
di ar

az 0 . 13 -
:

ak & <Sk)(R)(r)IR .

i i

b 0
,
b
,
b2 bz ...

Risso bm = 22mdi
EMEN-



funzioni Elementari

1. Funzioni potenza
c

Dane significatg,
-E

N

Dato MEIN , XEIR

yn = X . X.... X

-
-

n volle

Dato ge Qt , g
=

n
mimeningedefine

X9 = ym=m

Nota · Per 221 fissato-

91592 in Q = 292

Per 0xX1 vale la dis opporta
.

4

=
x



Per Let sono powe fo 231

- xt : = sup(x/gek+ , 9 - x)

n .

xE = sup(x /geg-r)

= say Is,
se""

,
il

,
se' lu

, ... 3

x
% xB = x4+ B

.

(x4 * = n

* B

Per deir
+

e 0<< 1 20

L
O = O

ab 1= 1

auclo mi def X In x30 e <> 0.

se x20 e do pongo
X=a



2. Encione expe log.

Avendo definito Le poteme a esponente
reale forse considerare

aso
,
al fiR -I f(x) = aX

Y
aX A as

a = 1 !
<1.

1 x

① 1

not ocaci a =(



Logantino & ato aso
,

a t 1

Per y> 0 x = logaY seat = y
u

X è l'esponente
dalave ad a fee aree y.

log ,v = algay = y

y78

EAbbiamo due Identila : loga(a) = X

XEIR

Dal proprietà dell'esponenziale
X

S
aa" = ak+

=> [loya (xyD
= logax + logaY

(ay(y = a
*3 loga(X

*) = 2 logaX.
X0 CEIR

.



Insieme in definiziare .

Restrizioni

Data f : A -B questa potrebbe non

essere suriettiva tuche f(A) B

f(A) = ( f(a))a =A] - B
immagine di A tracite f

(immagine di f) quando A

f ètutto il down
.

XI
·

Xh
-> · Y I

&

· y2 f(A)
C

·

X3

A
B

Se tene ad f : A -> f(A) questa diventa

nneltiva Per l'uniettività ?

Mi posso chieden ne 7 >CA tale to
mi fly : <- > B via iniettiva

.

flj : c + B f(c(x) = f(x)x + C .

"F ristretta a >"
.



Esecupio (funzione sens e corre

1

A = 1 AOP =.p

i ↑ (vaX
, sinx)

O A 10) : R -+ R

Sin : IR -IR

D'altra parte Inimx/eXER.

Potrei considerare sin: >> [11
,

17.

che ora è surettiva.

Sappiamo che hn(x) = son(x+2) Exec

quindi non è iniettora.

O 10

& ·e in I
-π T

& o
- 1 O

Considero si/,
· [- ,1 -> I - 1

,
17

ed è sia iniettura che nuriettiva.

su questo intervallo è def la inversa.



marin : [-1
,
13 -> -3.

2 ↳ accsinx

acsinx =y= sin y = X

con ye [- ,]

? Grafico di ancsin ?

Notiamo ancsnix = y (=) (x ,y) -) Gancsue
sin y = x (=s (y ,

X) Grin

-

· sux

1a &

-I-in +-m-
& - 1

&
--T

Amalogamente colgo
,i)

: [0] -+ 1-1 ,
1)

luivoca e

definire accos : [rl
, 1) -> To

,
i].



La formare turgente

SinX

tan X = - aco X

&

Il~
tan X-sinx-

1 cosX

tanx è definito quando cox + 0·

noi I-(x = E +ki/rek]

Quindi tanly-, : -L + i

binrisa.

La una inversa e

acton : R -J -E , E

A



Funzioni Herbolichei
cosi come Su

,
con soddisfano

X2+y= 1

s x + c"x = 1 P(cx
,
sinx) sta sul
cucho

Possiamo definire delle finiomi iperboliche

cosh : IR-R Sinh : 1R-IR

che soddisfano la relazione

cosh2x - sin2 x = 1
↑(cahx

,
suhx)

sta smiliferbole
x2y = 1

whx = ece
sinhx =e

Commento en insieme di def.

Una funnone
" tecnicamente" è ma

f : A +B con domino e codomino

assequati.

Per funzioni reali di variable reale

definite da una espr . analitica



-(x)f(x) = 1 - loga a) 1

-

mitotri chiedere qual' èe pur

grande sottoinsieme DIR In c

fi ben definita.

D èl donimo naturale di f

Nel mosto caso (* 1

D = [ XER/130 , 1-logau 30 4.

areSu
Esercizio

Inventure in offonti intervalli o domini

di definisime) le funcioni seguenti
e esplicitare la funzione inversa

f(x) = E

f(x) = 2x - (x)

calcolare
Tf(x) = 1 - X - fof ...



Esempio consideriams la funzione

f : - 1
,
1) - I

f(x) = X + 1- x3

Determinare se f è invietra elo suriettura.

se f non surrettiva
,
trora l'unmague di f.

fl - 1) = - 1 + 0 = - 1

f(1) = 1 + 0 = 1

f(x) = 0 + 1 = 1

f(t) = 2+- = E+=

f- 2) = - ...
= =-

iniettiva f(x) = f(xa) => X1 = X2 .

x+x = x +1xz =) Xi =x2 -

iniettiva f(x) = a mintal
unmeltra esistenzaa

↑
dato a c'è una sol?
i mica ?



x + T -xz = a

# = a - X

-
vole era-X20

2

1 -
X2 = (a -x)

1 - x = a+ x - 2axye9 . di20,
con a par.

2x2 - 2ax + a- 1 = 0
.

2a- 4 .2a
X =

4

a Ima2 - 2a
2
+2

X =

2

quando
a I 2 - a 2-a20 &

XI c'è una sol.
2

2 - a > 0 wei - E a E

ci sono due whinom

2- a= 0 we a =E

ce ma shunme
2

2-a0 noi as E o ac -E

nmma soluzione.

j(x) =* fof" = id
fof = id ?



f : [- 1
,
1) -+> R f(x) = x ++x2 .

f (t- 1,) = [ - 1
,
8]

.



5 Limit di Funzioni

&ef Sia f : DEIR + IR
, XotIR pto acc . fe D .

Diciamoche

him fix) = L con LEIR
X+Xo

se vale :

Uso 7820 : XXeD
,
0 < 12-vok

=> If(x) - 41 E

· noto <In-no18 de [ (X ,
8) - 4x0]

(f(x) -L( < 2 (=) f(x) = I(L
,
2)

· #330 7530 significa che J = 51s

& difende da s!

· non è restrittivo impone &C1/550)

I posso restringer a t suff - piccoli

Esempio : hm 3x + 2 = 5
.

*-> 1

moto f : R - IR f(x) = 3x+2

D = IR Xo= 1 pto acc.



* 2307830 : 0 < 1x- 115 => (13x +2) -5/d
.

un

1- 5 < x 21 + 5 (f(x) - 11

Fisso E30 e anco 8.

Risolvo
(3x +2 -5) E

13x - 31 E IA) B

- 2 < 3x -32 -BAS B

3 - 2 s3x13 + E

1 - 24x1 + 1
Prendo J = & ed he verificate la def.

Empio Verific che him 3x + 2 #6
X+ 1

Risso Eso e considero

f(x) - L

13x + 2 - 61 E

13x -41 S

4 - 2 < 3x4 + E

I
4/3

T



Per 2= abbiamo

17 = y - 5(x) * + t = a

E <X non èuntono di Xo = 1 !
3x+2 .

If(x) - L1 < E

4
~

StE
L-2 < f(x) < Lts

&

5 ... S

5-E
-

& "
/

.

:i "
& : 2

%= 1

2 +x)

3+E
03

Esempio hm 2 + x = 3
3-E

·

2

X+1

lot proc .
di prima 12 + x2 - 3)E

fisso 230 arb. 1x2-1) E

(( < 1) 1- 3 < X2 1 + 5

-N+3 < X -V3 U FE <x

scelgo : 1-
8< 1+ 5 .



Si può ragionar diversamente
Il

Il

OSIn-ud > 8 => 1f(x) - 11 < S

i polino IX-1118 e etimo If(x)-1)

(f(x) - 11 = 12 + x2- 3)

= (x2 - 1)

= (x +1)|X -1)238 .

↑
vorreithe non fore grande
.

- 1 O 1

I I 12to

Per 8 > 1 posso dure Ix-115

implica (x +11 3

Infatt (x+1) = (x - 1 +2 | = (x- 1) +2

-5+213
.

↓ 520
,
811 IX-Xo( => 1f(x) - 11 < 38

Fisso sco mbitrario. Barta prendere
821

, Ec (voe= mind1 , 5).

(x -xo(cd = (f(x) -2385
.



Esempio hm
Ipotina IX-1) & e considero

I(f(x) -x= - 5
=

3(x+1) - 2(x+2)

3(X+2)

=
-2 -1 O A

A D ·
se <1 allova (x -11

come

implica (x+212 * dimonta a
allora i

S. In generale mi basta saper mostrare

#50 Go (n -2015 => (f(x) - 2) <35
↑ I
piccolo per ma certa <30.



Teorema/micità del limt) .

Sia f : DER + IR
, xo plo acc .

D.

So vale
hm f(x) = 1 EIR
X+Xo S => L = L'

hm f(x) = L
I
EIR

XeXo

dim - im
L+E

-im L-E

soott

supponiamo fer asudo LL' - Allora

d : = 1 L-L'150 . Per ipoteri :
(A)

#2307530 : <12-115 = (f) - 11 < S

1 (**)

tazo 7530 : 0 < ke-vol = 17-21E

Esso 320 .
Se prendo 8" := min 35 , 81}

allone tor <I-201 < 8" vale IA1 e (**

Quindi forse scrivere



· 0 <d = 1L - L' = (L - f(x) + f(x) -4)

->
IL-f(x)) + 1f(x) - 21 ·

< 2 + 2 = 22 .

Ne segue : #230 od< 2E
.

contraddizione
. (prendere 2 = d/4).

Teorema (della fermanenza del segno

Sa f : DIR +R
, Xo pho di acc . fe D.

se vale hi f(x) = LER
, an 130

X+Xo
Crisp L <0

allora 5+ >0 : ExeD Ock-noky => f(x) > 0 ·

(f(x) <0)
.

LE
L

- ~
L- E

jo

dim caso 130 . Per definitione
-

#20 -> 50 : ock-nol -1f(x)-1/E ·

prendo= = (f (30).

Fissiano a +c .
OCK-nok



Esplicitando ho

-2 f(x) -2 S

L - 3 < f(x) < L +3 2=
0< f(x)<

Barta regliere n=
0.

Osserviamo te dimestrato f(x) >23 0.

Per Lo dimostiamo f(x)- 1

Corollario Sia f : DER + IR
,
Xo pho acc fuD

Se valehm f(x)= allora

->30 : ock-no< = If>

Esempio Funzione "segno"
1 x70

A : IR - IR e(x) = 20
&

u = 0

10 - 1 x 0 &

S

LE
⑧

L-2

0 -1 -



tim sol = "Non eviste.
# O

Non può essere hm s(x)= > 0
X+ 0

perché per teo . per segno dovemo avere

1(n) >0 in un intorno ch no= 0·

Per lo steso motro non può essere L0.

Non puo eve nemmens L= 0 in quanto
pen S =2 la condinone di hunte mon

è verificato (1 (x)k] Es X = 0
.

oss la fuvian f(x) =S
x to

X = 0

huSoddisfar
x+o

f(x) = 1
.

o

⑨

E (funzione di Dirichlet)

xeQ

EfiR +R fix= UQ



In questo case hm f(x) non eviste
X + No

pen resem XER.
---- -...................

Essendo Q ed IRIQ
--.................. -

deuri in IR. In

ogni
intervall Ja

,
bl di IR

la funione f vale sia o che 1.

Esercizio hm cos non eviste


