
Teorema (di Bolzano-Weienstrass

Ogni insieme ECI huntato e infinito
ammette almeno un punto di accumulatione.

Oss Se E è finito non ha punti di
-

accumulazione.

se l'insieme è infimb ma non limitato

può aree o non are pti accumulazione

es QIIR => WI ph di R sono acc

INEIR = non ha pti di acc.

idea della dimi

costruire ma serione di IR

D = < XEIR) En [x , tot è finto]

S = <X +1) En [x ,+Ol infinito]

dimoshare the (S
,
D) senore.

dimeshare che l el
. sefaratore è di ace.

S = (x=R(x [0] D = ( x+R(x0].

- ,
E = j - 1

, 02 vC . meIN]
&



commento twe -20 un sono elementi

di IR quindi non fossono essere di acc.

Tuttaviain tus considere E = RUS+Tod-s]

estendendo la mozione di Intorno di

un punto X i [(Xo
,
r) = JXo-r, Xotr[

definendo intorni di to come JM
,
+I

intorni di-to come J-0
,KI

Notazione : SupE = +O se

-

t mon ha maggioranti

ax +bx + c =0X=
y
= X+-=

a
-

2a

(2 + i) + (2 - 1) = 4.

u3 = 15x+ 4
.

FRI





Numeri complessi

Esistem numero i tale che i = -1.

C = ( a + bi/a , beR) aumen

complessi

z = a + bi forma algebrica

a = Me (z) b = (m(z)

ple real pe immaginaria.

IRC I IR = (a +oi/atiR]

(a +bi) + (c + di) = (a +c) + (b +d) i

(a+bi) ( c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

el neutro somma 0 = 0 + 0

prod.
1 = 1 + 0i

Dato z-K chi i WeK : tw = 0

z = a+ bi w = = - a - bi

lo denoto con - z = -a-bi oppostodit.

z + (- z) = (- z) + z = 0.

Dato Ze D chi i We D : zw = 1.

"anco l'uno " = I "



sez = a+ bi e w = X + iy

zw = 1(z)ax
- by = 1S

ay +
bx = 0.

↓ ↑
(a+ bi) (x + iy) = 1 +0

ra +b+ 0 => [x=
y=2

se z = a+ bi
,
ab0 = z=abi

i

z +0 in

&f Dato z = at bi - K . pingo.
E = a- bi CONIVGATO di Z

Iz)=2 Module di z.

Osservo che =
D'alha parte z . E = (a +bi) (a - bi) = a+ b2

w
R



Esempio Calcolare lexic"-

1 - i

(1 + i)= =

Gisce - i)
=

1 - i
= E

1 +1

= E- i

3 = i
=... = (3 - is(z - (i)

1 + i

---

CommentoSi può Introduce D come segue
1 "seura" la i (

C = ( (a ,
b) /a ,

b +RyRenate
di n. reali

(a ,
b) + (c , d) = (a+ c , b + d).

(a , b) . (c ,d) = (ac-bd , ad+be) ·

(0
,
1) . (0

.
1) = (- 1

,
0) "i . 1 = -1"

.

a+bi = (a , b)

O+ 1i = (0 , 1)



Interpretarione geometrica

Possiamo identifican atbit

con l punto (a ,b) del piano carteriano

z+w.

b= Im.......
t= (,b)

= a+bi

(
,d)= W ... ~ Iz1=th2i dist

. origine
a= Me(z)

·
E = (a ,-b) = a -bi

w + (z -w) = z

Peso definire d(z
,
w) = 1z -WI

Vale la dis
. Triangolare

d(z
,
w) < d(z

,
n) + d(u , w).

per dimoshala mi serve

Lemma Dati z
,
WeK

,
vale

(i) 1 zwl = 1z) . Iw).

(ii) 1z +WI < 121 + 1W) (ds triangle



dim (i) 1zwl = zw . En

- zw . Z w
-

= z . E . W . W

=Iz12. IWR

to mato EN =En e zW = Wz . NEWEK
.

-

(ii) (2 +wi = (z +w) (z +ws
I (z+w) (E +w)

use che #w = E +w

= zE + ww + Zn+ wE

= 1z + IwR++wE

molchezEsonocingee se

noto anche che a +2 = 2 M(x) qu <- &

= IZP+ INR + 2Relz)

?

ELIWRt21I
Per concludere no che

Re (2) < 1211w) m quanto

#a = a+bi Me(d) < 14/ ab2

dunque Re(2) -1z = 1z/Int = 1z11w).



Riammato delle proprieta' utilizzate
verificare tu esercizio !

#St DalSe d + 2 = 24()

a= -- 2 = 2i(m(d)

1x1 = 15/ Re(s) 1 14

I = d Im(a) 14].

Forma trigonomenica

Idealificando ztD con (a
,
b) wel piane

e porinds in coordinate polari

z = (a
,
b) = (rCOO, sind

z = r(ct + ismo)

forma trigonometica .

r =(z)=b2

meuke O I E argomento di z

T
non è mico !

P = angolo definto a meno di In



se -[0 ,
2 I agomento principale

Nato : z = a + bi

=+b)
X Y

X+ y2= 1 .

= (2) (cno + isnO)

usz = 1+ i 121= =E

=( + it) .

= E( + i) = (c + im) .

e
Intse

Taniamo al prodotto di n
. complem

z = r (co + isino)

w = R (2 4 + i sin y)



zw = -R (coo + ismP) (cy + i sy)

= -R7/100co - Intany)
+ i)sn0cey + 10 sing)].

zw = vR(((p + y) + im(0+y)]

I ↑
lzwl = 1z/Iw) "mg(zw) = myAl + agews"

In particolare fu z =w

z = r (u(20) + isin (20))
.

pui in generale tr induzione si ha

z = wh(m(nt) + isi (no).

es Calcolare (E+ i) " = 2

121===

- = m +in
z= c (d) + is(G) = 1 +0i



Notazione esforeuciale

it def
e : = cosp + i sint

molica num
. compl . di modulo 1

e ang :
= 0.

z = K1(uno + isno) = 121eit

dove O e in angomento di z.

ass con l'aiuto di questa motazione
-

no potrebbe definire11 esponenziale
complesso · Se z = a + bi

Z iba + ib dete
e = l

= e(c(b) + isi (b).

se visenvo la regola del prodotto
i8

z = re
,
w = Reil

zw = Rei(a+ y)

in particolare 20 .
(iy - ci (o+y)



conchicamente
it
to rappresentse

ip = co + i and
⑨

= (c8 ,
Sind

-1 Go
⑧

in in
Notiamo e = -1 => e + 1 =0

Esempio Servere z = 3 - 31 m

forma esponenziale.

(z1 =5+ 3 = 3E

z = 3k(z - it)
= 3 -i .....Er
= e .



Esempio Servere z=i
in forma algesica , trig , exp-

- 1

z = (1 -2i) . (1 + 1)

=
== E - i

1z1===

== El-t-it
=Et
=E (co + isp) = Ecio

noto che Emo = 3 # Janos

motore teo che Relz) < O
, Im10

unfortante fe det
.
I valore di 0

a meno di 25



Radici n-enue di un nuero complesse
Dato We D archiamo le soluzioni

z =wz-

Panhamo da z+ 1 = 0 woe'
z = - 1 (A)

Posso ragionale
con : sen z = reil

(con r. incognite) .
int

- 1 = 1 . 2

D'alla fante z= re
: 20

in
Quindi Ass Rei20 = 1 . e

n2= 1c S 20= (mod 25)

&+ 2kt
,
Rec

r= 1 (ricorda : +> 0)
= S

f= + kπ Rel.

Basta selezionare i valori di 0 m [0
,
25

Co un intervallo di ampiona in (



T = 1

~
t

2 = 1 .

ei i
22= 1 - e

= +i sint =w + ism)
= i =

-i

Esempio Se provo an visolvere

z= i

z = reid
E Reino_{ + 2k+ neu.

i = 1ei
=>[ k
·

i

·=
e

....
↑

......
i ⑳
e - 22

e-iz



coro generale
Se cerco le soluzioni di

zu = w WE K ,
MEIN.

(ro)Neiin +2 Re

sen io
=>Se

le soluzioni sono proprio m

Call' interno di m mot di amp In

2=
i

k = 0
,
1
,
2
.....

n-1
.

i soluimi dishute tutte con
ster modulo !

Oreera che con queste scelte di R

e argomento sta trae



Esempio insolviamo
z3 = 8i

Innanzitutto 8i = 8e
io

z = re r3 = 8
z = p3ei30 & 30 = E +2kT kex .

=>[
prende R= 0

, 1,2 Nero

i
= = 2e 2

,
= 2e =

2en
=
-2i

i
⑧ ·

ei2e

-.........i
-

2

2 = -B
+i

⑳

it

↳ =
2e5

= 2( + inn) =2( + it)
= - + i



(5 + i) = (E + i) (E + i)
= (5 + i)(3 + 25i - 1)

= (5 + i)(2 + 25i)

= 25 -2 + 2i + 6i

= 81

Esempio Trovare la soluzioni di

z = (1 + is = - 64 .

w= (1 + i11 ( w = 1 (1+ is1/
=11+1112
= 21 = 29.

arg(w) = 12 arg(sti) = 1. = 3
= (mod (n)

(1+ i)12 = 26mi = - 64 -

concludere l'esercizio e diseguare le
soluzioni nel pano complesso.



Esercizio Trovare le soluzioni di

(E +1)4 = 1

Pongo M= + 1 e ho n4 = 16

trovo le soluzioni
n , 42 , 13 , 14

·
Poi trovo

Us
⑨ · =n, + 1 = u

- u - 1·

by
z = i(n - 1) = in - i

! Disegnare le soluzioni z . Notare che

non sono più ventici di un quadrato
insento in ma urconferenza con

awho nell'origine.



Osservazioni finali

1 Da quanto detonegue che

inoceign = e
(2010 + i sind)"= (n0) + i si (ho)

ad es n= 2

22

(co + ismo) = 100 - Sino + i (2 cosOsmo)
zo 20.

A nalogamente

(co + iso) = (.... ) + v) . . . . (

10s 30 = 10s30 - 3 GO Suo
= E Sm30 = 3 Rosmo-Sin38

2 Equarioni di 2
o

grado

az+ bz + c=0 a
,
b
,
< - D

,
ato

iz+E + 8 = 0
my 2 =

- b+hac

2a

interpreto le radici quadrate in I . w= b2 bac.



Esercizi& Calcolare el valore esplicato
di () em()

idea : cercare le radici quachate in K di
...

② Trovare tutte le soluzionim K

delle equarioni :

· Il = 1 .

⑥ iz - iz = 1
.

e diseguarle nel prano complesso.


