
Esempio (Disuguagliana di Bernoulli

Per agri meI, az-1 vale

(1 +a)" 1 + ma
(X )

Dimostriamo la(A) per induzione :

Der n= 1 e orio (Ita)" = 1 + 1 . a.
Voglio reden che Pla) - Pintil noe

safendo (1 +alt > 1+ ma .p.
Pla)

i new che (1 +a)M+ )
> 1 + (N+ 1) a ?

tesi

D'alha parte (1 + a)"+= ce+a) (etal
(1 +a30) e Paro induttivo-> (1 +ma) (1+ a)

>1 + a + ma +ma
2ma -1 + (n + 1)a + ma

> 31+ (n+1) a

OSS Abbiamo usato
-

A-B e (30 => A . C > B . C

se AxD h (0 => AC B . C
-

OSS Prendendo a= ottengo
-

(1 + 1) - 1+ n.
1
= 2

M



Esempio Dimoshare che siste MoeN

tale de
Ch . n! in Am >no .

dove m ! = 1 . 2 . 3.... m. n fattoriale

oneo te n= 1 2. 1 ! = 11 Falsa !

n= 2 22 . 2 ! 122 Falsa !

M=3 23 . 3! 3
3

Falsa !
8. 6 27

Pano induttivo : roglo redece P(m) = P(n +)

P(n+1) en+ (n+1) ! -(n+132
+

1

Maut
(n +1ch+

Per concludere ci chiediamo se è rens

2+i - (M+1
n

2m (n+12

2 (+)" = (1+



Per n= 6no può reden che la

dis . è verificata

26 . 6 ! S 69

Quindi Pla) è verificata tr 136.

E Possiamo riformulare dicendo

qu . n !
0 I = 17m6

nu

24. n !
rechemo che hm = 0

.

M-2 nu

Potena del binomio

Generalina le formule note

(a+b)2= a + 2ab + b2

(a+b) = a + 3a2b + 3ab2 + b3

!
of

(a +b) = 7 indath ca

Integrativa.



2 Numeri neth

Ricordiamo gliinsiemi mmerici

N QR
-
Somma. moltipl.

Teorema IEQ) .

Non eviste alcun gt Q : g= 2

dim (dimostraniane fer assmob

Cultoriamo fee asurdo 7 q = -Q , 970.
tale the 9 2.

m
,
n

In particolare scelgo MCD(m
.
n) = 1 primi

tralor.

vale m2 = 2n2 - m2 è pari
=in è par

allowa 7 KEN : m= 2K , dunque

(2k)" = 2n2 = 2k2 = n2

=> m2 i parr
=> m è par

No raggiunto ma contraddizione.



OSS A livelle logico la dim per
-

anudo si bara enl fatto che

P => Q equivale non Q => mont

ifteri => Terr negsla = metteeteni

algontmo di bisezione

* geQ : q = 2 ma 122
,
2 > 2

quindi 1 <2

11
,
512_o

121815

( 1
,
25< 81

,
5

IO



Primpro di completence di IR

&f Una sezione di IR è una coppia
di sottoinsiemi (S , D) Non moti di IR :

(i) SnD =
ad

(ii) SUD = IR
↓

(iii) eeS
,
IdeD = 1 d.

S ↑ D

R

Per ogni serione (S .
D) di IR

enste in unico SER tale che

NeeS ,deD aled .

e è detto Elemento Separatore

!. Questa proprietà non vale fu Q

D = [x-Q(xx0 e X>2}

S = Ex +Q1x0 opp . x20 x 2]

Dns = 0 DVS = Q ma non enste

me leQ : AseS
, NdeD ested .



Approccioassimatico



Intervalli di IR

[a ,
b] = EXER1 a < X< by minwal,e

Ja
,
b) = GXR/a(x = by

Ja
,
bl = EXER) a <X< by murralio.

[a
,
+ol = <XER) X a} analoghi

2a
,
+0[

3 - 0
, b) = [X +1) xx by 3-0

,
b)

A questohrelle + s e - * sono simboli

e non dei ieri reali.

es
.

Una serime di R S = 5-0
,
1]

D = J1
,
+0[

identifical nero reale 1
.

Pef Dato EXI non moto definiamo

(i) MER è magginante per
xX-E => XIM.

(ii) meIR è minorante fe E

2 XeE =) mX
.



(iii) MER è marrimo fer E

se M magginante e MEE

(iv) MER è minimo qu E

se en minorante e meE

Esempio E = 20
,
15 = ( x+R)0X1].

2 maggiorante X2XE .

o i minorante X30XeE
O i minimo feché ofE.
1 è maggiorante ma 1*E.

1 - E

Noto che preso "j1 abitrario,

allora
ymon
i maggiorante pache

considero z = 1 e vale

y @ 1 con z-E
.

Il 13 2)1 III
I



Prop Dato EUR non moto
. Se este

un manimo fe E
,
allora è mico.

dim Per arando Siano i
, in manimi

fe E
. Allora si ha

in magginante) = 11
M2 EE

=> M1 = 12
.

in magginante => MEN
Mi E

attengo ma contraddizione.

Def ( estemo superiore
La EIR non moto. Diciamo che

X-R è estemo superiore di E

C e serivano J = supE) se vale :

(i) #XE : X1) () magginante)
(ii) 30 ExeE : J - c < X

1) èc pri piccol
dei maggior .3.

E superiormente huntato = ammette almeno

in magginante.



Teorema Ogni EUR non moto e

imperiamente huntato ammette

echemo superior ed e unico.

Am Costumiamo ma ecrioe di IR

ipoteri
D = [XER) x maggiorante di El

= (x +R(x = ytyE]
Hu

S
,
D S = D = 1 - D = [XER) X mon i magg diE]non

moti
Pe costiunone SUD =Re DnS = 0
Per reduce che e una serime devo

reduce : fetS
,
NdED Sed

.

D'alha parte previ due tali e
,
d

1 non i magg => TXEE : A No

↓ è magg => d > Cot A

Per l principio di completera enste

un uno elemento separatore JERR
tale che UseS

,
AdeD Added

.

roghe redue de S= supE noe'

(is d è maggiorante (vioi JED
(iis FE3O J-2 non e maggiorante



( noe' #20 : 6-seS)

(i) Per anndo supponiamo che I

non i maggiorante allora

-XE : > < 10
-

considero y=o

: moto 3 < y < No

e vale che 4y-
y non

è maggiorante

=> X y e yeS contraddizione.

siis pensare per esercizio.

S

Is
D

Ref I entrumo interiore)
&a EFR non moto. Diciamo che

MER e eshemo inferiore di E

1 e scriviamo M = infE) se valgono
(i) xx E MEX (fo minorante

(ii) #220 FXE : X + S Impugnansent



Analogamente possiamo dimostrane che :

ogni EER non moto e inferiormente limitato

ammette estemo inferiore ↓
ammette almeno
in minorante

Esempio Sia E =Gl ; meNY EmY)

Trorace
, se

enstono
, inf , sup ,

max
,
min.

Se chiamo an= a
az=
az=

Osservo che PDE e #M31 n
quindi0 i minorante ; DEE = minE = 0

o i anche el esheme inferiore.

Osseno che n2-113n UMEN

[ -142m
2

sempre vero.

Quindi 011 I maggiorante.



Noto =-
anche 13 i maggiorante.

Vediamo de J= supE = I noe

#20 ENEN : 1- s<
equivale a due che la disequazione

-E
ha almeno ma solume Men

,
faxo.

(A)=> I - 25 -3
E -2 - 3

noti [7 o

(L 21
- 4230.

3n2

() ris1 13
35 O

MEN
Es n>

3
bas agoon70.

Per esercizio : verifica the 1 Sup E

noi non i vero320 IMEN : 1-2



1/3 1

& ↓

Esercizio Se EER non moto ammette

eshemo superare d = supE ,
Jee

allora J = max E.

⑳ Se ECI non moto ammette

massimo allora Sup E = max E .

3 Se EER mon moto ammette

estemo suffiore , esso è unico.

Esempio Sia E = J0 , 1[n Q.

= [g - Q : 0 < ga1]

0
= mf E = ! #ETO 1-5 non i magg

1 = supe = ?

none . maxE =?
Eso J geE 1-3 < 9

non es min E
=? basta scegliere q=

con abb grande.

Esempio E =C + M , m
,neNY R

Inf E = min E = 2 n



sen= m= 1 => f + 1 = 2
. 2.

Per redu che 2 e mimmo

+ 22

E22 Es mmm
(t) m2- 2mn + m2= 0

# (n -m20 · vero !

Esso m= 1 allora +

avero n+ME.

= MEIR : EXE XIM
.
James

- MEIR 5 XEE : M2 x]Monmagg
#

ME I JxtE : m< X .



usiamo la seguente turinologia

& Dato ESIR non moto

· superiamente (risp . Inferiormente) fiutato

se E ammeth almeno in

maggiorante Crisp minorante)

⑨
huitato sia cup che uf . huntato

Se EXR non moto non è sup
Aiutato

allora poniamo sup E =+

Crisp . Kuf E = -S se non i mf fil .

Esercizio Sia Edi non moto e limitato

Provare che infEs supE.



POTENTA DEL BINOMIO

Formula del quachato del binomio

(a +b)
2

= a + 2ab + b2
-

cubo del binomio

(a +b) = ab + 3a3b + 3ab2+ b3

Teorema (potenza del binomio]

Per ogni a
,
belR

,
e per ogni MAIN

(a +b)=
coefficiente binomiale

ter
n ! = 1 . 2 .... n

= KM (m)= ! d = 1 te cour

= dotat ...a



lemma vale la sequente identita

(w ) = (*) + (m)

te ogni meN e ogni 1 : 0KIM+.

dim Basta recen che

inSe
S
=(- in-1 ! [+un+ J

n -k + 1 +k
= can-m! [ m(n -n +1)]

=in! = (n)



Gravie a questa formulanncorsiva

possiamoricostrine i valori del coeff
simoniale dal Triangolo di Tartaglia

riga s I

riga 1 11 O (a+b)3
- X XX -

riga 2 12 1

riga 3-1 3 31

14641

15 10 10 S 1

( m) = K-esimo dellaviga n

(a+ b)" = 1a4 + 493b + 6ab2 + 4ab3 + 163

dim della formula

Per M= 1 abbiamo visto che è rena.

Sultongo Plu) vera . Voglio reduce the

i rena anche P(M + 1).



Vogho ner dimostrare

(a +b)2+ (t) Ryan

no l'identita
n+ 1

(a +b) = (a +b) (a+b)

Pluivera-e = ( (n) abh) cat e

= (n)tu(w) ant.

mota :no usato can=c
infati < (9, + a , +.. +an) = cap +Ca1 +... +cam

.

Osservo: X = XX..

-



= ) ak pu(w) ante s

= tanifuti) 19 som + tem 8 2"Somma

+[) + (n)]akbu -n+
1 Enna !

1 1 -

= im) ag +(m) at

+ (nH) ap

=
an

+1

+ bu
+1 (H)akyn

= (n) abt



IL VALORE ASSOLUTO

def Dato XIR definiamo

(x) = max( - x, u) = [27
Ne segue (210 KER

( = 0 =) x= 0

Ad empro (31 = 3
,

1 - 41 = 4

12 - 5) = v - 2 let-m = ?

Osserv mothe (al > a AxEIR

(x) > -xXEIR

Proposizione (disuguagliana triangolare

* x
, y +R rale(x + y| (al + (y|

E' chiamata con questo nome teche
d(x

, y) = (x - y) distanca tra Xey.

Z
A ↳ by



Dati X
, y , I -IR

d(x
, y) = 1x - y)

= ((x - z)+ (z - y) |
·

(A +BIAl + 1B1) = (x - z1 + 1z - y) &

Z

= d(X
,
z) + d(z , y) g

d(X , y)< <d(x,z) + d(z ,y)

dun ( della distriangolare (

Per definizione x1(x)
, y - /y)

alloran+ y = ( | + 1y)

D'alla facte-s = (s) , -y = /Y/

quindi -p + y) < (al + 1y1.

Ne segue (x+y| < (2) + 1y)
a

max(x+y , -( + y)] .

Conseguenza Per ogni MEN , Xe ..., XnER

1x1+... + xm)(x)+... + (xm)

merX



dim Per induzione. Per m = 2 vera
-

Mosmano che Plu) => Pluti) #> 2.

In fath animo vero P(m) e obseno.

((1 + ... + xn)+ xn+1) uso la distriangolare

- In+... + xn) + (km+1)

uso P(y) * Il+ ... +m + 12m+ 11 ·

vera.

Esempi 1 Misolve in IR

In- 31 < 2x +1 . (x)

un=330 = [x - 3 <2x+1E)(x)]
n-30 =) 23 - x < 2x +1]

(X) (=) S
x - 330

O E
x -30

x -342x+1 3-2 /2x+1.

2 Misolam in R for A ,B20

(n - 1) < 3(x+ 11. AB
#

equr
. (x -1) = 9(x+12 - A Ba



3 Risolven m IR

(n - 2) < (a + 4)

d(x
,
2) < d(X

,
-4)

u
-1.

X

I De ↳
- 4 -1

Punti Di ACCUON LAZIONE

vola : un pto di accumularione fer ESIR

è in XotR a mi posso
"avriana"

rimanendo in E. Intorno (palla
aferto
centrato m X

.

notazione I(Xo , r) = B(xo
,
r) L di raggio +so.

> o I(Xo , m)
=(XEIR : In-col < +3

XERR .

motiona In-201 < r

() - - <x-20sr

# do-r << Notr

avero I(Xo
,
r) = JXo - w, YotrI

&

f Dato ECR .
Un purt XEI zi

dece pro di accumularione fee E se

tro En([(r)(Xo)) #4



un ogni untono di do trors parti
di E diveni da No.

! Tolgo Xo dall'intorno purché altrimenti

se XotE la condinone

En Il
,
r +q Vr> o

i automaticamente verificate.

&S Xo non e pro di accumularione

- ro30 : En([(.-(x) =

Esempio E = Jo , 12 .

3 Noto
Co

A

ogn Xo-To , 1] chiuso è di accumulaz.

te Xo & [0 ,1] ,
overo XotJ1 , +0 [

non sono di ace .
X7]-0, 05.

Per Xo> / basta prendere to < In0-11

e avremo En (I(xo
,
ro)-(x02) = 4

&s E = Jo , 15 v62] a o
-

1 punto Xo = 2 mon è di accumulatione



Esempio E = & ,
men

= 51 . E , 554 ... 3.
Yo 0 13 1

I
un lodo

No
L'unico plo di acc di E e Xo= 0.

Vediamo che %o= 0 è di accumularione.

En ([10
,
r) - (0)) = En (3-rir[ 1903)

=&Ine-rr,↓

= SIMEN , far] .
= Even ,

n > 1) . sempremoto

Se Xo0 o Xo31 non i diaca
. (facle !)

Sa ora Xo - Jo . 15 , rogho rede che non

è di acc. . Ho due possibilita

Cic Xo = In te quache MOEN

(inc -MOEN : <X



Nel caso sil se prendo to come segue

%o 10m =-
allora [(xo

,
ro) nE = [Xo] XoFE·

quindi non è di acc.

Nel caso (ii) devo sughere

no < mind10-m) · 10-ul).
un questo uno En [co

,
ro) = 0

Oss (culla defininone (
-

Possiamo caratterinare in maniera

equivalente in plo di accumularione

come segue : X
.

I è di acce. Le E

s

Ar > o En [Cor) è infinito /D1

Arzo EnIl (D2)

Evidente che (D1) => (D2)



Mortiamo che se vale (Da) => (D1) vera.

Tr
.

S

Russo No = -Xe En Flor , XXo .

Sar < 14- 4, 1 = 7 XE En Io
,
M, Xo

X2 # X1 .

na +2<120 -*)) ..

Cortisco Xn con meIN.

Yn # X , Xnt [ /Xo, r) .

Corollano Ogni uniene E finuto
non ha pli di accumularione.

Osservazione IN non ha phi di accumularione
benche via inputo.
1 2 34...& ⑨

Domanda : Quali
sonoi pridiaccumulazione



Proposizione /dennta di QniR)

Dati a
,
be IR

,
ab

,
emte ge Q

tale che a<q
b.

(Equivale a die Ja
,binGo Nacb).

uriano la proprietà archimedea di IR

Ar > o JMEN : ur > 1.

dim Barta famle ocab
.

&CM.
Erreude b-a >0 JKEN : k(b-a) > 1

Fisso MEN M : = [ka] + 1

dove [x3 = max(me( / m < x]
ent = 31 -a)=x)

Osservo Ka < [ka] +1 Ra +1 < b

=> ka < m < kb = a b

Esercizio RLQ denso un IR

I mave the EQ)

oveno ptr di ace di&Q i R.



Esercizio Sia EER limitato. Poniamo

diam E = Sup((x- y) ,
n
, y + E) .

Dimostrare che diam E = supE-infE .

33075o [Ja

Encizio E =[ ,me

omali sons mf
, sup , pti accumularione ?

-im mf -1

sup 1

-1--m

quindi ECI-1
,
1] ed è guidi huntato.

Dunque 7 supE
,
InfE .


