Soluzioni degli esercizi di riepilogo su elettrostatica e correnti

Soluzione del problema A

(a) Nelle ipotesi fatte, per ragioni di simmetria E = E(r),, dove @, & il versore radiale.
Applicando la legge di Gauss ad un cilindro X di altezza [ < L, coassiale a quello carico, a sua
volta dimezzato dal piano indicato nel testo e la cui superficie laterale sia a distanza r dall’asse
del cilindro, avremo
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Si noti che con la scelta fatta gli effetti di bordo sono trascurabili e non c¢’e¢ dunque flusso at-
traverso le basi del cilindro di altezza [, perché E ¢ ad esse parallelo. Prendendo invece un
cilindro di altezza L il flusso di E attraverso le basi non ¢ affatto trascurabile, e se si arriva al
risultato corretto e solo compiendo due errori che si cancellano.

(b) Imponendo, come prescritto nel testo, V(R) =

da cui
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(c) Il protone, di carica g, = e, deve avere un’energia cinetica sufficiente per attraversare la
barriera di potenziale. La situazione piu favorevole ¢ quella in cui la velocita iniziale Uy, €
diretta radialmente verso l’asse del cilindro ed il protone arriva al massimo della sua energia
potenziale in » = 0 con energia cinetica nulla:

1 9 ep R? ep 4m
Ukinp(R) = Upot p(0) = 3 M Vmin = eV(0) = feo = Umin =R Yo =9.3x10 <
(d) Per r < R Delettrone, di carica g, = —e, & soggetto alla forza F = F(r) @, con
e
Fr) = acB(r) = —5r
Si tratta di una forza elastica, F(r ) = —kr, di costante elastica k = (pe)/(2¢€p). La frequenza
angolare delle oscillazioni & w = \/k/m, con m = m,, ed il periodo T = (27)/w, per cui
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Soluzione del problema B

(a) Indicata con S l'area di ciascuna armatura, la capacita equivalente del sistema dei due
condensatori in parallelo nella configurazione iniziale &
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Se hi =z h e hi, = y h, nella nuova configurazione
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Allora .

T 221
Poiché la distanza tra le armature ¢ una quantita definita positiva, il problema ha una soluzione
fisicamente accettabile solo per x > 1/2.

C=0C = x+y=2zy = y

(b) 11 lavoro compiuto dall’agente esterno sara eguale alla variazione dell’energia potenziale
del sistema dei due condensatori, ovvero W = U’ —U = (U{ + Uj}) — (U1 + Us). Ma se la capacita
equivalente del sistema e la stessa prima e dopo la variazione delle distanze tra le armature,
C" = C, avremo anche Q' = Q e V' =Vj, da cui U’ = U e dunque W = 0.

Senza imporre la condizione C' = C, avremmo avuto Q = Q1+ Q2 = Q1+ Q5 = Q' ma Q) # Q1
e QL # Qe Vi =Vi=V"e Vi =Vy="Vyma V' # V. Non ¢ pertanto lecito imporre V' = Vj
prima di imporre la condizione C’ = C'. Inoltre Q) = Q1/z # Q1 e Q4 = Q2/y # Q2 anche dopo
aver imposto C’ = C, proprio per consentire C{ = Cy/x # C, = Cy/y con V| =V =V' =1},

(c¢) In questa seconda situazione avremo

C,,:C{,+C§,:eos+605&_eOS<1 )

ch TR TR\ E

1 1
C:CH = *+[§;:2 = K=2— —
T x

Per x = 5 si ottiene dunque x = 1.8.
Poiché x > 1, il problema ammette una soluzione fisicamente accettabile per x > 1.

(d) (- DT
€ (K — 0

E= h

Si noti che, sulla base di considerazioni analoghe a quelle esposte alla fine del punto (b), nella

situazione considerata la differenza di potenziale del condensatore contenente il dielettrico ¢ Vj,

non Vj/k, pertanto il modulo del campo elettrico nel dielettrico ¢ E = Vj/h, non E = Vy/(k h):

la condizione C” = C ¢ realizzata da Q] = Q1/z, Q) =k Q2, V]! =V’ =V" =V, 1/ + Kk = 2.

lop| =P =¢o(k—1) = 2.7 x 107 7C/m?



Soluzione del problema C

(a) La capacita del condensatore piano si trova calcolando la capacita del condensatore equiva-
lente composto da due condensatori in serie di pari area A = 1% e spessori h e d — h, il primo dei
quali riempito con il dielettrico. Poiché Cp,, = €ol?/(d—h) = 17.7pF e Cpq = €orl®/h = 35.4 pF,
la capacita risulta dunque:

—1
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Co=|—+—= =———=118pF
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La capacita del condensatore sferico é:

R1 Ry

Cy = dmeg——"—
ﬂ'eng R

= 19.5pF

La capacita della serie risulta quindi:

Cr = ! Ly = 7.35pF
r=(ete) —row
(b) Il campo elettrico Ey dipende dalla densita di carica superficiale o secondo la relazione
Ey = o/ep, da cui si ricava 0 = ¢gEy = 26.6 uC/m. La carica @ si ottiene moltiplicando o per
larea A = [? delle armature, Q = 0 A = egEpl?> = 266 nC. Il valore di V; si trova dividendo la
carica per la capacita equivalente del sistema:

ng%z%.lkV

T

(c¢) Il campo elettrico nella lastra di dielettrico E4 si trova ricordando che la componente del
campo spostamento elettrico D ortogonale alla superficie non ha discontinuita, ovvero D =
eoEy = ek Ey, da cui

E
Ey= ?0 =75%10°V/m

La densita superficiale delle cariche di polarizzazione o, corrisponde al modulo del vettore po-
larizzazione del dielettrico P:
-1 E
op =P =eo(k—1)Ey = =D E _199,0/m?
K

(d) II campo elettrico del condensatore sferico si trova utilizzando il teorema di Gauss. Tale
campo risulta quindi non nullo solo per R; < r < Ra, regione nella quale vale:
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Soluzione del problema D

Ricordiamo che la capacita del condensatore piano in aria ¢ data dalla formula standard Cy =
Ae€g/h = 1.475pF e che, proiettando come suggerito nel testo tutti i vettori su un asse verticale
rivolto verso il basso, nei dielettrici normali valgono le relazioni D = eyxk E =€y E + P.

(a) La situazione della figura di sinistra corrisponde a tre condensatori piani in serie tutti con
armature di area A, il primo ed il terzo con aria e spessore [h — (h/2)]/2 = h/4, il secondo con
dielettrico e spessore h/2. La capacita equivalente del condensatore risulta dunque

-1 -1
CS:( 1 N 1 N 1) :(h/4+ h/2 +h/4) _Ae 25 Ch 2K — 9.45pF

Cis Oy Css Aegg Akeg Aeg h /i—l—lz k+1
da cui o )
s K
= — = = 1.66
s Co kK+1

(b) Dalla legge di Gauss segue che ovunque tra le armature Dy, = Dgs = 09, dove og s € la
densita superficiale di carica libera (e totale) sull’armatura superiore e —oy s quella sull’armatura
inferiore. Allora:

Qs GV 2¢grV

Dos = 0ps = 25 = = =8.82 x 1078 C/m?
05 =00 = 4 T T4 T Rkt 1) X /m
(c) Per calcolare oy, s osserviamo che, nelle convenzioni del testo, 0, s = —FPy 5. Allora:
k—1 2¢0V (k—1) _
Op,s = _Pd,s = _Dd,s o = - h(K T 1) =-7.02x10 8 C/Hl2

(d) La situazione della figura di destra corrisponde a due condensatori piani in parallelo, entrambi
con armature di area A/2 distanti tra di loro h, il primo con dielettrico, il secondo con aria. La
capacita equivalente del condensatore risulta dunque

B _Aer  Ae A r+1 k+1
Cy=Cig+Cy = 5% + 5h ~ h 5 = Cy 5 = 4.35pF
da cui o 1
K
Td Co 5 95

(e) Il campo elettrico, tangente alla superficie di separazione tra dielettrico ed aria e continuo
attraverso di essa, vale Eyq = Eqq = V/h, per cui:

60(&—1)‘/

Piag=Dgq—eEga=e(k—1)Egq= .

=2.07x 1077 C/m?

(f) Usando ancora la legge di Gauss:

eoliv

T = 2.60 x 1077 C/m?

00d = Dgqg=cork Egq =



Soluzione del problema E
(a) Seguendo il suggerimento contenuto nel testo:

dr Rz Rz dr P Ry
dR=p 2" | dr= = 10g 2 = 2960
B=romr = 8= ), = ), PorrL “orr %R, -2

(b) Applicando la legge di Gauss ad un cilindro di raggio r ed altezza L coassiale al condensatore,
e trascurando gli effetti di bordo, al generico istante t:

L t
bp=2rrLFE= Q = E=E(rt)= 762( ) Uy
€0 2weg Lr
In particolare, per r =19 e t = tg:
Ey = E(ro, to) = &ﬁr =4x10*%, V/m
2meg Lo

(c) Calcoliamo la capacita del condensatore a partire dalla differenza di potenziale tra le arma-
ture:

R Q [®dr_ Q R
AV = — E-dr= — = log —
Ry " 2regl Jp, T 2meg L ©8 Ry
da cui si ottiene: P
o= @ _ el o eop

T AV logRy/R;

(d) Trattando il sistema come un circuito RC' possiamo scrivere la legge di Ohm come:

AV (t) = Qg) — RI(t) = —quéit)

che corrisponde alla solita equazione differenziale per la scarica del condensatore, di soluzione:

Q(t) = Qo e /T (7' =RC =pey=221x1078 s)

Soluzione del problema F

(a) Indicata con x la distanza che separa le due armature del condensatore piano, la corrispon-
dente capacita ¢ data da C(z) = €pS/z, in particolare nella configurazione iniziale C; = C(d;) =
€0S/d1 = 5.53 pF. La carica elettrica presente sulle armature del condensatore &
€0 S Vo
1

Q=CVy= = 6.64nC

e resta costante perché il sistema ¢ isolato. Ad essa corrisponde una densita superficiale di carica
sulle armature o = /.S = 1.33 x 107° C/m?, che genera una pressione elettrostatica su ciascuna
armatura pari a p = 02/(2¢g) = 9.96 N/m?. La forza di attrazione agente su ciascuna armatura
¢ percio indipendente dalla distanza z, e vale in modulo:

Q2 o 60%25
2¢0S 243

F(dy)=pS = =498 x 103N



Allo stesso risultato si puo arrivare con considerazioni energetiche. Indicata con U(x) l'energia
elettrostatica del condensatore:

dU (z) d1 Q?

d1 d € VES
dx dx 2 C(x)

_ e V@S
dx 2d2

=498 x 103N
2d?

x=dso

r=d>o

(b) 1l lavoro compiuto dalla forza esterna quando la distanza tra le armature viene aumentata
da dy a do, con le armature a riposo prima e dopo 'operazione, ¢ eguale in modulo ma di segno
opposto al lavoro (negativo) compiuto dalla forza elettrostatica (attrattiva) tra le armature:

e VE S

We=-W,=F(dy—dy) =
2d3

(do —dy) = 4.08 x 107°]

Anche in questo caso si puo arrivare al risultato con considerazioni energetiche:

Q2 QZ €0 VO2S 5
We=-W,.=U(dy) —U(dy) = — = dg —dy) =4.08 x 107°J
(d2) =U(d) =55 =56, 2 d2 (d2 = du) .

(c) Se mentre armatura viene spostata dalla forza esterna il condensatore resta collegato al
generatore, quest’ultimo mantiene al valore fissato Vj la differenza di potenziale tra le armature,
e la carica elettrica presente sulle armature varia con la distanza = secondo la legge

~ e S Vo
T
x

In tal caso la forza di attrazione tra le armature diventa

~ _ Q0 Vg s
Fa) = o) s = 210 00

ovvero, per r = da:

Q@) _«VPS

= =3.93x 107°N
260 S Qd% %

F(ds) = p(da) S

(d) Anche in questo caso il lavoro We delle forza meccanica esterna ¢ eguale in modulo ma di
segno opposto al lavoro (negativo) compiuto dalla forza elettrostatica che agisce sull’armatura
mobile. Tale forza dipende pero in questo caso dalla posizione, dunque per calcolare il lavoro si
deve integrare il lavoro infinitesimo tra le posizioni iniziale e finale:

22

s V2s [ g V2§ /11
We= [ F(a)ds= "0 / Z = 2% < - ) — 3.63 x 1076J
d 2 Ja di do

1

(e) Il generatore, dovendo mantenere costante la differenza di potenziale Vj tra le armature,
deve fornire la carica supplementare AQ = Q(dg) — @ (d1) che compensi la variazione di capacita
dovuta all’allontanamento delle armature. Il lavoro del generatore € percio quello necessario ad
aggiungere la carica AQ a potenziale costante Vj:

W, = Vo AQ = Vo [Q(d2) — Q(dy)] = VE (Cy — C1) = VS <dl2 - dll> = —7.26x 1079J



Anche in questo caso il risultato si sarebbe potuto ricavare sulla base di considerazioni ener-
getiche. La variazione di energia elettrostatica del sistema, corrispondente alla somma dei lavori
compiuti dalla forza meccanica esterna e dal generatore, AU = W, + W, é:

~ ~ Q(d2) Q(d1)  eVES (1 1 _6
AU = Ul(dy) — U(dy) = - - — ) =-363x107%J
(d2) = Uldn) 2C, 20, 2 \dy 4 x
Allora: ) )
Wy =AU - W, = V@S —— =) =-7.26x1079J
dy  dy

Soluzione del problema G

(a) Applicando al caso in esame le condizioni generali di discontinuita sulla superficie di sepa-
razione tra due dielettrici, ed utilizzando per i moduli dei campi i simboli Ey = |Ep| ed E1 = |E1:

EO,t = El,t = EO sin 00 = F1sin 61

Doy =D1y = Eyp=rE, = FEycosty=rLE cosb

2 2 _ 2 E&n _ L2 cos? by
Elyt + El,n == EO,t + ? = EO Sin 9(] + /4;2

(b) Dall’espressione precedente e da cos? @ < cos? §/k per k > 1 si ottiene immediatamente che
Ey < Ey, la relazione essendo soddisfatta come eguaglianza solo per 6y = 6, = /2.

da cui:

(c) Per 6, # m/2 possiamo dividere membro a membro le due condizioni di discontinuita:
1
tanfy = — tan6;
K
da cui 0y = arctan[(tan 6;)/k] = 0.276 radianti (15.8°).

(d) La densita di carica di polarizzazione o, ¢ legata al vettore polarizzazione P dalla relazione:
op = P.it
con 71 versore normale alla superficie orientato verso I’esterno. Per un dielettrico normale:
P=c(rk—1)E;
dunque sulla faccia di destra:

~ -1
O—p,d:P'ﬁdzﬁo(K‘_]‘)El COSGlZGO (K/

) Ey cosfy = 11.()pC/m2

Sulla faccia di sinistra il versore normale & I'opposto di quello sulla faccia di destra, ns = —7ig,
dunque anche la densita di carica di polarizzazione ¢ opposta, o, s = —0p 4.



Soluzione del problema H

(a) Posto 7" = 21 Uy, T2 = 291, ed indicando con # 1’angolo polare:

0—dreV(i)= I 4+ © ___ O  aV=z/a
[m=r| P =7m (F—7)2 (7 — )2

1 1
=q1 3 ) -
\/r —2rz; cosf + 23 \/%fr?—Qrzl cosf + 21 22
21
= r2—|—z%:—r2+z1z2 = 7“2:27122
Z2

che & appunto I’equazione di una superficie sferica centrata nell’origine di raggio
R=\/2129=7.42cm = 0.0742m

(b) All’interno della sfera la situazione ¢ del tutto equivalente alla configurazione iniziale, dunque:

Fo_ e g VR L ggina
d7eg (21 — 22)2 * 4mey (21 — 22)2 : . :

(c) Essendo il guscio sferico mantenuto a terra, dunque a potenziale identicamente nullo, e non
essendovi cariche elettriche al suo esterno, per 'unicita delle soluzioni dell’equazione di Poisson
il potenziale al suo esterno € identicamente nullo, dunque anche il campo elettrico:

E(M=0 (Jf] >R)

(d) I1 campo elettrico in prossimita della superficie interna del guscio sferico sara ortogonale a
questa e dunque radiale, rivolto verso il centro, e (in ovvia notazione) dato da

E——Uﬁr——[av] i,
€0 or|,_p-

Partendo dall’espressione di V() ricavata al punto (a) e sostituendovi zo = R?/z1:

B ov _q |0 1 1
7= [&L—R— T 4w |or V2 —2rz cose+zf_\/z%r2/R2—2Tzl cosO+R? )|
q r — 21 cosf 22r/R? — 21 cosf)
T ar _(r2—2r21 COSG+Z%)3/2+(Z%T‘Q/R2*27"Zl COS9+R2)3/2>]T— -
_ @ A/R—R —0 R — 2

dm (R? —2Rz cos +21)%2  4nR (R? — 2Rz cosf + 27)3/2

(e) Nel caso in cui la sfera non sia mantenuta a terra, il guscio sferico ha sulla sua superficie
esterna una distribuzione di carica uniforme con carica totale sulla superficie pari a ¢;. Allora,
sfruttando la legge di Gauss e la simmetria sferica all’esterno del guscio sferico, il campo elettrico
richiesto e

g q1 . q1 -
E(r) = = R
() 4 egr? U 47T6[)7“3T (171> F)



