
Extracorrenti, L e M di circuiti
• Extracorrenti di chiusura e apertura
• L di un solenoide toroidale
• M di due solenoidi



Extracorrenti di aperture e chiusura

La presenza di un induttore in un circuito impedisce alla corrente di aumentare o 
diminuire istantaneamente in quanto, in base a ℇ𝐿𝐿 = −𝑑𝑑𝛷𝛷 𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(∗), la 

variazione genera una f.e.m. che si oppone alla variazione stessa. Vediamo un 
esempio.
Il circuito figura e’ detto circuito RL in serie. Le variazioni di 
corrente sono causate inizialmente dall’apertura e dalla chiusura 
dell’interruttore T. Dato che queste variazioni danno luogo alla 
forza elettromotrice di autoinduzione ℇ𝐿𝐿 = −𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, la legge di Ohm per il circuito e’:

ℇ + ℇ𝐿𝐿 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 ⇒ ℇ = 𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑅𝑅𝑅𝑅 ⇒ ℇ − 𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

⇒
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

=
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℇ − 𝑅𝑅𝑅𝑅
⇒

ℇ − 𝑅𝑅𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑒𝑒−𝑅𝑅𝑅𝑅/𝐿𝐿

con A costante di integrazione che dipende dalle condizioni iniziali.
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Extracorrenti di chiusura

Quando all’istante t=0 si chiude l’interruttore, la corrente e’ inizialmente nulla (il 
circuito era aperto) cioe’ i(0)=0. La ℇ − 𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝐴𝐴𝑒𝑒−

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝐿𝐿 porge ℇ − 0 = 𝐴𝐴 � 1 e quindi

𝑖𝑖 =
ℇ
𝑅𝑅

(1 − 𝑒𝑒−
𝑅𝑅𝑅𝑅
𝐿𝐿 ) =

ℇ
𝑅𝑅

(1 − 𝑒𝑒−
𝑡𝑡
𝜏𝜏)

avendo posto:

𝜏𝜏 =
𝐿𝐿
𝑅𝑅

τ e’ la costante di tempo del circuito. In figura e’ mostrato 
l’andamento della corrente i(t). Essa tende asintoticamente 
al valore di regime 𝑖𝑖∞ = ℇ/𝑅𝑅, corrispondente alla legge di 
Ohm per le correnti costanti. 
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Extracorrenti di chiusura

La forza elettromotrice di autoinduzione vale

ℇ𝐿𝐿 = −𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −ℇ 𝑒𝑒−
𝑡𝑡
𝜏𝜏

L’effetto ritardante tende esponenzialmente a zero con 
costante di tempo τ. Ad ogni istante la differenza tra valore 
asintotico e valore effettivo di corrente e’ dato da

𝑖𝑖∞ − 𝑖𝑖 𝑡𝑡 =
ℇ
𝑅𝑅
𝑒𝑒−

𝑡𝑡
𝜏𝜏 = −

ℇ𝐿𝐿
𝑅𝑅

= 𝑖𝑖𝐿𝐿
e quindi 𝑖𝑖 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖∞ − 𝑖𝑖𝐿𝐿.
Durante la fase transitoria si manifesta un’altra corrente oltre 
a quella calcolabile con la semplice legge di Ohm applicata ad 
un resistore, detta extracorrente di chiusura (𝑖𝑖𝐿𝐿). 
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Extracorrenti di apertura

All’istante di apertura (t=0) la corrente nel circuito RL, ha il suo 
valore di regime 𝑖𝑖∞ = ℇ/𝑅𝑅. Supponiamo che aprendo 
l’interruttore la resistenza passi dal valore R al valore R’ >> R e 
che R’ resti costante durante il transitorio in cui la corrente 
passa da 𝑖𝑖∞ a zero. La intensita’ di corrente varia ora con la legge:

𝑖𝑖 =
ℇ
𝑅𝑅
𝑒𝑒−

𝑅𝑅′𝑡𝑡
𝐿𝐿 =

ℇ
𝑅𝑅
𝑒𝑒−

𝑡𝑡
𝜏𝜏′

Con 𝜏𝜏′ = 𝐿𝐿/𝑅𝑅′, molto piu’ piccola rispetto a 𝜏𝜏. La forza elettromotrice di 
autoinduzione vale

ℇ𝐿𝐿 = −𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝑅𝑅′

𝑅𝑅
ℇ 𝑒𝑒−

𝑡𝑡
𝜏𝜏′

5



Extracorrenti di apertura

La:

ℇ𝐿𝐿 = −𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝑅𝑅′

𝑅𝑅
ℇ 𝑒𝑒−

𝑡𝑡
𝜏𝜏′

risulta particolarmente elevata all’apertura: per t=0 vale 
ℇ𝐿𝐿 = ℇ 𝑅𝑅′/𝑅𝑅 ≫ ℇ

La corrente corrispondente e’ 𝑖𝑖𝐿𝐿 = ℇ𝐿𝐿/𝑅𝑅′ = 𝑖𝑖 𝑡𝑡 e in effetti durante il processo 
l’unica forza elettromotrice agente e’ ℇ𝐿𝐿. Questa corrente, diversa da zero per un 
tempo molto breve, si chiama extracorrente di apertura. 
La f.e.m. si manifesta, quando si apre il circuito, come una d.d.p. tra i contatti 
dell’interruttore e da’ origine ad una scintilla se il dielettrico e’ l’aria.
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Effetti della extracorrente di apertura
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Effetti della extracorrente di apertura
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Effetti della extracorrente di apertura
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Mazzoldi 8.5. Spira in B
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Ex da compito IM/IAS. Gen 2016
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Mutua induzione

Nel caso ci siano due circuiti vicini percorsi da correnti, lo stesso ragionamento con 
cui abbiamo definito l’autoflusso 𝛷𝛷 𝐵𝐵 = 𝐿𝐿𝐿𝐿 permette di definire il flusso del campo 
magnetico prodotto da un circuito (1) attraverso un secondo circuito (2):

𝛷𝛷1,2 = �
Σ2
𝐵𝐵1 � 𝑑𝑑Σ2

Dal momento che B1 e’ proporzionale a i1 possiamo scrivere:
𝛷𝛷1,2 = 𝑀𝑀1,2𝑖𝑖1

conglobando in M1,2 tutti i fattori geometrici e l’eventuale dipendenza dalle 
proprieta’ magnetiche del mezzo in cui sono immersi i circuiti. 
Analogamente: 

𝛷𝛷2,1 = 𝑀𝑀2,1𝑖𝑖2
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Mutua induzione

Dimostreremo che vale sempre 𝑀𝑀1,2 = 𝑀𝑀2,1 = 𝑀𝑀 che definisce il coefficiente di 
mutua induzione 𝑀𝑀 tra due circuiti. Le relazioni 𝛷𝛷1,2 = 𝑀𝑀𝑖𝑖1, 𝛷𝛷2,1 = 𝑀𝑀𝑖𝑖2 forniscono 
l’espressione del flusso concatenato con un circuito dovuto al campo magnetico di un 
altro circuito.
Due circuiti per i quali sia 𝑀𝑀 ≠ 0 si dicono accoppiati. 
Essi sono caratterizzati completamente dalla loro resistenza, dalla loro induttanza e 
dal coefficiente di induzione mutua. Quest’ultima dipende dalla forma dei circuiti e 
dalla loro posizione relativa, oltre che dalla permeabilita’ dei mezzi circostanti.
In base alla legge di Faraday si ha una forza elettromotrice indotta in un circuito dalla 
variazione di corrente nell’altro:

ℇ1′ = −
𝑑𝑑𝛷𝛷2,1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑀𝑀

𝑑𝑑𝑖𝑖2
𝑑𝑑𝑑𝑑

, ℇ2′ = −
𝑑𝑑𝛷𝛷1,2

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑀𝑀

𝑑𝑑𝑖𝑖1
𝑑𝑑𝑑𝑑

Questa reciproca influenza tra i due circuiti ha un’importante conseguenza energetica
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Mutua induzione. Ex

In corrispondenza alla parte centrale di un solenoide indefinito, 
avente n1 spire per unita’ di lunghezza di area Σ1, e’ posta una bobina 
di N2 spire di area Σ2 > Σ1. Calcolare il coefficiente di mutua 
induzione.

• Sol: M=Φ1,2/i1=µ0n1N2Σ1
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Energia magnetica di circuiti accoppiati

Anche per un sistema di due circuiti accoppiati si definisce un’energia 
magnetica in modo analogo a quanto visto per un circuito percorso 
da corrente. 
Supponiamo che inizialmente le correnti nei circuiti siano nulle e 
portiamo la corrente i1 al valore di regime mantenendo i2=0; per fare 
cio’ il generatore 1 spende il lavoro 𝑈𝑈1 = 𝐿𝐿1𝑖𝑖12/2. Successivamente si 
porta la corrente i2 al valore di regime mentre i1 resta invariata: il 
generatore 2 spende 𝑈𝑈2 = 𝐿𝐿2𝑖𝑖22/2 e il generatore 1, dovendo 
lavorare contro la forza elettromotrice di induzione mutua causata 
dalla variazione di i2, spende

𝑈𝑈2,1 = −�ℇ1′ 𝑖𝑖1𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑀𝑀2,1
𝑑𝑑𝑖𝑖2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑖𝑖1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑀𝑀2,1𝑖𝑖1 �
𝑑𝑑𝑖𝑖2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑀𝑀2,1𝑖𝑖1𝑖𝑖2
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Energia magnetica di circuiti accoppiati

In totale il lavoro speso dai generatori che si e’ trasformato in energia 
legata alla presenza del campo magnetico e’

1
2
𝐿𝐿1𝑖𝑖12 +

1
2
𝐿𝐿2𝑖𝑖22 + 𝑀𝑀2,1𝑖𝑖1𝑖𝑖2

Portando prima i2 a regime con i1=0 e poi i1 a regime con i2 costante il 
lavoro speso e’

1
2
𝐿𝐿1𝑖𝑖12 +

1
2
𝐿𝐿2𝑖𝑖22 + 𝑀𝑀1,2𝑖𝑖1𝑖𝑖2

Si conclude che 𝑀𝑀1,2 = 𝑀𝑀2,1 = 𝑀𝑀.
L’espressione dell’energia magnetica del sistema di due circuiti accoppiati e’

𝑈𝑈𝑚𝑚 =
1
2
𝐿𝐿1𝑖𝑖12 +

1
2
𝐿𝐿2𝑖𝑖22 + 𝑀𝑀𝑖𝑖1𝑖𝑖2
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Coefficiente di accoppiamento di circuiti

Siano dati due circuiti con coefficienti di autoinduzione 
L1 e L2 e coefficiente di mutua induzione M. Abbiamo 
visto che l’energia magnetica immagazzinata nel 
sistema quando nei circuiti scorrono le correnti i1 e i2
e’ pari a:

𝑈𝑈 =
1
2
𝐿𝐿1𝑖𝑖12 +

1
2
𝐿𝐿2𝑖𝑖22 + 𝑀𝑀𝑖𝑖1𝑖𝑖2

L’energia e’ positiva e quindi deve essere ≥ 0 per ogni i1 e i2 ,  quindi 
𝑈𝑈
𝑖𝑖22

=
1
2
𝐿𝐿1𝑥𝑥2 +

1
2
𝐿𝐿2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀 ≥ 0 𝑥𝑥 =

𝑖𝑖1
𝑖𝑖2

Ma se questo e’ vero ∀𝑥𝑥 deve essere che 

∆= 𝑀𝑀2 − 4 �
1
2
𝐿𝐿1 �

1
2
𝐿𝐿2 = 𝑀𝑀2 − 𝐿𝐿1𝐿𝐿2 ≤ 0 ⇒ 𝑀𝑀2 ≤ 𝐿𝐿1𝐿𝐿2
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Coefficiente di accoppiamento di circuiti

𝑀𝑀2 ≤ 𝐿𝐿1𝐿𝐿2
Definiamo:

𝑟𝑟 =
𝑀𝑀2

𝐿𝐿1𝐿𝐿2
Coefficiente di accoppiamento dei due circuiti. Nel 
caso in cui r=0 i circuiti sono disaccoppiati, nel caso 
in cui r=1 i due circuiti sono completamente accoppiati.
Nel caso r=1 quindi:

𝑀𝑀 = ± 𝐿𝐿1𝐿𝐿2
questo significa che tutto il flusso magnetico generato da uno dei due circuiti 
attraversa l’altro circuito e viceversa.
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Coefficiente di accoppiamento di circuiti

Vediamo quale e’ il coefficiente di mutua induzione per una bobina di 
N2 spire di lunghezza l avvolta attorno ad un solenoide di 
lunghezza l, sezione A e formato da N1 spire. Bobina e 
solenoide hanno la stessa sezione. Calcoliamo prima LS e LB.

Φ𝑆𝑆 = 𝑁𝑁1𝐴𝐴𝐵𝐵𝑆𝑆 = 𝑁𝑁1𝐴𝐴
𝜇𝜇0𝑁𝑁1𝑖𝑖𝑆𝑆

𝑙𝑙
⇒ 𝐿𝐿𝑆𝑆 =

𝜇𝜇0𝑁𝑁12𝐴𝐴
𝑙𝑙

Analogamente

Φ𝐵𝐵 = 𝑁𝑁2𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑁𝑁2𝐴𝐴
𝜇𝜇0𝑁𝑁2𝑖𝑖𝐵𝐵

𝑙𝑙
⇒ 𝐿𝐿𝐵𝐵 =

𝜇𝜇0𝑁𝑁22𝐴𝐴
𝑙𝑙

Il flusso generato dal solenoide concatenato con la bobina e’:

Φ𝑀𝑀 = 𝑁𝑁2𝐴𝐴𝐵𝐵𝑆𝑆 = 𝑁𝑁2𝐴𝐴
𝜇𝜇0𝑁𝑁1𝑖𝑖𝑆𝑆

𝑙𝑙
⇒ 𝑀𝑀 =

𝜇𝜇0𝑁𝑁1𝑁𝑁2𝐴𝐴
𝑙𝑙

= 𝐿𝐿𝑆𝑆𝐿𝐿𝐵𝐵
Questi due circuiti sono infatti completamente accoppiati.
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Forza tra solenoidi

• ss 20



Ex compito IM/IAS 2016
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L di toroide con materiale ferromagnetico

Calcoliamo L per un solenoide toroidale con densita’ di spire n=N/2πa e di sezione 
rettangolare Σ (dimensioni a,b,h in figura).
• Il coefficiente L nel caso di toroide in aria e’:

𝐿𝐿 =
𝜇𝜇0𝑁𝑁2ℎ
2𝜋𝜋

ln
𝑏𝑏
𝑎𝑎

• Nel caso in cui 𝑎𝑎 ≫ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 (raggio >> dello spessore) ln 𝑏𝑏
𝑎𝑎

= ln 1 + 𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑎𝑎

≅ 𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑎𝑎

⇒

𝐿𝐿 ≅
𝜇𝜇0𝑁𝑁2ℎ
2𝜋𝜋

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑎𝑎

=
𝜇𝜇0𝑁𝑁2Σ
2𝜋𝜋𝑎𝑎

=
𝜇𝜇0𝑁𝑁𝑁𝑁
2𝜋𝜋𝜋𝜋

1
𝑖𝑖
𝑁𝑁Σ = 𝜇𝜇0𝑛𝑛𝑛𝑛

1
𝑖𝑖
𝑁𝑁Σ ≅

𝐵𝐵𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁Σ
𝑖𝑖

• Nel caso di toroide con materiale con permeabilita’ relativa κm vale semplicemente

𝐿𝐿 =
𝜇𝜇0𝜅𝜅𝑚𝑚𝑁𝑁2ℎ

2𝜋𝜋
ln
𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑜𝑜 𝐿𝐿 ≅
𝜇𝜇0𝜅𝜅𝑚𝑚𝑁𝑁2Σ
2𝜋𝜋𝜋𝜋

= 𝜇𝜇0𝜅𝜅𝑚𝑚𝑛𝑛𝑁𝑁Σ (𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑎𝑎 ≫ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
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Spira rotante
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Compito IM/IAS. Settembre 2017
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Compito IM/IAS. Novembre 2017
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Ex da Zotto-Nigro

. 28


	Extracorrenti, L e M di circuiti
	Extracorrenti di aperture e chiusura
	Extracorrenti di chiusura
	Extracorrenti di chiusura
	Extracorrenti di apertura
	Extracorrenti di apertura
	Effetti della extracorrente di apertura
	Effetti della extracorrente di apertura
	Effetti della extracorrente di apertura
	Mazzoldi 8.5. Spira in B
	Ex da compito IM/IAS. Gen 2016
	Mutua induzione
	Mutua induzione
	Mutua induzione. Ex
	Energia magnetica di circuiti accoppiati
	Energia magnetica di circuiti accoppiati
	Coefficiente di accoppiamento di circuiti
	Coefficiente di accoppiamento di circuiti
	Coefficiente di accoppiamento di circuiti
	Forza tra solenoidi
	Ex compito IM/IAS 2016
	L di toroide con materiale ferromagnetico 
	Spira rotante
	Slide Number 24
	Slide Number 25
	Compito IM/IAS. Settembre 2017
	Compito IM/IAS. Novembre 2017
	Ex da Zotto-Nigro

