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Legge di yous in forma integrals
e differenziale

tenoide vettore
.Potenziale scolaree po

Ivaianto di gange

campo elettrostatico e potenziale nel

case di distribuzione di corco

uniforme

Eserciti



Si ricordi che in indica il versare perpendicolar

allasuperficie infinitesima de , con verso esterno

a 2

distributions continue o coliche,Q , De

M
=
in de = ind[
I↓ 1

⑫>Jadistribution
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Nel seguito ricaviance le legg di coulant per il

campo elettrico,assumendo la legge di Gauss.

consideriamo una sera di reggio r entrate in a
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Poiché È e de sono paralleli , si weUn = E

E . de = E .undE = EdE

quindi bisogna dintore d

GEdE=
Se

dove Se è la sfere di maggio r . Poiché sulla

superficie d'integrazione , che dipende solo da r,

non vole, si ha



Edi = Egaz
Sr Se

D'eltronde az non è altro che l'ara
Sy

di Se , cive Rite? Si he quindi

E() pie" =
do

da cui

E(r) = 9
-

E(r) =1
2
"2

->

4432
↓

4Eor2

ha modo simile si prio mostrare ch

GE .
d = 0

Se

nel cos in cur le corice sia estere a Sr.



Per la dimostrazione del terremo nel caso di

sufficidiuse e distribuzioni di cariche

abitrarie , si vinando al testo.

Deriviamo ore la versione differenziale della legge
di Gauss .

A tel fine scriviamo la carica

in termini dellana densità volumetica g .

Per definitione di g , si ha che la carica

recchine in un volume V è date da

a = (vSdz
dove di è l'elemento di volume infinitesimo.
he proposito si ricordi che

S=



In divers la forma differenziale della

legge dis Gauss , abbiamo bisogno del seguente

turrie) teacune della divegeta

Dato nu qualsiasi compo vettoriale c il suo flusso attraverso

una qualsiasi superficie chiuse I , cioè
insieme vuoto

↓

P(i) : =6. in de il=
2 2 T

I non ha
è pari all'integrale della sua divergenza bondo

nel volume V racchiuso de I , cioè OV = E,

& ind=
C implica che la legge di Gauss è equivalente a



18E di = bgd &
Poichéper catuzione questa slativa vole per

qualsiasi V, segue che le ① inglice l'uguaglianza
tra è due integrandi . Ciò si piò capie considerando

l'enologo midimensionale , se

Ex = (ag(xdx (a ,b) ERG
Q

allove
f(x) = g(x)

Infatti i de integrale corrispondono all'ara

della curre yf(x) e y = g(x). Mentre e o e b

fissati si può avere che le due ares concidano

sense pe questo des Sie f(x) = g(x) , fer esempio :



arce uguai ma fig
Yd nY

f(x)
f(x) +g(x)

g(x)

Amonis x in

sel com di En0, essendo velida per qualsiasi a e b, dove

essere f(x) = g(x) .

Quindi la implice l'uguaglianza dei due integrandi

8

. E(XY. E,H= S (x , y,z, t) ③
20

Osservazione : poiché la divergento del natore è milla,

use

%(x) = 0
Si ha che l'u rimane inalterate se

al campo elettrico È si aggiunge il rotore di

un compo vettoriale arbitrario. Percorrendo

a vitroso le divaziona della , si ha



S+x) . de=
E

Questo significa che la legge di Gauss fornisce

formazioni nel campo elettico È a mens

di un nature di un campo vettoriale abitrem.

Tole asservazione è alla base del fatto che la legge

di Gauss è valida per qualsiasi campo elettico, un solo

quello elettrostatico , fer cur
E = -V

.

In oltre perda

la lugge di Gauss non fornisce informations

sul volore dixE ,
ce
E = -V allovex =8,

una questa eventuale proprietà di È non è ottuibile

dalla legge di Gauss.

Ciò iplice anche che di per sé la legge di yauss

non determina la lyge di collab , in quanto

quest'ultime implica che il campo elettrico generato



de una caine è conservativo , quindixE = o.

Più avanti vediamo che l'espressione generale

del camp elettrico è

E = -5 V- ④

dove È è un campo vettoriale che a una volta

è commesso con il campo magnetico ,
tracite

le relazione=X
. Vedremo anche che xÈ è

proporzionalea legge di Faraday) .
sostituendo l'espressione di È data dalle in
8

. E
= (che è la B)

,
se ha

-V- a) = > ⑤
o t

D'altronde
,
si noti chele rivuaue invocato

sotto la trasformatione



V-+
infatti , si ha

---E
=_DV--_V-Ot

=_V
tole arbitraristic di Ved permette di

richiedere . È = 0
, per cur la diventa

:V =-
e ricordando che D : = 0 . È è l laplaciano,

si ha che la legge di Gauss in forma

differenziale , cipi. =- ,
è equivalente

A VNiYizit) =-
dette equazione di Poisson.



Si noti che nel coso di assenza di cariche
,
si la

*VI ,Y. z ,t) =0

dette equatione
di replace. Ecuteremonte

oseware che toleeazione annette anche

soluzioni non bandi, six diverse de V = costante.



ESERCIZIO 1

Si conside me distribuzione di conica

unifrene m = = R (20)

SS =
0 ver R

1. Determinare il campo elettrostatico in tutto

lo spezio

2 . Determinare il potenziale elettrostatico V in tutto

lo spezio , con las
condizione che

VIr =0 = 0

Iniziamo con il deterinare È nel Co MER
.

consideriamo quindi una suplificie sferica Sr

di reggio r[R .



simutiva sfuice del problema
S misorce
ma ricaulEr la simetrio face! se golipende
solo da 2.

8
:

R

In osservator ad una distanter arbitraria da p
.

misme un compo elettrico che lus lo stessa intensiti

su tratta la superficie sferica di reggioe e direzione

parallele adt (r 930) e antiparallela ad i (nd).



La simmetrie sface ,
otte ad implicar

IE( , y ,z)l : E(z) A

implice anche

E/ Ell-2

Nel mostro caso 920 , quindi È è "uscente" , cioe

E/ ⑬

Il fatto che la simmetrio sferica implichi
(0 È/1- nel vero g(0) segue dal fatto che la

distribuzione di calice a simutia di i I le

stesse che alla sua destra . Quindi , essendo È una

quantit's Fisica completamente determinate de s,
è chiaro che un'eventuale comparente di È na

palehe ad i non rispetterebbe la simatio



dovuta alle simatio sferica di(r).

r
GOOD

-E
BAD

rE
↑

BAD

Eg .

① + Eg .Bi
E(xiY

,
z) = Elling E



Sinoti che la E implica che in tal co *xE = 0,

cioè È è conservativo. Infatti
,

le @ può esser espresso
alle forma

E(it)=E)di
=-Ver=

dove

V = -Incide e



->
1E

Legge di Gauss : un
->

G .d = @ I
50

Sr 8 =0

D'altronde ↓
E .d = Ed E cosO = EdI

Si ha quindi Nel coro di

simustie sfacce/ ↑ distributioni
L abitroie non

& Edgedl = Edi = parte
si attive

Sy Sr Si El = Ef(x,yit)
simative device (E) = E(r)

e la legge di Gauss si viduce a

42E = - Sede e ⑥

dove V è il volume spero macchino da Se.
z

PoichéeR si ha che si diverso da o e

uniforme . Quindi

99dt = 9Jdt = >ar
Va Vz



Gardinate sferiche
M
z

P(X ,y, z) + (4 , 0, 4)

220

-E [0,i)↳ be 10,2n)

*

X = 2 Sino cose 2 = X
2
+y2+z2

Z

Y = - SOsind O = arco
x2 +y2+z2

z = 2 co p= arctau)

d= azctan() vele polo nel I quadrante

#e quadrante p= ancton() +i
# quadrante= arcton ([ ) + In



~
di reggior

Se V
,
la stre piemes. Il Patto chefolt = In non è eltro de

Vo

l'offermazione che il volume di Vrèr
Questorisultato lo si piò anche desire considerando

de in coordinate striche (struttiamo la smimetico sferica

di = dxdydz = sinododddr
dcoso do do

O + [0, it), peto, 2) , 730 dajo = -Sirodo
da
-

-

I df=fdx

Saturdcambico estremi2 O O integratore
-1 = co o- COD

- 1

sinodo--dso
, Josmodo = -(acso = -usa) =
- I

2
1 = 100

3

Judd = 25, Jade5
O

Integrale suble superficie stence

Ide =Di di reggior :

6 dz=smode= Pie
Se



e l'ey. diventa

PARE=DT

da cui
E=

e poiché È è parallelo ad È ,
si ha

E =I verw di E : segus)
350 Quindi so : El-E , 930 : Eli

Si noti che È cresce lineamente con la

distante
.

Cose aspettate in quanto g i

mifrue e quindi la carica è proportionale
ad3

,
mentre :l campo elettrico generato da una

adice ve come 22 : 23.2 = +"



Net cos >R She g = 0. Ne seque che

mentre si ha

↑ (E) = Pur E
Sr

anchepe 2> R
,
al contrario la carica elettrica

totale in Ur ha lo stesso volore fer tuttic gli r< R.

In altic termini

g = 0
al di fuori di Up

querl= get gdz↓ ↓
> R R

Ne segur che per > R si ha

È = 943 in ⑦
350 22



Si noti quindi che il campo elettivo pe 2 > R

è lo stesso di quello generato da una coira

R
centrate nell'origine . Infatti la i

equivalente e
E = aancore

Per determinare Il potenside salare , con

la richiate VC =0) =0 , si ricordi che

V(r) - V(d) =-d
Consideriamo prima I caso R .

Si ha

VR) -V(0) =-Codi=
Titive



Quindi

V([R) = -5

Nel cos 1 > R si ha
2

2

V(2) - VIR) =-)E-di--
R

2

- SR3 t=R - E
320

da wi

V(>R)=R(E- *R) + VIR) -

D'altronde
, poiché VIr = RI =- e , sche UR=

R per

V(e < 1)=-
Si noti che l'aver scelto VI=d = 0 implica

V(e= 0) = - SR
250



ESERCIZIO ?

Stesse domande dell'esercitio 1 ma con darsità di

carica

Az11 m = = R (20)

SS =
0 R

220 ,
A costante positive.

histicano con l'osservare che le dimensioni

X di A sono determinate da

[g] = X [2]

-X = L
-

Q
3
= Q1

-
m - 3

Quindi l'unità di misura di A i C/mm
Le simmetrie steice del problema implice che



È è parallelo ad è , dove È il soggio

vettore uscente dal centro della stra di

reggio R .

Anche in questo caso abbiamo
E(
,Y ,2) · 0 Imm

. Mine
Ele. dZ
E non dip . dae

↓

SEdE = (EdZ-Elaz = Ele ore de = EC)4

Se tre intero so estero alla spero

Ciò che cambial è l'espressione della carica
totale recchiuse da Sr

2[R

P(m) = Jgdt =A) in mori
VrR O

= 45Amn + 3 ⑤
M +3

e dalla legafe di Gauss segue

E = A +
n + 1

I 21R
M +3) do

poiché È è paralleloe i , si he



R : E = A 2x + 17
2 ⑨

(M+3) So

Si motic chefer m = 0 si Le g = A pe 21K,

e
ilrisultati riproduce quello ricavato nel

precedente esercitivo.
Nel caso %R , si he

E
=MRi ⑩

dove a(R) è dato dalla con r = 1

g(r) = PARM
+

M +3

Calcoliamo ora il potenziale elettrostatico in trutto

lospatio con la condizione VIr=0 = 0.



consideriamo prima il caso r R

VI)- Vol = -E dez infiont di
I Eg .

(89)

==
A 2n +

2

m +3) (m+2)50

V12) = -, 2
+ ⑪R

2> Ri

24R

V(e)-VIR) =-d =-
⑩

cioè

vie>, RI=RCE-E) +VIR)



D'altronde , vando la ,
si ha

V(R) = - Aqu +
2

(n+2)(m+2)50

e la 2 divente

VeR)
=ARM)

che riproduce , perm= o, il risultato obivato nel precedente esercizio,


