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• Definizione di corpo rigido. Prime proprietà

• Corpo continuo. Densità. Posizione del centro di massa

• Moto di un corpo rigido

• Equilibrio statico del corpo rigido

• Rotazioni rigide attorno a un asse fisso in un sistema di riferimento 

inerziale

• Momento d’inerzia

• Teorema di Huygens- Steiner

• Moto di puro rotolamento

• Pendolo composto

• Impulso angolare. Momento dell’impulso

• Leggi di conservazione nel moto di un corpo rigido

• Cenni sulle proprietà elastiche dei solidi reali
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Il corpo rigido
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CORPO RIGIDO

sistema di punti materiali in cui le 

distanze tra tutte le possibili coppie 

di punti non possono variare.

Le traiettorie dei singoli punti sono diverse ma le posizioni relative sono costanti.

Palla che rotola

Se le posizioni relative dei punti sono costanti allora lo e’ anche la loro posizione 

rispetto al centro di massa CM

Nel sistema del CM allora i punti possono solo essere in quiete o ruotare lungo una 

circonferenza.



I sistemi di riferimento
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O   Il sistema O è inerziale

O’   Il sistema O’ non è inerziale, è il sistema del CM, 

ha gli assi paralleli a O

O*   Il sistema O* non è inerziale, è il solidale al corpo 

e ha l’origine nel CM

Omettiamo le (E) che indicano le forze esterne. 

Possiamo dire che il moto del corpo deriva dalle 

seguenti equazione

1° eq. cardinale 2° eq. cardinale Teorema energia cinetica



Dal sistema puntuale ai corpi continui
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L’estensione ai sistemi continui di punti comporta:

1. la sostituzione di sommatorie con integrali

2. la sostituzione delle masse con la densità

la densità di 

un corpo

la massa infinitesima e il 

volume da essa occupato.

la massa di 

un corpo

𝜌 =
𝑑𝑚

𝑑𝑉

𝑚 = න𝑑𝑚 = න
V

𝜌𝑑𝑉
se ρ=cost

= ρV corpo omogeneo, ρ = cost

Se il corpo non è omogeneo tri-dimensionale 3D, allora posso definire una densità media ҧ𝜌 = 𝑚/𝑉

Se il corpo è bi-dimensionale 2D, allora posso definire una densità superficiale ҧ𝜌𝑠 = 𝑚/𝑆

Se il corpo è uni-dimensionale 1D, allora posso definire una densità lineare ഥ𝜌l = 𝑚/𝐿



Densità
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Centro di massa
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Dalla definizione del CM allora possiamo scrivere

𝑟𝐶𝑀= 
σ𝑖 𝑚𝑖𝑟𝑖

σ𝑖 𝑚𝑖
 = 

𝑚1𝑟1+𝑚2𝑟2+ ⋯ +𝑚𝑛𝑟𝑛

𝑚1+𝑚2+ ⋯ +𝑚𝑛
→ 𝑟𝐶𝑀= 

׬ Ԧ𝑟𝑑𝑚

׬ 𝑑𝑚
=

׬
V

Ԧ𝑟ρdV

׬
V

ρdV
=

1

𝑚
න

V

Ԧ𝑟ρdV

Se il corpo è poi omogeneo ρ = costante

𝑟𝐶𝑀 =
ρ

𝑚
න

V

Ԧ𝑟dV =
1

𝑉
න

V

Ԧ𝑟dV

Nel risolvere gli integrali si osservi che Ԧ𝑟 e ρ sono funzioni delle coordinate e che anche dV è esprimibile in 

termini di coordinate: per esempio, in coordinate cartesiane, 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. L’integrale è un integrale triplo.

Se il corpo è omogeneo il centro di massa CM coincide con il centro geometrico del corpo.



CM di un corpo con simmetrie
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Se esistono più assi o piani di simmetria, il centro di 

massa sta sulla loro intersezione. Ad esempio, in un 

triangolo equilatero ci sono tre assi di simmetria che 

sono le tre mediane; il centro di massa sta nel loro 

punto di intersezione.

Se un corpo omogeneo 

è simmetrico rispetto a 

Il CM coincide con

un punto

un asse

un piano

centro di simmetria

un punto dell’asse

un punto del piano



Esempi
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𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑚
න

𝑙

𝑥𝜌𝑙𝑑𝑥

Se il corpo è omogeneo 𝜌𝑙 = costante 𝑥𝐶𝑀 =
𝜌𝑙

𝑚
න

𝑙

𝑥𝑑𝑥 =
𝜌𝑙

𝑚
อ

𝑥2

2
0

𝑙

=
1

𝑙

𝑙2

2
=

𝑙

2

Se il corpo non è poi omogeneo 𝜌𝑙 = Ρ𝑙𝑒
−2

𝑥2

𝑙2

𝑥𝐶𝑀 =
Ρ𝑙

𝑚
න

𝑙

𝑥𝑒
−2

𝑥2

𝑙2 𝑑𝑥 =
Ρ𝑙

𝑚

ቮ−𝑙2𝑒
−2

𝑥2

𝑙2

4 0

𝑙

=
Ρ𝑙

𝑚

𝑙2

4
1 − 𝑒−2

Se il corpo non è poi omogeneo 𝜌𝑙 = Ρ𝑙
𝑥

𝑙
𝑥𝐶𝑀 =

Ρ𝑙

𝑚
න

𝑙

𝑥
𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

2

𝑙
อ

𝑥3

3𝑙
0

𝑙

=
2

𝑙

𝑙3

3𝑙
=

2

3
𝑙

𝑚 = Ρ𝑙 න
𝑙

𝑥

𝑙
𝑑𝑥 = Ρ𝑙 อ

𝑥2

2𝑙
0

𝑙

= Ρ𝑙

𝑙2

2𝑙
=

Ρ𝑙

2
𝑙



Esempi

11

𝑟𝐶𝑀 =
𝜌𝑙

𝑚
න

𝑉

Ԧ𝑟𝑑𝑉 =
1

πR
න

𝐿

Ԧ𝑟𝑑𝑙 =
1

πR
න

𝐿

𝑅 ෝur 𝑅𝑑𝜙

Se il corpo è omogeneo 𝜌𝑙 = costante

=
𝑅

𝜋
න

𝐿

ෞ𝑢𝑟  𝑑𝜙 =
𝑅

𝜋
න

−𝜋/2

𝜋/2

sin 𝜙 𝑑𝜙 ෞux + න
−𝜋/2

𝜋/2

cos 𝜙 𝑑𝜙 ෞuy

Scompongo lungo gli assi. 

E’ una somma di vettori.

=
𝑅

𝜋
ቚcos 𝜙

−𝜋/2

𝜋/2
ෞux −

𝑅

𝜋
ቚsin 𝜙

−𝜋/2

𝜋/2
ෞuy

=
𝑅

𝜋
ቚsin 𝜙

−𝜋/2

𝜋/2
ෞ𝑢𝑦 =

𝑅

𝜋
1 − −1 ෞ𝑢𝑦 =

2𝑅

𝜋
ෞ𝑢𝑦

𝜌𝑙 =
𝑚

πR

Del resto simmetrico 

rispetto a x



Centro di massa e forza peso
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Come abbiamo già visto per il sistema di punti per un campo di forze parallelo

Ԧ𝐹 = ෍

𝑖

𝐹𝑖 = − ෍

𝑖

𝑚𝑖𝑔 Ƹ𝑧 → Ԧ𝐹 = 𝑔 න
V

ρdV Ƹ𝑧 = 𝑚𝑔 Ƹ𝑧Per la forza 

di gravità

Per il momento 

della forza di gravità 𝑀 = ෍

𝑖

𝑟𝑖 × 𝐹𝑖 = 𝑔 ෍

𝑖

𝑚𝑖𝑟𝑖 × Ƹ𝑧 → 𝑀 = 𝑔 න
V

ρԦ𝑟dV × Ƹ𝑧 = 𝑚𝑔𝑟𝐶𝑀 × Ƹ𝑧

Per l’energia 

potenziale Ep = ෍

𝑖

𝑚𝑖𝑔z𝑖 = 𝑔 ෍

𝑖

𝑚𝑖𝑧𝑖 → Ep = 𝑔 න
V

ρzdV = 𝑚𝑔z𝐶𝑀



I moti del corpo rigido
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Traslazione 𝐿’ = 0 E’k = 0

Il moto è determinato dall’equazione

Il momento angolare da’

𝑑𝐿

𝑑𝑡
=

𝑑𝑟𝐶𝑀

𝑑𝑡
× 𝑚𝑣𝐶𝑀 + 𝑟𝐶𝑀 × m

𝑑𝑣𝐶𝑀

𝑑𝑡
= 𝑟𝐶𝑀 × Ԧ𝐹 = 𝑀𝐶𝑀

𝐿 dipende da P, la seconda equazione cardinale non aggiunge nessuna informazione



I moti del corpo rigido
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Rotazione

Roto-traslazione

Il moto è determinato dall’equazione

Il moto è determinato dalle equazioni 

cardinali ma si può vedere in modi 

diversi

• una rotazione pura attorno all’asse

• una rotazione attorno a un asse 

passante per il centro di massa e 

parallelo al precedente, una traslazione 

individuata dal moto circolare del 
centro di massa.



Equilibrio statico del corpo rigido
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෍ Ԧ𝐹 = 0 ෍ M = 0

1° eq cardinale 2° eq cardinale 𝑊
𝐹2𝐹1

0 = 𝑊 − 𝐹1 − 𝐹2

0 = −𝐹1𝑥1 + 𝐹2𝑥2

0 = T − 𝐹1 − 𝐹2

0 = 𝐹1𝑅 − 𝐹2𝑅

equilibrio stabile: se allontaniamo il corpo dalla posizione di equilibrio 

la risultante delle forze tende a riportarvelo

equilibrio instabile: se il corpo è appena allontanato dalla posizione 

di equilibrio la risultante delle forze induce ad un moto che può portare 

ad una altra condizione di equilibrio.

equilibrio indifferente: se il corpo è allontanato dalla posizione di 

equilibrio resta in una posizione di equilibrio.



Rotazioni rigide attorno a un asse fisso in un 

sistema di riferimento inerziale

16

L’asse di rotazione può essere esterno al corpo e che il 

centro di massa non è detto sia un punto dell’asse stesso.

I punti dell’asse di rotazione sono punti fissi e quindi 

possono essere utilizzati come poli per il calcolo dei 

momenti.

Calcoliamo il momento angolare

𝑑𝐿 = Ԧ𝑟 × 𝑑𝑚 Ԧ𝑣 è ortogonale a Ԧ𝑟 e Ԧ𝑣 

Il momento angolare del corpo è 𝐿 = ׬ 𝑑𝐿 e in 

generale non è parallelo all’asse di rotazione: 

ciò vuol dire che in generale non esiste una relazione 

di proporzionalità tra 𝐿 e 𝜔.



Proiezione del momento angolare lungo l’asse di 

rotazione
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𝑑𝐿z = Ԧ𝑟 sin 𝜃 × 𝑑𝑚 Ԧ𝑣 = 𝑑𝑚𝑅𝑣ොz = 𝑑𝑚𝜔𝑅2ොz

Se calcoliamo la proiezione del momento angolare lungo 

l’asse di rotazione ොz

Allora la proiezione del momento angolare del corpo è 

proporzionale alla velocità angolare 

𝐿z = න 𝑑𝐿z = න 𝜔𝑅2𝑑𝑚 = 𝐼z𝜔

Il coefficiente di proporzionalità 𝐼z è detto momento 

d’inerzia rispetto all’asse ොz

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚 = න 𝑥2 + 𝑦2 𝜌 𝑉 𝑑𝑉

la componente del momento angolare rispetto all’asse di rotazione è proporzionale alla 

velocità angolare e dipende, tramite il coefficiente 𝐼𝑧, solo dalla forma del corpo e dalla 

posizione dell’asse rispetto al corpo.



Le componenti del momento angolare
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Riassumendo: 

il momento angolare 𝐿 di un corpo rigido che ruota rispetto a un asse ොz 

non è in generale parallelo all’asse di rotazione e ruota attorno a questo 

assieme al corpo. 

La componente parallela all’asse 𝐿z può variare solo in modulo, è 

proporzionale a 𝜔 e non dipende dalla scelta del polo lungo l’asse di 

rotazione ොz. 

Invece la componente ortogonale all’asse 𝐿⊥ varia in direzione, può 

variare in modulo e dipende dalla scelta del polo lungo l’asse di 

rotazione ොz. 

𝐿z = න 𝑑𝐿 sin 𝜃 = 𝐼z𝜔

𝐿⊥ = න 𝑑𝐿 cos 𝜃
in modulo

𝐿⊥ = න 𝑑m 𝜔𝑅𝑟 cos 𝜃



Se la rotazione è lungo l’asse di simmetria
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In questo caso per ogni 𝑑𝐿𝑖 c’è un 𝑑𝐿𝑗 simmetrico 

rispetto all’asse così che la loro somma vettoriale è 

parallela all’asse ොz.

𝐿 = 𝐿zොz = 𝐼z𝜔ොz = 𝐼z𝜔

𝐿⊥ = 0

Si ha quindi

In questi casi si dice che l’asse di rotazione coincide 

con un asse principale d’inerzia

Se applico un momento di forze parallelo all’asse ho 

quindi solo variazioni in modulo e verso di 𝐿 e di 

conseguenza anche di 𝜔. 



Esempio
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Si auto sistema per 

ruotare lungo asse 

d’inerzia

swing-bucket rotor

rotore a pale oscillanti



caso di L parallelo a ω: equazione del moto 
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Possiamo scrivere la seconda equazione cardinale dei sistemi

𝑑𝐿

𝑑t
=

𝑑 𝐼𝑧𝜔

𝑑t
= 𝐼𝑧

𝑑𝜔

𝑑t
= 𝐼𝑧 Ԧ𝛼 = 𝑀

Da qui l’equazione del moto, essendo tutti vettori paralleli a ොz

𝛼 =
𝑀

𝐼𝑧
⟶ 𝜔 𝑡 = 𝜔0 + න

0

𝑡

αdt ⟶ 𝜃 𝑡 = 𝜃0 + න
0

𝑡

𝜔𝑑𝑡

Se 𝑀 = 0 il corpo è in quiete o ruota a velocità angolare costante 𝜔0 

Se 𝑀 = costante il corpo si muove di moto circolare uniformente accelerato

𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ⟶ 𝜔 𝑡 = 𝜔0 + 𝛼𝑡 ⟶ 𝜃 𝑡 = 𝜃0 + 𝜔0𝑡 +
1

2
𝛼𝑡2



caso di L parallelo a ω: energia e lavoro
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𝐸𝑘 = න
1

2
d𝑚 𝑣2 =

1

2
න R2ω2d𝑚 =

1

2
ω2 න R2d𝑚 =

1

2
𝐼𝑧ω2 ⟶ 𝑬𝒌 =

𝑳𝟐

𝟐𝑰𝒛

Per il corpo in rotazione possiamo scrivere l’energia cinetica come

Per quanto riguarda il teorema dell’energia cinetica che la lega al lavoro

𝑑𝑊 = 𝑑𝐸𝑘 = 𝐼𝑧𝜔𝑑𝜔 = 𝐼𝑧

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝛼𝑑𝑡 = 𝐼𝑧𝛼𝑑𝜃 = 𝑀𝑑𝜃

Da cui integrando

𝑊 = න
𝜃in

𝜃fin

𝑀𝑑𝜃 = ∆𝐸𝑘 =
1

2
𝐼𝑧𝜔f𝑖n

2 −
1

2
𝐼𝑧𝜔𝑖n

2



Esercizio
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Un cilindro di massa 𝑚1 = 0.4𝑘𝑔 è collegato a una massa 𝑚2 =
0.2𝑘𝑔 tramite una fune sottile che passa attraverso una carrucola 

di raggio 𝑅 =  2.5 𝑐𝑚 e momento di inerzia rispetto all’asse 𝐼 =
2.5 · 10–4𝑘𝑔𝑚2. 

La massa 𝑚2 scivola su un piano orizzontale senza attrito. 

Calcolare l’accelerazione a delle due masse.

𝐿 = 𝑚1𝑅𝑣 + 𝑚2𝑅𝑣 + 𝐼𝜔 = 𝑚1 + 𝑚2 𝑅𝑣 + 𝐼
𝑣

𝑅

𝑀 =
𝑑L

𝑑t
⟶ −𝑚1𝑔𝑅 = 𝑚1 + 𝑚2 𝑅𝑎 + 𝐼

𝑎

𝑅

𝑎 =
−𝑚1𝑔𝑅2

𝑚1 + 𝑚2 𝑅2 + 𝐼
= −3.92 𝑚/𝑠−2

2° eq 

cardinale

1

2
𝑚1 + 𝑚2 𝑣2 +

1

2
𝐼

𝑣2

𝑅2 + 𝑚1𝑔𝑥 = 0

𝑚1 + 𝑚2 𝑅2𝑣2 + 𝐼 𝑣2 = −2𝑚1𝑔𝑅2𝑥

𝑣2 − 𝑣0
2 = 2𝑎 𝑥 − 𝑥0

𝑎 =
−𝑚1𝑔𝑅2

𝑚1 + 𝑚2 𝑅2 + 𝐼

Usando l’energia



Esercizio
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Si consideri un disco omogeneo, di raggio 𝑟 e massa 

𝑚2, che può ruotare senza attrito attorno a un asse 

fisso orizzontale passante per il suo centro di massa 

O.

Sul bordo del disco è avvolto un filo inestensibile che 

non slitta rispetto al disco e sostiene un punto 

materiale di massa 𝑚1. 

Si determini il moto del sistema, la tensione del filo e 

la reazione dei supporti che sostengono l’asse di 

rotazione. Il momento d’inerzia del disco rispetto 

all’asse di rotazione vale 𝐼 =
1

2
𝑚2𝑟2.



Esercizio
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𝑀 =
𝑑𝐿

𝑑𝑡
⟶ 𝑇𝑟 = 𝐼𝛼 =

𝐼

𝑟
𝑎 =

𝑚2𝑟2

2𝑟
𝑔 −

𝑇

𝑚1
=

𝑚2𝑟

2
𝑔 −

𝑇

𝑚1

𝑚1𝑔 − 𝑇 = 𝑚1𝑎

2

𝑚2
+

1

𝑚1
𝑇 = 𝑔

1. Sulla massa 𝑚1

2. Sulla ruota 𝑚2

𝑇 =
𝑚1𝑚2

2𝑚1 + 𝑚2
𝑔 𝑎 =

2𝑚1

2𝑚1 + 𝑚2
𝑔

3. Sui supporti 𝑚2𝑔 + 𝑇 − 𝑅𝑠 = 0

𝑅𝑠 = 𝑚2𝑔 + 𝑇 =
𝑚2 2𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚1𝑚2

2𝑚1 + 𝑚2
𝑔 =

𝑚2 + 3𝑚1

2𝑚1 + 𝑚2
𝑚2𝑔



caso di L NON parallelo a ω: equazione del moto 
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Possiamo scrivere la seconda equazione cardinale dei sistemi proiettando il momento 

angolare lungo la direzione parallela e lungo la perpendicolare all’asse di rotazione ොz

𝑑𝐿⊥

𝑑𝑡
= 𝑀⊥

Quindi lungo ොz tutto come prima e stessa 

legge oraria. Invece 𝐿⊥ ruota insieme al 

corpo.

𝑑𝐿𝑧

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧 Ԧ𝛼 = 𝑀𝑧

Se ω = cost → 𝑀𝑧 = 0

Le forze di coesione → la barra 

applica la forza centripeta 𝑭𝒄

Sono coppie di forze !!



caso di L NON parallelo a ω: equazione del moto 
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Il momento di queste coppie di forze è proprio quello che fa ruotare 𝐿⊥. Le due forze peso 

hanno momento nullo rispetto a qualsiasi polo sull’asse di rotazione ොz.

𝑑𝐿⊥

𝑑𝑡
= 𝑀⊥

𝑑𝐿𝑧

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧 Ԧ𝛼 = 𝑀𝑧

Un effetto del momento delle forze centripete 

è quello di far cambiare direzione all’asse di 

rotazione e quindi occorrono opportuni 

supporti per mantenere l’asse nella posizione 

verticale.
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caso di L NON parallelo a ω: energia e lavoro

30

𝐸𝑘 = න 1
1

2
𝑑𝑚 𝑣2 =

1

2
න𝑅2𝜔2𝑑𝑚  =

1

2
𝐼𝑧𝜔2

⟶ 𝑬𝒌 =
𝑳𝒛

𝟐

𝟐𝑰𝒛

Per il corpo in rotazione possiamo scrivere l’energia cinetica come

Per quanto riguarda il teorema dell’energia 

cinetica che la lega al lavoro

𝑑𝑊 = 𝑑𝐸𝑘 = 𝐼𝑧𝜔𝑑𝜔 = 𝐼𝑧

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝛼𝑑𝑡 = 𝐼𝑧𝛼𝑑𝜃 = 𝑀z𝑑𝜃

𝑊 = න
𝜃in

𝜃fin

𝑀z𝑑𝜃 = ∆𝐸𝑘 =
1

2
𝐼𝑧𝜔f𝑖n

2 −
1

2
𝐼𝑧𝜔𝑖n

2

dipende solo dalla componente z

Momento delle 

forze esterne



Teorema di Poisnot
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Se ho un sistema di punti, ognuno con massa 𝑑𝑚, che ruota intorno a un asse generico 

e un polo O sull’asse e  la massa 𝑑𝑚 ha una posizione Ԧ𝑟 rispetto al polo.

O

𝐿 = න Ԧ𝑟 × Ԧ𝑣 𝑑𝑚 = න Ԧ𝑟 × ω × Ԧ𝑟 𝑑𝑚 = න Ԧ𝑟 ∙ Ԧ𝑟 ω − Ԧ𝑟 ∙ ω Ԧ𝑟 𝑑𝑚

Dove si è utilizzata l’uguaglianza A × B × C = A ∙ C B − A ∙ B C

𝐿 = 𝐼𝑥𝑥𝜔𝑥 − 𝐼𝑥𝑦𝜔𝑦 − 𝐼𝑥𝑧𝜔𝑧 Ƹ𝑖 + −𝐼𝑦𝑥𝜔𝑥 + 𝐼𝑦𝑦𝜔𝑦 − 𝐼𝑦𝑧𝜔𝑧 Ƹ𝑗 + −𝐼𝑧𝑥𝜔𝑥 − 𝐼𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧
෠𝑘

𝐿

= 𝜔𝑥 න
𝑚

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝜔𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝑦 + 𝜔𝑧𝑧 𝑥 𝑑𝑚 Ƹ𝑖

+ 𝜔𝑦 න
𝑚

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝜔𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝑦 + 𝜔𝑧𝑧 𝑦 𝑑𝑚 Ƹ𝑗

+ 𝜔𝑧 න
𝑚

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝜔𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝑦 + 𝜔𝑧𝑧 𝑧 𝑑𝑚 ෠𝑘



Teorema di Poisnot
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O

𝐿 =

න
𝑚

𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝑥 𝑦 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝑥𝑧 𝑑𝑚

− න
𝑚

𝑥 𝑦 𝑑𝑚 න
𝑚

𝑥2 + 𝑧2 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝑦𝑧 𝑑𝑚

− න
𝑚

𝑥𝑧 𝑑𝑚 − න
𝑚

𝑦𝑧 𝑑𝑚 න
𝑚

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑚

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

𝐿 =

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧

−𝐼𝑥𝑦 𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧

−𝐼𝑥𝑧 −𝐼𝑦𝑧 𝐼𝑧𝑧

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

∃ un sistema x’, y’, z’ tale che Ӗ𝐼 =

𝐼𝑥’𝑥’ 0 0
0 𝐼𝑦’𝑦’ 0

0 0 𝐼𝑧’𝑧’



Momento d’ Inerzia per oggetti uniformi

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚

= න 𝑥2 + 𝑦2 𝜌 𝑉 𝑑𝑉



Momenti di inerzia

34

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚 = 𝜌 න 𝑥2 + 𝑦2 𝑑l = 𝜌𝑅2 නR𝑑θ = 𝑅2 𝜌2𝜋R

𝐼𝑧 = 𝑚𝑅2

Momento di inerzia di un anello

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚 = 𝜌 න 𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑆 = 𝜌 න𝑟2𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 =
1

4
𝑅22 𝜌𝜋𝑅2

𝐼𝑧 =
1

2
𝑚𝑅2

Momento di inerzia di un disco

Momento di inerzia di un’asta

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚 = 𝜌 න𝑥2𝑑𝑥 =
1

3
𝜌

𝑑

2

3

− −
𝑑

2

3

=
1

12
𝑚𝑑2

𝐼𝑧 =
1

2
𝑚𝑅2



Momento d’Inerzia per oggetti uniformi

Bilanciere

𝐼 =
1

2
𝑀𝑅2 +

1

2
𝑀𝑅2 +

1

2
𝑚𝑟2

= 2 ×
1

2
× 20 kg × 0.15 m 2 +

1

2
× 10 kg × 0.0125 m 2

= 2 × 0.225 kg ⋅ m2 + 0.00078 kg ⋅ m2 = 0.45 kg ⋅ m2

20 kg 20 kg

10 kg

Axis 𝑎 Axis 𝑏

𝐼 = 𝑀𝑑2 + 𝑀𝑑2 +
1

12
𝑚𝐿2

= 2 × 20 kg × (0.90 m)2 +
1

12
× 10 kg × 2.20 m 2

= 2 × 16.2 kg ⋅ m2 + 4.03 kg ⋅ m2 = 36 kg ⋅ m2

Come massa puntuale

unica a distanza 𝑑



Teorema Huygens-Steiner
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Il momento d’inerzia di un corpo di massa 𝑚 rispetto 

a un asse che si trova a una distanza 𝑎 dal centro di 

massa del corpo è dato da

dove 𝐼𝐶𝑀 è il momento d’inerzia del corpo rispetto a 

un asse parallelo al primo e passante per il centro di 

massa.

𝐼 = 𝑚𝑎2 + 𝐼𝐶𝑀

𝐼𝑧 = 𝜌 න 𝑥2 + 𝑦2 𝑑V = 𝜌 න 𝑥’2 + 𝑦’ + 𝑎 2 𝑑V’

= 𝜌 න 𝑥’2 + 𝑦’2 𝑑V’ + 𝑎2𝜌 න𝑑V’ + 2𝑎𝜌 න𝑦’𝑑V’ = 𝐼’𝑧 + 𝑚𝑎2

=0 nel sistema del CM



Esempio
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Momento di inerzia di un’asta nel CM

𝐼𝑧
𝐶𝑀 = න𝑅2𝑑𝑚 = 𝜌 න

−
𝑑
2

𝑑
2

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3
𝜌

𝑑

2

3

− −
𝑑

2

3

=
1

12
𝑚𝑑2

Momento di inerzia di un’asta che ruota a una estremità

𝐼𝑧 = න𝑅2𝑑𝑚 = 𝜌 න
0

𝑑

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3
𝜌𝑑3 =

1

3
𝑚𝑑2

𝐼𝑧 =
1

3
𝑚𝑑2 =

1

12
𝑚𝑑2 + 𝑚

𝑑

2

2

= 𝐼𝑧
𝐶𝑀 + 𝑚

𝑑

2

2

Momento di inerzia di due sfere di raggio R

𝐼𝑧 = 2
2

5
𝑚𝑠R2 + 2𝑚𝑠

𝑑

2
+ R

2

+
1

12
𝑚

𝑑

2

2

sfere spostamento 

sfere dall’asse
asta



2° teorema di Koenig
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𝐿 = 𝐿’ + 𝐿𝐶𝑀

𝐸𝑘 = 𝐸’𝑘 + 𝐸CM,𝑘 2° teorema di Koenig

1° teorema di Koenig

𝐸𝑘 =
1

2
𝐼𝑧𝜔2 =

1

2
𝐼’𝑧 + 𝑚𝑎2 𝜔2 =

1

2
𝐼’𝑧𝜔2 +

1

2
𝑚𝑎2𝜔2 = 𝐸’𝑘 +

1

2
𝑚𝑣𝐶𝑀

2 = 𝐸’𝑘 + 𝐸CM,𝑘

𝑎 = 𝑟𝐶𝑀

I teoremi di Koenig trovati per 

i sistemi di punti sono validi 

anche per i corpi rigidi



Esercizio
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a = 0.1 m

m = 6 kg

R = 0.2 m

ω = 12 rad/s

Calcolare:

1. la forza orizzontale che deve essere esercitata dai supporti 

sull’asse per permettere la rotazione, 

2. il momento della forza peso rispetto al punto O, 

3. l’energia cinetica del disco. 
4. Se, partendo da fermo, il disco deve raggiungere la velocità di 

regime in 4 s, che momento costante bisogna applicare? 

5. Quanto vale durante la fase di accelerazione l’accelerazione 

tangente del centro di massa?

𝐼𝑧 =
1

2
𝑚𝑅2 + 𝑚𝑎2

𝐿z = 𝐼z𝜔

𝐹𝑐 = 𝑚𝑎ω2

𝑀𝐺 = 𝑚𝑔𝑎

Ek =
1

2
𝐼zω2 =

1

2

1

2
𝑚𝑅2 + 𝑚𝑎2 ω2

𝜔f = 𝛼 ҧ𝑡

𝑀 = 𝐼zα =
1

2
𝑚𝑅2 + 𝑚𝑎2

𝜔f

ҧ𝑡

aT
𝐶𝑀 = 𝑎𝛼 = 𝑎

𝜔f

ҧ𝑡



Puro rotolamento
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Puro rotolamento = la velocità del punto di contatto è nulla

In questo caso l’asse di rotazione non è un asse materiale, bensì 

un asse geometrico che si sposta insieme al corpo rigido. 

In ogni intervallo di tempo 𝑑𝑡 il corpo che rotola senza strisciare 

può venire considerato come se ruotasse con velocità angolare 

𝜔 rispetto a un asse, fisso durante 𝑑𝑡, passante per il punto di 

contatto C e ortogonale al piano della figura. 

forza di 

attrito 

statico
Si può quindi scrivere 𝑣𝑐 = 𝜔 × Ԧ𝑟 + 𝑣𝐶𝑀 = 0

Da cui risulta
𝑣𝐶𝑀 = −𝜔 × Ԧ𝑟

E quindi in modulo
𝑣𝐶𝑀 = 𝜔𝑟 𝑎𝐶𝑀 = 𝛼𝑟

𝑣𝐶𝑀e 𝜔 non sono indipendenti



Puro rotolamento: sfera spinta
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C𝒇

−𝑵

N
−𝒇

Blu → sfera

Rosso → tavolo

Lungo l’asse ො𝑥 𝐹 − 𝑓 = 𝑚𝑎𝐶𝑀

Lungo l’asse ො𝑦 N − 𝑚𝑔 = 0

1° eq. cardinale

2° eq. cardinale

Polo O M = Ԧr × Ԧ𝑓 = 𝐼 Ԧ𝛼 r𝑓 = 𝐼𝛼 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r

𝐹 ≤ 𝑚 𝑎𝐶𝑀 + 𝜇𝑠𝑔

𝑓 ≤ 𝜇𝑠𝑚𝑔

𝑓 =
2

5
𝑚𝑟2

𝑎𝐶𝑀

𝑟2
=

2

5
𝑚𝑎𝐶𝑀

2

7
𝐹 ≤ 𝜇𝑠𝑚𝑔 ;

2

5
𝑎𝐶𝑀 ≤ 𝜇𝑠𝑔Condizione di puro rotolamento

𝐹 =
7

5
𝑚𝑎𝐶𝑀

𝑚𝑎𝐶𝑀 =
5

7
𝐹

𝑓 =
2

7
𝐹



Puro rotolamento: motore su asse
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C 𝒇

−𝑵

N
−𝒇

Blu → sfera

Rosso → tavolo

Lungo l’asse ො𝑥 𝑓 = 𝑚𝑎𝐶𝑀

Lungo l’asse ො𝑦 N − 𝑚𝑔 = 0

1° eq. cardinale

2° eq. cardinale

Polo O 𝑀 − 𝑓𝑟 = 𝐼𝛼 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r

𝑓 ≤ 𝜇𝑠𝑚𝑔

𝑀 − 𝑚𝑎𝐶𝑀𝑟 =
2

5
𝑚𝑟2

𝑎𝐶𝑀

𝑟 𝑓 = 𝑚𝑎𝐶𝑀 =
5

7𝑟
𝑀

𝑎𝐶𝑀 ≤ 𝜇𝑠𝑔

Condizione di puro rotolamento

𝑀 ≤
7

5
𝑟𝜇𝑠𝑚𝑔
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Motrice

Vagone



Attrito volvente
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L’attrito statico non fa lavoro, ma per esperienza sappiamo che anche nel rotolamento viene 

dissipata energia.

L’energia viene dissipata dalla deformazione dei corpi nel punto di contatto.

Si tiene conto di questa dissipazione introducendo l’attrito volvente. Considerando il caso 

precedente si manifesta come un momento sull’asse di rotazione pari a 

𝑀𝑣 = ℎ𝑁 = ℎ𝑚𝑔

Dove 𝒉 è il coefficiente d’attrito volvente e ha la dimensione 

di una lunghezza [m].  

Esempio: Cilindro di acciaio che rotola su un piano di acciaio

ℎ = 5 ∙ 10−5 𝑚

𝜇𝑠 = 0.2

𝑟 = 0.2 𝑚

𝑚 = 103 kg
Se striscia 𝐹1 ≤ 𝜇𝑠𝑚𝑔 = 1960 𝑁

Se rotola
𝐹2 ≤

1

𝑟
ℎ𝑚𝑔 = 2.5 𝑁

Ecco perché’ Babbo 

Natale vola



Esercizio
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Un disco rigido rotola senza strisciare su un piano orizzontale; la 

sua massa è 𝑚 = 5 𝑘𝑔, il raggio è 𝑟 = 0.2 𝑚, il coefficiente di 

attrito statico è 𝜇𝑠 = 0.3. Al disco è applicata la forza 𝐹 = 21 𝑁. 

Calcolare il valore del momento che bisogna applicare alla ruota 

per avere la stessa accelerazione del centro di massa e il valore 

della forza di attrito statico nei due casi.

r𝑓1 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r
𝐹 − 𝑓1 = 𝑚𝑎𝐶𝑀 𝐹 = 𝑚 +

𝐼

𝑟2
𝑎𝐶𝑀

𝑀 − 𝑓2𝑟 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r
𝑓2 = 𝑚𝑎𝐶𝑀 𝑀 = 𝑚 +

𝐼

𝑟2
𝑟𝑎𝐶𝑀

𝑀 = 𝑟𝐹 = 4.2 𝑁𝑚

𝐼 =
1

2
𝑚𝑟2

𝑎𝐶𝑀 =
2

3𝑚
𝐹 = 2.8 𝑚/𝑠2 𝑓1 = 𝐹 − 𝑚𝑎𝐶𝑀 =

1

3
𝐹 = 7 𝑁

𝑓2 = 𝑚𝑎𝐶𝑀 =
2

3
𝐹 = 14 𝑁 = 2𝑓1



Esercizio
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Determinare la velocità che raggiunge alla fine 

del percorso un corpo rigido che rotola senza 

strisciare lungo un piano inclinato
𝐼 =

2

5
𝑚𝑟2

𝑚𝑔ℎ =
1

2
𝑚𝑣𝐶𝑀

2 +
1

2
𝐼𝜔2 =

1

2
𝑚𝑣𝐶𝑀

2 +
1

2
𝐼

𝑣𝐶𝑀
2

𝑟2

=
1

2
𝑚 +

2

5
𝑚 𝑣𝐶𝑀

2 =
7

10
𝑚𝑣𝐶𝑀

2 ⟶ 𝑣𝐶𝑀
2 =

10

7
𝑔ℎ

2° Teorema di Koenig

r𝑓1 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r

𝑚𝑔 sin 𝜃 − 𝑓1 = 𝑚𝑎𝐶𝑀

𝑚𝑔 sin 𝜃 = 𝑚 +
2

5
𝑚 𝑎𝐶𝑀 𝑎𝐶𝑀 =

5

7
𝑔 sin 𝜃

𝑓1 =
2

7
𝑚𝑔 sin 𝜃 ≤ 𝜇𝑠𝑚𝑔 cos 𝜃 tg 𝜃 ≤

7

2
𝜇𝑠



Esercizio
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Un cilindro pieno, di massa 𝑚1 = 20𝑘𝑔 e raggio 𝑟 =
0.25 𝑚, rotola senza strisciare su un piano orizzontale.

All’asse del cilindro è applicato il momento costante 

𝑀 =  30 𝑁 𝑚 ed è appeso, tramite un filo inestensibile e 

di massa trascurabile, un corpo di massa 𝑚2 = 10𝑘𝑔.

Calcolare l’accelerazione del centro di massa del 

cilindro, la tensione del filo e il minimo valore ammesso 

per il coefficiente di attrito.

𝑀 − 𝑓1𝑟 = 𝐼
𝑎𝐶𝑀

r

𝑓1 − 𝑚2𝑔 = 𝑚1 + 𝑚2 𝑎𝐶𝑀

𝑀 = 𝑚2𝑟𝑔 + 𝑚1 + 𝑚2 +
𝐼

𝑟2
𝑟𝑎𝐶𝑀

𝐼 =
1

2
𝑚1𝑟2

𝑎𝐶𝑀 =

𝑀
𝑟 − 𝑚2𝑔

3
2 𝑚1 + 𝑚2

T − 𝑚2𝑔 = 𝑚2𝑎𝐶𝑀 𝑇 = 𝑚2(𝑎𝐶𝑀+𝑔)

𝑓1 = 𝑚2𝑔 + 𝑚1 + 𝑚2 𝑎𝐶𝑀 ≤ 𝜇𝑠𝑚1𝑔



Pendolo composto
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Si chiama pendolo composto, o pendolo fisico, ogni corpo rigido che possa 

oscillare, per azione del suo peso, in un piano verticale attorno a un asse 

orizzontale non passante per il centro di massa.

𝑑𝐿𝑧

𝑑𝑡
= 𝐼𝑧𝛼 = 𝐼𝑧

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −ℎ 𝑚𝑔 sin 𝜃

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −

𝑚𝑔ℎ

𝐼𝑧
sin 𝜃 ≈ −

𝑚𝑔ℎ

𝐼𝑧
𝜃

E’ quindi un moto armonico 𝜃 𝑡 = 𝜃0 sin Ω𝑡 + 𝜙

E il periodo 𝑇 =
2𝜋

Ω
= 2𝜋

𝐼𝑧

𝑚𝑔ℎ
= 2𝜋

𝒍

𝑔

Dove 𝒍 è la lunghezza ridotta del pendolo composto



Teorema dell’impulso

Supponiamo di applicare una forza Ԧ𝐹 per un certo tempo 𝑑𝑡, a 

una distanza Ԧ𝑎 rispetto al polo O ad una asta appesa al polo O.

La forza genererà un momento 𝑀 = Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 che farà ruotare 

l’asta attorno al polo O.

Possiamo scrivere che la variazione di momento angolare 

della barra sarà

∆𝐿 = 𝐿 𝑡2 − 𝐿 𝑡1 = න
𝑡1

𝑡2

𝑀𝑑𝑡 = න
𝑡1

𝑡2

Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹𝑑𝑡 = Ԧ𝑟 × Ԧ𝐽

Ԧ𝑟

𝑙

𝑚

𝐼 =
1

3
𝑚𝑙2

𝑵



Esempio
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Ԧ𝑟

Inizialmente l’asta è ferma in posizione verticale. Si 

determini l’impulso Ԧ𝐽, ortogonale all’asta, che si deve 

applicare a distanza 𝑟 ≤ 𝑙 da O per far compiere all’asta 

una rotazione di 90°.

𝑙

𝑚

1

2
𝐼𝜔2 = 𝑚𝑔

𝑙

2

∆𝐿 = Iω = 𝑟𝐽

𝐽 =
𝐼

𝑟
𝜔 =

𝐼

𝑟

𝑚𝑔𝑙

𝐼
=

𝐼𝑚𝑔𝑙

𝑟
=

𝑚

𝑟

𝑙3𝑔

3

𝐼 =
1

3
𝑚𝑙2

𝑱𝑵

𝜔 =
𝑚𝑔𝑙

𝐼
=

3𝑔

𝑙 𝑣𝐶𝑀 =
𝑙

2
𝜔 = 3𝑔𝑙

Teorema dell’impulso

Conservazione dell’energia

𝐽 − 𝐽𝑁 = 𝑚𝑣𝑓
𝐶𝑀 − 𝑚𝑣𝑖

𝐶𝑀 𝐽𝑁 = 𝐽 − 𝑚 3𝑔𝑙



Esempio
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Ԧ𝑟

𝑙

𝑚

𝐸’𝑘 =
1

2
𝐼’𝜔’2 +

1

2
𝑚𝑣’𝐶𝑀

2

∆𝐿’ = I’ω’ = 𝑟𝐽

𝐼 =
1

12
𝑚𝑙2

𝑱𝑵 Se la barra non fosse vincolata in O avrei 

𝐽 = 𝑚𝑣’𝐶𝑀 Il moto del CM

Il moto rispetto il CM

𝑣’𝐶𝑀 =
𝐽

𝑚
=

2

𝑙

𝑙3𝑔

3
= 2

𝑙𝑔

3
=

2

3
𝑣𝐶𝑀



Esempio 2
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Una piattaforma, costituita da un disco di massa 𝑚𝑑 =
200𝑘𝑔 e raggio 𝑅 = 2 𝑚, ruota senza attrito attorno a un 

asse verticale passante per il suo centro. 

Una persona di massa 𝑚 =  60 𝑘𝑔 si sposta radialmente 
dal bordo verso il centro. Quando la persona è sul bordo la 

velocità angolare è 𝜔0 = 5𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

Calcolare la velocità angolare 𝜔 quando la persona è a 

distanza 𝑟 =
𝑅

4
= 50𝑐𝑚 dall’asse e la variazione di energia 

cinetica Δ𝐸𝑘 del sistema.

∆𝐿 = 0 = 𝐼 + 𝑚𝑟2 𝜔f − 𝐼 + 𝑚𝑅2 𝜔0

𝜔𝑓 =
𝐼 + 𝑚𝑅2

𝐼 + 𝑚𝑟2
𝜔0 =

1
2

𝑚𝑑𝑅2 + 𝑚𝑅2

1
2

𝑚𝑑𝑅2 +
1

16
𝑚R2

𝜔0 = 7.7 𝑟𝑎𝑑/𝑠

𝐼 =
1

2
𝑚𝑑𝑅2

Δ𝐸𝑘 =
1

2
𝐼 + 𝑚𝑟2 𝜔𝑓

2 −
1

2
𝐼 + 𝑚𝑅2 𝜔0

2

Le forze interne fanno un lavoro

E’ la forza centripeta (la forza 

d’attrito) che agisce sulla 

persona



Esempio 2

53

𝐼 =
1

2
𝑚𝑑𝑅2

Δ𝐸𝑘 =
1

2
𝐼 + 𝑚𝑟2 𝜔𝑓

2 −
1

2
𝐼 + 𝑚𝑅2 𝜔0

2

= 𝑊 = − න𝑚𝜔2 𝑟 𝑟 𝑑𝑟

𝜔 𝑟  si ricava dalla conservazione del momento angolare

𝐿 = 𝐼 + 𝑚𝑅2 𝜔0 = 𝐼 + 𝑚𝑟2 𝜔 𝑟 = 𝐼’ 𝑟 𝜔 𝑟

𝑊 = − න𝑚𝜔2 𝑟 𝑟𝑑𝑟 = − න 𝑚
𝐿

𝐼 + 𝑚𝑟2

2

 𝑟𝑑𝑟

= −
1

2
𝐿2 න

1

𝐼’ 𝑟

2

2𝑚𝑟𝑑𝑟

= −
1

2
𝐿2 න

1

𝐼’ 𝑟

2

𝑑𝐼’ 𝑟 =
1

2
𝐿2 ቤ

1

𝐼’ 𝑟
𝐼0

𝐼 𝑟

=
1

2
𝐼’0𝜔0

2
𝐼’0

𝐼’ 𝑟
− 1 = Δ𝐸𝑘



Le proprietà elastiche dei materiali

Se una data forza di trazione 𝑭 allunga 

un tendine di una quantità L, quanto la 

solita forza allungherebbe un tendine il 

doppio ma identico in spessore e 

composizione?

Pensa al tendine di lunghezza 2L come a due tendini di lunghezza L posizionati da un capo 

all'altro. Con la stessa tensione, ciascuno dei due tendini si allunga di una quantità L, quindi la 

deformazione totale del tendine lungo è di 2L.

𝑭 𝑭 

𝑭 ∝ 𝜀 =
∆𝐿

𝐿
=

2∆𝐿

2𝐿
 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

𝑭

𝐴
= 𝜎 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠

Possiamo anche pensare che 

allungare un tendine più spesso 

richiederebbe una forza maggiore

[adimensionale]

[Pa]

Legge di Hooke



Legge di Hooke

La deformazione è proporzionale allo stress

𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 ∝ 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

𝜎 =
𝑭

𝐴
= 𝐸

∆𝐿

𝐿
= 𝐸𝜀

𝑭 = 𝑘∆𝐿

𝑘 =
𝐸𝐴

𝐿

𝐸 è 𝑖𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜 𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑖 𝑌𝑜𝑢𝑛𝑔

• La legge è valida fino a una tensione massima (limite

elastico)

• E può essere diverso per compressione e tensione

• Quando il solido si frattura, lo stress ha raggiunto il 

punto di rottura

• La massima sollecitazione che può essere sopportata

senza rompersi è chiamata resistenza suprema



Esempio

8.0 cm2

𝐹

𝐴
= 𝐸

∆𝐿

𝐿 𝑌=9.4×109 𝑃𝑎
∆𝐿 =

𝐹/𝐴

𝐸
𝐿 = 0.0023 𝑐𝑚

Di quanto il suo femore (osso della coscia) è più corto rispetto a quando è sdraiato?



Coefficiente di Poisson

57

Per effetto della trazione la sbarra non 

solo si allunga, ma subisce anche una 

variazione di sezione. 

Se 𝑟 è una dimensione trasversale, ad 

esempio il raggio per una sbarra 

cilindrica, si trova la legge di Poisson

Nella trazione il volume della sbarra non diminuisce. Consideriamo 

infatti una sbarra cilindrica di volume iniziale 𝑉 = 𝜋𝑟2𝑙. Dopo la 

trazione il volume diventa

𝑉 + ∆𝑉 = 𝜋 𝑟 + ∆𝑟 2 𝑙 + ∆𝑙
= 𝜋𝑟2𝑙 + 𝜋𝑟2∆𝑙 + 2𝜋𝑟𝑙∆𝑟 + ⋯ 𝑜 2𝑜𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑒

≥

∆𝑙

𝑙
≥ −2

∆𝑟

𝑟
𝜈 ≤ 0.5



Sforzo di taglio

𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 ∝ 𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

𝑭

𝐴
= G

∆𝑥

𝐿
= Gγ

𝑭

𝑨

𝑳

G è il modulo di taglio



Modulo di massa

𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 ∝ 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

∆𝑃 = 𝐵
∆𝑉

𝑉

𝐵 è il modulo di compressibilità isoterma
Sforzo di taglio solo nei solidi



Pressione

60

Il rapporto 𝐹/𝑆 per la forza agente 𝐹 normale alla 

superficie 𝑆 si chiama pressione e si misura in 

pascal 𝑃𝑎, unità pari a 𝑁/𝑚2. 
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