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1. Si consideri il sistema di equazioni
4x+ y+ z+ t = 6
3x+7y− z+ t = 1
7x+3y−5z+8t =−3
x+ y+ z+2t = 3

(a) Si scriva il sistema in forma matriciale, cioè, nella forma Ax = b per una matrice A e un
vettore di termi notti b e si giustifichi l’esistenza di un’unica soluzione.

(b) Si determini la seconda coordinata della soluzione senza risolvere il sistema.

(c) Si risolva il sistema usando il Teorema di Cramer.

2. ** Si considerino le matrici

A =

(
5 0
2 1

)
B =

(
4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

)
C =

3 0 2 0
1 3 1 0
0 1 1 0
0 0 0 4


(a) Si confermi che gli autovalori di A sono 1 e 5.

(b) Si confermi che gli autovalori di V sono 1, 2 e 3.

(c) Si confermi che 4 è un autovalore di C.

3. ** Si trovino gli autovalori delle seguenti matrici.

A =

(
0 0 0
0 2 5
0 0 −1

)
B =

(
4 0 0
0 0 0
1 0 −3

)

4. Si dica se la seguente matrice è diagonalizzabile:

A =

1 4 0 −2
0 1 0 0
0 −2 1 1
0 4 0 −1

 .

In caso affermativo, si determinino una matrice diagonale D ed una matrice di cambio di base
S tali che SAS−1 = D.

5. * Si determini t ∈ R in modo tale che la matrice

A =

(−1 3 2
0 −5 −4
0 t −1 −3

)

abbia −7 come autovalore. Per tale valore di t si determinino gli autovalori e gli autospazi di A
e si stabilisca se A è diagonalizzabile.

6. Si dimostri che una matrice diagonalizzabile non è invertibile se e solo se 0 è un autovalore.



7. Si dica se ognuna delle seguenti matrici

A =

(
1 1
1 0

)
B =

(
1 1
0 2

)
è diagonalizzabile. In caso affermativo, si determinino una matrice diagonale D ed una matrice
di cambio di base S tali che SAS−1 = D (oppure tali che SBS−1 = D).

8. (La potenza di una matrice diagonalizzabile). Sia A una matrice n× n su R e supponiamo
che A è diagonalizzabile e che B è una base di Rn fatta di autovettori di A. Consideriamo le
matrici di cambio di base BAcan e canAB che, ricordiamo, sono inverse una dall’altra. Sia D la
matrice diagonale ottenuta dal prodotto BAcan ·A · canAB .

(a) Se le entrate nella diagonale di D sono λ1,λ2, . . . ,λn, si calcoli la matrice D2.
(b) Si determini le entrate della matrice Dk for ogni k ≥ 1.
(c) Si scriva A come um cambio di base della matrice D.
(d) Si usi la formula precedente per calcolare A2 come um cambio di base della matrice D2.
(e) Si usi la formula precedente per calcolare Ak come um cambio di base della matrice Dk

per ogni k ≥ 1.

9. Si calcoli
(

1 1
0 2

)11

.

10. Entrambe le seguenti matrici

A =

(
0 −6 −4
5 −11 −6
−6 9 4

)
B =

(
4 8 −2
−3 −6 1
9 12 −5

)
hanno polinomio caratteristico pA(λ) = pB(λ) = −(λ+ 2)2(λ+ 3). Sapendo questo, si deter-
mini se sono diagonalizzabili. In caso affermativo, si determinino (per ognuno di loro) una
matrice diagonale D ed una matrice di cambio di base S tali che SAS−1 = D (oppure tali che
SBS−1 = D).

11. (Una matrice diagonalizzabile su C ma non su R). Si consideri la matrice associata alla
rotazione di π/2:

A =

(
0 −1
1 0

)
Abbiamo discusso in lezione che tale matrice non può avere autovettori reali, cioè, un vettore
non-nullo in R2 non vienne mai riscalato da questa matrice.

(a) Si calcoli il polinomio caratteristico di A e di dimostri che non ci sono radici reali (cioè,
non ci sono autovalori reali).

(b) Supponiamo adesso che la matrice A è una matrice su C, cioè, rappresenta una funzione
lineare ϕA : C2 −→C2 (che invia un vettore v in C2 nel vettore Av in C2). Il suo polinomio
caratteristico è lo stesso di prima, considerando però λ come una variabile complessa.

i. Il polinomio caratteristico ha radici complesse? Questi sono autovalori complessi, se
ci sono!

ii. Si trovino gli autospazi associati agli autovalori ottenuti.
iii. La matrice A è diagonalizzabile su C?

12. Si consideri la matrice

A =

(
1 −

√
3√

3 1

)
.

(a) La matrice A è diagonalizzabile su R? In caso affermativo, si determinino (per ognuno di
loro) una matrice diagonale D ed una matrice di cambio di base S tali che SAS−1 = D.

(b) La matrice A è diagonalizzabile su C? In caso affermativo, si determinino (per ognuno di
loro) una matrice diagonale D ed una matrice di cambio di base S tali che SAS−1 = D.


