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1. Si considerino le seguenti funzioni:
fiR— R f(xy) = (2x+3y,x,2—x)

g RP— R g(x,y) = (2x,x,y —x)

h: R* — R, h(x,y) = (xy,y,x)
k:RY—R?, k(x,y,2) = (x+y—2z,2x+2y —22)
m: R} — R m(x,y,z)=2x—y+z,x—22y+2)
n: R —R% n(x,z) = (1))

(a) Per ognuna delle funzioni si determini se la funzione ¢ lineare.
(b) Per ogni funzione lineare trovata, si indichi se € un isomorfismo o no.
(c) Per ogni funzione lineare trovata, si determinino basi per il nucleo e per I'immagine.

(d) Si indichi quali funzioni lineari sono iniettive e quali funzioni lineari sono suriettive.
2. Si consideri la funzione g: R? — R* definita da g(x,y,z) = (x — y,x +y—2,2x,7 — 2y).

(a) Si verifichi che g € una funzione lineare.

(b) g ¢ unisomorfismo? Perché?

(c) Sidetermini una base per il nucleo e per I'immagine.

(d) La funzione g ¢ iniettiva? Perché?

(e) La funzione g & suriettiva? Perché?

3. Siconsider V = C come spazio vettoriale su R. Ricordiamoci che dimg (C) = 2. Si consideri la

funzione ¢: C — R? definita da ¢(z) = (Re(z),im(z)), dove Re(z) & la parte reale di z e Im(z)
¢ la parte immaginaria di z.

(a) Sidimostri che ¢ € un isomorfismo di spazi vettoriali su R.

(b) Si determini la funzione inversa di ¢ (ricordiamo che tale funzione inversa ¢ automatica-
mente lineare).

(¢) Sidimostri che B = {(1,1),(2,—1)} & una base di R
(d) Partendo dalla base B e usando I’isomorfismo ¢!, si determini una base B’ di C su R.

(e) Si determinino le coordinate di ® = 3 + 2i rispetto alla base B’.
4. Si consideri la funzione lineare : R* — R* definita da
h(x,y,z,t) = 2x+y—t,t +y,3x+2y+z+1,1 +7+x)

(a) Si determini una base per N(h).
(b) Si determini una base per Im(h).

(c) h ¢ iniettiva e/o suriettiva? Perche?



(d) Si trovi una base B per un complemento per N (k) in R*.
(e) Si dimostri che I'immagine dei vettori in B tramite /4 costituiscono una base di Im(h).
5. Si dimostri, usando il teorema Nulita + Rango che le seguenti affermazioni su una funzione
lineare f: V — W su K sono equivalenti.'
(a) f € unisomorfismo;
(b) dimg(V) =dimg(W) e f & suriettiva;
(c) dimg (V) =dimg(W) e f & iniettiva.

6. Sia f: R® — R* una funzione lineare definita da f(x,y,z) = (y,y +x —z,3y,z — x)

(a) Si trovi la matrice di f rispetto alle basi canoniche nel dominio e nel codominio.
(b) Si verifichi che B = {(—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)} & una base di R3.
(c) Sitrovila matrice di f rispetto alla base B nel dominio e alla base canonica nel codominio.
7. Sia f: R* — R3 una funzione lineare tale che £(1,1,0,0) = (3,1,2), £(1,0,1,0) = (2,0,2),
£(0,1,0,0) = (—1,-2,1) e (0,0,1,1) = (1,—1,2).
(a) Si verifichi che i vettori di R* elencati costituiscono una base, che chiameremo B.
(b) Si scriva I’espressione generale della funzione lineare f per un vettore (x,y,z,7).
(c) Si scriva la matrice di f rispetto alla base B nel dominio e alla base canonica nel codomi-
nio.
(d) Siscriva la matrice di f rispetto alle base canoniche sia nel dominio che nel codominio.
8. Sia f: R* — R3 una funzione lineare tale che f(—1,2,0) = (0,1,2), f(1,0,1) = (1,0,2) e
f(=2,-1,1)=(1,-1,0).
(a) Si verifichi che i vettori {(—1,2,0),(1,0,1),(—2,—1,1)} costituiscono una base di R,
che chiameremo B.
(b) Sitrovi la matrice associata ad f rispetto alle seguenti basi:

1. alla base B nel dominio e alla base canonica nel codominio;
ii. alla base B sia nel dominio che nel codominio;
iii. alla base canonica sia nel dominio che nel codominio.

9. Si considerino le matrici A, B,C e i vettori u,v,w su R:

00 -1 4 0 0001000 o
02 0 -20 001 0T1TUO0O0
A_003 038_0101010C_g_32§
00 O 0 5 1 01 01 01 4 3 4
0
—1 2
2 -1 3
u=1| 3 v=11 w=| -2
0 1 5
1 0
2

Si calcolino 1 vettori Au, Bv e Cw.

10. (a) Sidimostri che B := {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,—1,0),(1,1,1,—1)} & una base di R*.

ISi dimostri che "Se (1), allora (2)", che "Se (2), allora (3)" e che "Se (3) allora (1)"



(b) Si trovi I’espressione generale della funzione lineare f: R* — R3 unicamente definita
dalle proprieta
f(1,0,0,0) =(2,0,1)  f(1,1,0,0) = (1,1,1)
f(1,1,-1,0) =(0,0,—1)  f(1,1,1,—1)=(2,0,-2)

(¢) Sidimostri che C := {(1,0,1),(0,1,0),(—1,0,1)} & una base di R>.

(d) Si considerino le basi canoniche cans di R* e cans di R3. Si calcolino le seguenti matrici.

i cansM3(f)

ii. Mg(f)

iii. canyMean, (f)
iv. CMcan4(f)‘

11. Sia V lo spazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione differenziale y" —y =0 e sia W lo
spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o uguale a 1.

(a) Si verifichi che B:={e*+e¢ *,¢*—e *} ¢ unabasedi V.

(b) Si verifichi che C := {x,1+x} & una base di W.

(c) Si determini le coordinate di e* e di e rispetto alla base ‘B.

(d) Sia f: V — W la funzione che ad una soluzione di y” —y = 0 della forma kye* + ke
associa il polinomio k; + kpx.

i. Si verifichi che f ¢ lineare.
ii. Si verifichi che f € un isomorfismo.
iii. Si determini la matrice Mz (f) associata ad f rispetto alle basi B e C.
iv. Siusi o/Mg(f) per calcolare le coordinate di f(e*) e di f(e™™) rispetto alla base C.



