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ESERCIZI GEOMETRIA 2 PARTE B
SETTIMANA 9 — VARIETA DIFFERENZIABILE

Esercizio 1. Dimostrare che S” = {(1,...,2p41) € R" a2+ -+ 22, = 1} ¢ una varieta
differenziabile di dimensione n immersa in R**1.

Esercizio 2 (Grassmanniane). Fissiamo due interi 7 ed N con 0 < r < N. La Grassmanniana
degli r-sottospazi di RN ¢ I'insieme

G,y = {V CR¥ sottospazio vettoriale di dimensione dim(V) = r}.

Dimostrare che G, ¢ una varieta differenziale di RN di dimensione r(N —r).
Traccia dello svolgimento. Se V & un sottospazio di dimensione r di RY, denoto con [V]

I'elemento corrispondente in G, n. Fissato [V], sia v1,..., v, una R-base di V. Scrivo
vi = (Tig, -, TiN)
per i =1,...,r e definisco la matrice
‘1,1 ... T1,N
Ay =
Tr1 ... TpN

Se M € M,xn(R) e M" € M« n(R) sono due matrici con r righe ed N colonne, entrambe di
rango massimo 7, dico che M ed M’ sono equivalenti se esiste A € GL,(R) tale che M' = A-M;
definisco inoltre I'insieme delle classi di equivalenza modulo la relazione cosi definita:

M = {matrici A con r righe ed N colonne di rango r}/ ~ .
Infine, fissati r indici distinti 1 < 43 < 4, < N, sia I = {i1,...,ir} € {1,...,N} e per
M € M, «n(R), definisco M; come la matrice formata dalle colonne i1, ...,4, di M.
(1) Dimostrare che la funzione [V] + Ay definisce una biezione (di insiemi) tra G,y e

M.
(2) Posto Ur = {M € M, «n(R)|det(M7) # 0}, mostrare che

U Ur={M € M, xn(R)| rango di M ¢& massimo},
I

dove l'unione ¢é su tutti i sottoinsiemi I C {1,..., N} formati da r elementi distinti.
(3) Mostrare che Uy & un aperto saturo rispetto alla proiezione
U U — Gy N
I

ottenuta componendo 1'uguaglianza nel punto (2), la proiezione canonica
{M € M, «n(R)| rango di M ¢ massimo} —» M

e l'inversa della mappa [V] = Ay

(4) Mostrare che per ogni I, ogni M € U ha un rappresentante N tale che Ny = Id, .,
dove Id;, ¢ la matrice identita » x . Concludere che i punti di G, y che sono immagini
di matrici di Uy corrispondono biettivamente a matrici N € Uy tali che Ny = Id,«.-.
Dedurre da questo che le restanti N — r colonne del rappresentante N (dunque, i
restanti (N — r) elementi) possono essere usate per definire una parametrizzazione

pr: Uy — Gy C Gr,N-

(5) Concludere che G, ¢ una varieta differenziale di R™" di dimensione 7(N — 7).
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