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ESERCIZI GEOMETRIA 2 PARTE B

SETTIMANA 3 – SOTTOSPAZI

Esercizio 1. Sia S ⊆ X un sottoinsieme di uno spazio topologico (X, TX), e indichiamo con
TS la topologia indotta da X su S. Dimostrare che se B è una base di TX , allora

BS = {S ∩B|B ∈ B}
è una base di TS .

Esercizio 2. Dimostrare che C ⊆ X è chiuso se e solo se l’inclusione canonica C ↪→ X che
manda x 7→ x è chiusa.

Esercizio 3. Dimostrare che

D2 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1

è omeomorfo a
Q = {(x, y) ∈ R2| − 1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1}

tramite le seguenti mappe, una inversa dell’altra:
• ψ : Q→ D2 definita dalla formula

ψ(x) =

{
0 se x = 0
x
‖x′‖ se x 6= 0

dove x′ è il punto di intersezione di Fr(Q) con la semiretta di origine 0 e passante per
x.
• ψ−1 : D2 → Q definita dalla formula

ψ−1(y) =

{
0 se y = 0

‖ y′ ‖ · y se y 6= 0

dove, come sopra, y′ è il punto di intersezione di Fr(Q) con la semiretta di origine 0 e
passante per y.

Esercizio 4 (Esponenziale complessa). La mappa esponenziale complessa exp : C → C è
definita come dalla formula, per z = x+ iy un numero complesso,

exp(z) = exp(x+ iy) = ex · (cos(y) + i sin(y)).

Dimostare i seguenti asserti:
• La restrizione di exp alla striscia orizzontale

B = {z ∈ C|0 < =(z) < 2π}
è iniettiva, dove indichiamo con <(z) e =(z) la parte reale ed immaginaria di z (en-
trambi numeri reali); quindi z = <(z) + i=(z).
• exp(B) = C \ {x ∈ R|x ≥ 0}.
• exp|B ammette inversa log : C \ {x ∈ R|x ≥ 0} → B definita da

log(w) = log |w|+ i · arg(w)
dove a destra del segno di uguaglianza log indica il logaritmo reale e arg(w) l’argomento
principale di w, ovvero arg(w) ∈ [0, 2π) e w = |w|(cos(arg(w)) + i sin(arg(w))).
• Concludere che

exp : B −→ C \ {x ∈ R|x ≥ 0}
è un omeomorfismo.
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