
GEOMETRIA 2 - Parte A

Corso di Laurea in Matematica

Appello 03/02/2022 - Mistretta / Longo

Esercizio 1. In P2
C con riferimeto proiettivo canonico, considerare i seguenti punti A = [2 : �2 : �1] , B = [2 : �2 : �2], C = [2 : �2 : 2], D = [2 : �2 : 1].

a) Considerare la famiglia G := {C conica di P2
C | A,B,C,D 2 Supp(C)}. Determinare se F è un sistema lineare di coniche. In caso a↵ermativo calcolarne

la dimensione.

b) Considerare la famiglia F := {C conica di P2
C | A,B,C,D 2 Supp(C) , C è tangente alle retta r : X � Y = 0}. Determinare se F è un sistema lineare

di coniche, in caso a↵ermativo calcolarne la dimensione. Che relazione c’è tra la famiglia F e la famiglia G?

c) Determinare tutte le coniche degeneri nella famiglia F . Se esiste, scrivere un’equazione di una conica non degenere C1 della famiglia F . Se esiste,
scrivere un’equazione di una conica degenere C0 della famiglia F .

d) Sia C2 la conica di equazione X2 + Y 2 + 2XZ + 2Y Z = 0. Determinare l’intersezione con molteplicità di C0 e C2, dove C0 è la conica descritta sopra.

Esercizio 2. Considerare lo spazio vettoriale V = k2 canonico di dimensione 2 sul campo k = F2 = Z/2Z di caratteristica 2, e la seguente funzione

q : V ! k

(x, y) 7! x2 + xy ,

dove v = (x, y) è un vettore di V = k2.

a) Mostrare che q è una forma quadratica, e caclolare la matrice (in base canonica) della forma bilineare simmetrica ⌘(v1, v2) = q(v1 + v2)� q(v1)� q(v2).

b) Esiste una base di V che diagonalizzi la forma quadratica ⌘?

c) Determinare se esiste una forma bilineare simmetrica � : V ⇥ V ! k tale che per ogni v 2 V si abbia q(v) = �(v, v). In caso a↵ermativo esibire la
matrice in base canonica, in caso negativo motivare la risposta.

d) Esiste una forma bilineare (non necessariamente simmetrica) # : V ⇥ V ! k tale che per ogni v 2 V si abbia q(v) = #(v, v)?

e) Sia oraW lo spazio vettoriale W = R2 canonico di dimensione 2 sul campo dei numeri reali, considerare la seguente funzione r : W ! R, (s, t) 7! s2+st .

Determinare una forma bilineare simmetrica � : W ⇥W ! R tale che per ogni w 2 W si abbia r(w) = �(w,w). Calcolare la matrice in base canonica,
il rango e la segnatura di �. Determinare il nucleo e il cono isotropo di �.

Esercizio 3. Sia P3
R lo spazio proiettivo tridimensionale reale con riferimeto proiettivo canonico di coordinate [x : y : z : w]. Considerare i punti:

A = [1 : 1 : 1 : 1] , B = [3 : 3 : 2 : 1] , C = [1 : �1 : 2 : �2] , D = [4 : �4 : 2 : �2]

a) Qual è il massimo numero di punti linearmente indipendenti in P3
R? Quanti punti sono necessari per avere un riferimento proiettivo in P3

R? Determinare
se i punti A,B,C,D sono linearmente indipendenti.

b) Determinare la posizione reciproca delle rette `1 := L(A,B) e `2 := L[C,D]

c) Descrivere la proiezione sulla retta `2 di centro la retta `1 in coordinate canoniche, ed esibirne una matrice.
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Svolgimento :

④ Poiché ogni condizione del tipo D- c- Suppl e) è
lineare

,
la famiglia G è un sistema lineare d' amiche

,

intersezione di 4 iperpiani nello spazio di tutte le cariche .

Per calcolare la dimensione
,
osserviamo che tutti

e 4 i

punti sono allineati
, infatti verificano tutti l' equazione

✗+ y -0 , quindi appartengono alla detta S: ✗+y ⇒ .

Per calcolarne la dimensione
,
osserviamo che il

passaggio per 3 punti allineati implica che la carica è

degenere e contiene la retta per i 3 punti nel supporto ,
e
il

passaggio per il 4° punto è sempre soddisfatto
in questo caso .

La famiglia è quindi intersezione di 3 iperpari
linearmente indipendenti , ed è un sistema lieve

di dimensione 2
.

la famiglia G può essere descritta così :

G- {E - S -il / rsx-iy.co , le P
" } =

= { E : (✗+y) (Ax-iby.cz)» / [A :B :c] c- È
"

} =

= {E : A x' + By' + ( A-B)xy-icxz-icyz.co/-A :B :c] EP' }



⑥ Poiché la famiglia G è composta da cariche degeneri
C- Sel

,
con S : ✗+y ⇒ finita ,

e le P'
"

,

una tale carica è tangente alla retta r :X- y - o

se e solo se Snl er
.

Questo avviene se e solo se sai = [o :O . i] c- l

la famiglia £ è quindi

£ = {E = s -il / s:X-14--0 , lc È retto per Esosi] |
ed è un sistema lineare di cariche di dimensione 1

,

cioè un fascio di coniche ( tutte degeneri ) .

Inoltre chiaramente f- c- G , e £ è quindi una

setta proiettiva dentro al piano proiettivo G .

② Le conche in f- ( in G) sono tutte degeneri .

Quindi non esistono cariche non degeneri in £ né in§.

Scegliamo làs-iri.li/)(x-y--o ,
è una

carica degenere in £ c-G .



⑧ C' on G'2 con G
'

,
:X? -172×2-+27-2=0

G.= Sto con

si.x-y-orsx-y-OGI.rs:{
'/ = - ×

✗
'
+ ✗2+2×2.2×2=0

Òzns - 2 [o :O :c]

Ciano : { Y
»

✗
'
+ ✗
'

-14×-2=0 { Y
- ×

2×(4+22)=0

G' ni __ [o :O :c] + [2 : 2 :
- i]

⇒ Cio _ G
'

,
= > [o :O : i] + [ ii. 2 : - i]



È.ie

Svolgimento :

⑨ siano 0
,
- (Y;) va - (I;) vettori d- ✓ = K

'

bing.ge

allora qui ,vii. qlvivr ) -qui - qlvr) =

Cerchi + kindly ; y) - Hi? my , - hi-nrg ,
=

=%⇒ +È + Hinksey , -179¥.# -EH -

= rigira ,

= ( se
, a.) (

°

,
f) (%)

è quindi una forma bilineare simmetria su V
,
la

cui matrice è d- =L? ! )

⑥ Poiché siamo in caratteristica 2
,
non possiamo

applicare l' algoritmo di Lagrange .

Cerchiamo se esiste una matrice PEGL
,
( b ) tale che

TPAP = ( È %)
,
cioè se 7 una base {vi. validi V

tale che
ylv , io, 1=0 .

Poiché Y v = ( Y ) yw.vt-qlv.ir ) - gir) -gir ) -0 ,

in una tale base la forma bilineare y dovrebbe essere nulla
,

imps-ik.la poiché y -40 .



ALTERNATIVAMENTE : Possiamo cercare una matrice PC-GL.lk )
tramite i suoi coefficienti . Poiché rgtpd-PI-iglAJ.se

dovrà essere TPAP = (II ) .

Si
> a- È :) c- GL.lk)

c d) =/
' d

alla trap =L; G) ( i :/ E
'

a.) (! ! ) =

= (
ab + ed io:D'

a:c' ab.ua/-- (LT ) a- abc.de Zgz, = {o, i }

Per were a:c
"

> io dobbiamo tenere a - C --0 oppure
a- c. = '

Analogamente b?d'⇒ - b-da - 6=1-1

Se a-c -0 allora deto -o e non è possibile
se b-d-o - detto -0 - .

Quindi deve essere a-b- c. =D =\
,
ma allora detto §

Quindi non esiste PEGL
,

(k) / TPAP è diagonale .

② Se psvxv→ k è f. biliare simmetrica
,

allora plv, .vn = (r, g.) B (
"

y;) con B- ( Y ! / c-Ma.IN
allora plv.ro ) - la g) B (G) = pa' +☒ ry

'

quindi non-esste.ua tale forma p con

ploiv ) - n' + xy .



④ Possiamo scegliere pcv.ir) - (a. g.) (! ! / (%) ,
in questo caso

(se g) ( ! f) (G) = n'+ sig .

Évian che anche plv.ir ) = ix. a) ( i :) /{ )
soddisfa la condizione PIU , v) = n'+ sey ricercata ) .

⑧
Sia ora W=È v. → IR (G) '→ siiay .

Osserviamo che p Chigi , tra .gr?)=ln , g.) (Ì, % ) (Y! )

soddisfa pld.yhn.gl/--a'+ay quindi

ps è la forma bilineare ricercata
,

e la sua matrice

è (
' ""

"ro ) qui-di og ( p ) = 2 .

osserviamo che sgnlp ) =/ (2,0 ) in quanto pcea.ca ) -0

e sega ( p ) -410,2) per
lo stesso motivo .

④ indi sgu ( p)
=L '

,
i ) .

Poiché rglp ) -7 , kerlp ) - o .

Invece il cono isotropo è

Iplv) - { (G) c- R
'

/ n'+ ng - rlnty ) - oh ch'
è l' unione delle 2 rette ii. se -0 e iii. sexy-0 .

( Quindi Iplv ) ch' è il supporto di un' iperbole degenere) .



S s A _-[ si :| : ] D= È :3 :< : i] ( = [1 : - i : 2 : -2 ]

D= [2 : -2 : 1 : - i]

② Poiché P! =P (R" ) ci possono essere al più
4 punti liu

. indip . . Un rif . proiettino è formato
da 5 ponti i 4 punti lini indip . e il punto unità

.

3 I 2 2 I 0 - I 2

3 - I -2Ii : : :/ =L ! ! ! :/ =p . . . .

I
_ '

o o / =I
-2

o -3

⇒ | ! : i
°

i. . . :/ ⇒ ( Ii : :| / = - io =/ °

I -2 o -3

⇒ I punti Aid
, C. D sono linearmente INDIP

.

⑤ Poiché i 4 punti sono linearmente indipendenti ,
le rette l

,
=L (AB) e la =L (GD ) sono sghembe .

la =L (C.D) =/ [ team : - d. <
µ
:{ t.im : - il -µ ] / [ b :p] .CI

' / e
=/ [t : - t :S : - s] / E :S] c- P

'

}



② Ti P? l
,
→ la

Q- (Io;) ti TIQ) -114,6 ) al ,

LELLA ,B) - { [ Hsm Hsm : Hamster] / È :p] EP
'

}
I 0 p. YEssien Lll . . ) :| ; } :& :{ / =/
' ° " ×

: : : :/ =
(cfr rotp. )✗ + foto - ✗

•

+ rhyne ( za. - zpo) Z + (- ✗• + po) w -0

LIGA ) n % : [t: -tss : - s] / di- ryotp!-1+(-4%+4) ft) +
+ Ho_ zp .IS + 1-✗

•
+ po ) - S - o

⇒ t ( a.+ p. -4K + zio ) + s (sa
.

- spot - o
⇒ poniamo te -34+3 po e se ✗

otpo-4jo-%eE.no⇒ Lili , a) al , =

[-3×0-1]po : 3h .-3ps. ix. +p . -4%+11 : - ×
.

- p . -14K- zio]
quindi la proiezione t : PIL ,

→ la ha matrice

-3 o oA- [? ? ? ? )
.
In effetti GIA ) -1

- i - i 4 -2

her (A) =L ( i. 1,1 , i ) , ( 3,3 ,
2,1 ) ) e PAGA) =L ,

e l' altra autospazio è V. g- LI
'

,

-
'

,
2
,
-2 )

,
l '

,
-2

,

'
,
- i ) )

e PN.co) =L , quindi A è la matrice

della proiezione su la d. centro l
, µ


