GEOMETRIA 2 - Parte A
Corso di Laurea in Matematica
Appello 03/02/2022 - Mistretta / Longo

Esercizio 1. In PZ con riferimeto proiettivo canonico, considerare i seguenti punti A=[2:-2:-1], B=[2:-2:-2],C=[2:-2:2],D=[2:-2:1].

a) Considerare la famiglia G := {C conica di ]P’% | A,B,C, D € Supp(C)}. Determinare se gé un sistema lineare di coniche. In caso affermativo calcolarne
la dimensione.

b) Considerare la famiglia F := {C conica di PZ | A, B,C, D € Supp(C) , C ¢ tangente alle retta r : X —Y = 0}. Determinare se F & un sistema lineare
di coniche, in caso affermativo calcolarne la dimensione. Che relazione c’e tra la famiglia F e la famiglia G?

¢) Determinare tutte le coniche degeneri nella famiglia F. Se esiste, scrivere un’equazione di una conica non degenere C; della famiglia F. Se esiste,
scrivere un’equazione di una conica degenere Cy della famiglia F.

d) Sia Cy la conica di equazione X2 +Y? +2XZ + 2Y Z = 0. Determinare I'intersezione con molteplicita di Cy e Cy, dove Cj & la conica descritta sopra.
Esercizio 2. Considerare lo spazio vettoriale V = k? canonico di dimensione 2 sul campo k = Fy = Z/27Z di caratteristica 2, e la seguente funzione
q:V =k
(5,) = 2+ 2y,
dove v = (z,y) ¢ un vettore di V = k2.
a) Mostrare che ¢ & una forma quadratica, e caclolare la matrice (in base canonica) della forma bilineare simmetrica n(vy, v2) = q(v1 +v2) — q(v1) — q(v2).
b) Esiste una base di V' che diagonalizzi la forma e%-u‘ad-;\&ae!é n?

¢) Determinare se esiste una forma bilineare simmetrica 8: V x V — k tale che per ogni v € V si abbia g(v) = B(v,v). In caso affermativo esibire la
matrice in base canonica, in caso negativo motivare la risposta.

d) Esiste una forma bilineare (non necessariamente simmetrica) ¢: V x V — k tale che per ogni v € V si abbia ¢(v) = ¥(v,v)?

e) Sia ora W lo spazio vettoriale W = R? canonico di dimensione 2 sul campo dei numeri reali, considerare la seguente funzione r: W — R, (s,t) + s?+st .

Determinare una forma bilineare simmetrica §: W x W — R tale che per ogni w € W si abbia r(w) = f(w,w). Calcolare la matrice in base canonica,
il rango e la segnatura di 5. Determinare il nucleo e il cono isotropo di 5.

Esercizio 3. Sia P lo spazio proiettivo tridimensionale reale con riferimeto proiettivo canonico di coordinate [x : y : z : w]. Considerare i punti:
A=[1:1:1:1], B=1[3:3:2:1],C=[1:-1:2:-2], D=[4:—-4:2:-2]

a) Qual ¢ il massimo numero di punti linearmente indipendenti in P3? Quanti punti sono necessari per avere un riferimento proiettivo in P3? Determinare
se i punti A, B, C, D sono linearmente indipendenti.

b) Determinare la posizione reciproca delle rette ¢ := L(A, B) e {3 := L[C, D]

¢) Descrivere la proiezione sulla retta o di centro la retta ¢1 in coordinate canoniche, ed esibirne una matrice.



Esercizio 1. In P2 con riferimeto proiettivo canonico, considerare i seguenti punti A =[2:-2:-1] ,B=[2:-2:-2],C=[2:-2:2], D=[2:-2:1].

a) Considerare la famiglia G := {C conica di P% | A, B,C, D € Supp(C)}. Determinare se g & un sistema lineare di coniche. In caso affermativo calcolarne
la dimensione.

b) Considerare la famiglia F := {C conica di P2 | A, B,C, D € Supp(C) , C & tangente alle retta r : X —Y = 0}. Determinare se F & un sistema lineare
di coniche, in caso affermativo calcolarne la dimensione. Che relazione c’¢ tra la famiglia F e la famiglia G7

¢) Determinare tutte le coniche degeneri nella famiglia F. Se esiste, scrivere un’equazione di una conica non degenere C della famiglia F. Se esiste,
scrivere un’equazione di una conica degenere Cj della famiglia F.

d) Sia Cy la conica di equazione X2 +Y? 4+ 2XZ + 2Y Z = 0. Determinare I'intersezione con molteplicita di Cy ¢ Cy, dove Cy & la conica descritta sopra.
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Esercizio 2. Considerare lo spazio vettoriale V = k? canonico di dimensione 2 sul campo k = Fy = Z/27 di caratteristica 2, e la seguente funzione

q:V =k
(z,y) = 2>+ 2y,
dove v = (v,y) & un vettore di V = k2.

a) Mostrare che ¢ & una forma quadratica, e caclolareela matrice

iy

(in base canonica) della forma bilineare simmetrica n(vy,v2) = q(vy + v2) — q(v1) — q(v2).
“aedre
b) Esiste una base di V che diagonalizzi la forma qeedsesca n?

¢) Determinare se esiste una forma bilineare simmetrica 8: V x V' — k tale che per ogni v € V si abbia ¢(v) = (v,v). In caso affermativo esibire la
matrice in base canonica, in caso negativo motivare la risposta.

d) Esiste una forma bilineare (non necessariamente simmetrica) 9: V' x V' — k tale che per ogni v € V si abbia ¢(v) = 9(v,v)?

e) Siaora W lo spazio vettoriale W = R? canonico di dimensione 2 sul campo dei numeri reali, considerare la seguente funzione r: W — R, (s,t) — s%+st .
Determinare una forma bilineare simmetrica 3: W x W — R tale che per ogni w € W si abbia r(w) =
il rango e la segnatura di 8. Determinare il nucleo e il cono isotropo di 3.

B(w,w). Calcolare la matrice in base canonica,
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Esercizio 3. Sia ]P% lo spazio proiettivo tridimensionale reale con riferimeto proiettivo canonico di coordinate [z : y : z : w]. Considerare i punti:
A=[1:1:1:1],B=[3:3:2:1],C=[1:-1:2:-2], D=[4:—-4:2:-2]

a) Qual ¢ il massimo numero di punti linearmente indipendenti in IP’%? Quanti punti sono necessari per avere un riferimento proiettivo in IP)%? Determinare
se i punti A, B, C, D sono linearmente indipendenti.

b) Determinare la posizione reciproca delle rette ¢4 := L(A, B) e {5 := L|C, D]
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