
GEOMETRIA 2 - Parte A

Corso di Laurea in Matematica

Appello 18/01/2022 - Mistretta / Longo

Esercizio 1. In P2
C con riferimeto proiettivo canonico, considerare i seguenti punti A = [0 : 0 : 1] , B = [0 : 4 : 2], C = [6 : 0 : 3], D = [8 : 8 : 4].

a) Considerare la famiglia F := {C conica di P2
C | A,B,C,D 2 Supp(C) , C è tangente alle retta r : Z + (1 +

p
2)Y = 0}. Determinare se F è un sistema

lineare di coniche.

b) Determinare tutte le coniche degeneri nella famiglia F . Scrivere un’equazione di una conica C1 non degenere della famiglia F .

c) Sia C2 la conica di equazione X2 + Y 2 + 2XZ + 2Y Z = 0. Determinare l’intersezione con molteplicità di C1 e C2.

d) Considerare la retta r di cui sopra, sia U = P2
C \ r. Descrivere delle coordinate a�ni di U e le rispettive applicazioni j : A2

C ! U e # : U ! A2
C.

Determinare un’equazione della conica a�ne C2 \ U nelle coordinate a�ni scelte, e classificarla.

Esercizio 2. Considerare lo spazio vettoriale reale V = R[X]62 dei polinomi reali di grado al più 2, e la seguente funzione:

q : V ! R

P (X) 7! P (2)2 � P 0(0)2 � 2P 00(1)P (3) ,

dove P 0(X) è la derivata di P (X) e P 00(X) la derivata seconda.

a) Mostrare che q è una forma quadratica, e descrivere la forma bilineare simmetrica associata �.

b) Determinare se � è definita positiva, semidefinita positiva, definita negativa, semidefinita negativa, o indefinita.

c) Determinare il nucleo di � e il cono isotropo di �.

d) Determinare la segnatura di �.

Esercizio 3. Sia P3
C lo spazio proiettivo tridimensionale con riferimeto proiettivo canonico di coordinate [x : y : z : w]. Considerare l’applicazione definita

da:
' : [x : y : z : w] 7! [�3x+ y + z + w : x� 3y + z + w : x+ y � 3z + w : x+ y + z � 3w] .

a) Determinare se si tratta di un’applicazione ben definita ' : P3
C ! P3

C

b) Determinare se si tratta di una proiettività, o di una trasformazione proiettiva degenere.

c) Nel caso si tratti di una trasformazione proiettiva degenere determinare il luogo dove è definita, deteminare se si tratta di una proiezione e in caso
a↵ermativo determinarne il centro e l’immagine.

d) Considerare la quadrica Q di P3
C di equazione X2 + Y 2 + Z2 +W 2 = 0, sia X ⇢ P3

C il sottoinsieme '�1(Supp(Q)). Mostrare che esiste una quadrica
Q0 tale che X ⇢ Supp(Q0). Scrivere un’equazione di Q0, determinare se Q0 è degenere.



Svolgimento : ② A.B.C.D sono 4 ponti in posizione generale .

La retta r non contiene nessuno dei 4 punti .
La famiglia f-

'

= {E conica in P! per A.B. c.DI è un fisico
di cariche

.
L' ulteriore condizione di tangenza è quadratica e

non lineare
,
mostriamo che f- non è un sistema lineare

di cariche mostrando che contiene 2 punti distinti

(ed è diversa da £
'

) :

,

,
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• fa :⇐o i) tra le cariche degeneri§
.
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'
vediamo ore

Di :=L ( A.c) + LLB ,D)I C
,

il
.

\ è tangente alla alta i irti :O :O]
'

-
, _

_
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e

'

mentre le altre 2 cariche degeneri
LCA ,B) c- LCGD) e L (A.D) + L (B.c) hanno

intersezione con o in 2 punti distinti quindi non

sono tangenti .
Inoltre osserviamo che nel disegno sopra la circonferenza

affine E :(x-ii-ily.it?-2 è tangente alla retta r
, quindi

Ci ✗2+42-2×-2 -ZYZ -o è una carica non degenere
di £ . Quindi £ non è un fascio nè un cisterna finora :



In effetti rnc ,
. {

2- = - ("a) y

- ✗hey! 2×2--277=0
→ ✗

'
+ 2 /HA / ✗ y + ( i -121nA ) / yl -0

Ah
,
= CHI )

'
- ↳+2M ) = o → rè tangenteal , µ

⑤ Abbiamo vitto sopra che c' è una sola carica degenera
nella famiglia £ ,

la carica

② =L (A.B) + L / Cid) : ✗ ( ×-22) -0

Una carica non degenere ( l'unica altra carica in£ ,

poiché sappiamo che la condizione imposta in 7-
'

è

quadratica) è ¢
,
:X
>
+ y
'

-2×-2-27-2=0 .

⑤ Cia : Kay? 2×2-+242--0
Consideriamo il fascio di cariche

f- (c , .cz/=H-iqhi-.H-iniy-i2H-mx-L-i2c-y)yz/4:qif-cPL4
una conica degenere al fascio è cij. 2- ( ✗+y ) -0

Catechismo ci
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,
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, :{×
? -12--0 ma -2

z = ,

[ io] .ci , - [ii. i :O] + E : - i :O]

[✗+ y --Daci , :{
"✗ ⇒

×
,
»

→ [✗+y .-0] .ci , = 2£ :O : i]
✗
'
+ y :-O

{✗
= -☒

→ G
'

,
.ci
,
= 2 [o :O : '] + [ ii. i :O] + [ i : -i :O]



④ Si > r : 2- + (Bn ) y
- o

sia = {Easy:&] c- P! / g. + l' +Maty -70 }

Considerano [my :3]Ùg÷ay ' Évry )
It → 4-E

vediamo che questa è invertibile con inversa data da

s - ¥+7219

{⇒ a:-&. -0
t-bz-E-B.ly (Sitka [sit : i- CHE /t]
i - '"☐ it - ÷ÉÉÉÉ
quindi j e rt determinano le coordinate

↳ Izzy e t -a-L' k-way
su Ù

.

Se a- s , yet e g- 1- Gerrit

Allora G'an è data dall'equazione
s'
+ È -12s (c-Gerrit) + d- ( i- linea) ⇒

SI + ( I -2 -rit ) È + 2 ( lett )St +↳ +2T = 0

(
° ' '

1

,

1 HA | è una carica a centro non degenere
HI - i-2M in 1A! .



Svolgimento > ⑥ Osserviamo che RE]È RE] è linea

Pci)↳ P' (x)

e che DIRE]" / C- Rex]
"

.

Segue che l' applicazione

p :
UN→ R

(Pli)
,
@(x) ) /→ PAIQIU - PYOIQYO) - P'

'

(1) 0,13) - Q'
'

(DPI} )

è una forma bilineare
,
ed è simmetrica

.

Poiché qcpcxi) =p ( Pce), Pix) ) allora q è una f. quadratica
e p è la f. bilineare associata a q .

ALTERNATIVAMENTE : Scaglino come base { , × , ×' /
AIÙTTÌBX + cx

' P' (e) = bisex P''G) = 2C

e q( PG)) = Caizbthc} _ $
'

- 4C (atsb -19C ) =

d' +452 -116C? Gab + Zac -1165C - b! Gae - Nbc - 36C' =

= a
' -135 -20 c' + habaehac +hbc è un polo omogeneo dg.ly

⑤ Poiché qli) = i > o e qlx - 2) = - I < 0
allora

p
è indefinita

② Poiché pci , c) = ' Paix ) = 2 pl ' , ✗
'

1=4-2--2

plxix ) - 3 pcx , ✗
' 1=8-6--2 più,è tlb . 36=-20



la matrice B di p nella base scelta è D= ( I
" "

3 2 )
det (B) = 20 >o

,

2 2 -20

Quindi il nucleo di p è {04 e

il cono isotropo in V = È è una quadrio degenere ,
di equazione d'+362-20 C'

_ Gab - Giac -4 bc -0 .

Il cono isotropo contiene retta
,
ns non piaci ,

infatti un sottospazio isotropo ha dimensione 51

(vedi Segnatura più sotto ) .

⑧ Per calcolare la segnatura , osserviamo che la

forma p è indefinito e di
rango massimo frglb)»)

Quindi la segnatura e
' (2,1 ) oppure (1,2) .

Poiché detta ) > o deduciamo sgn ( p ) =
( 1,2)

✗



i

svolgimento.
⑧ l'applicazione q è indotta da un' applicazione lineare

è : E"→e" con matrice

a- E : : :i : : :)
Chiaramente il vettore (f) c- ¢

"
è nel nucleo

,

inoltre oyl A) =3 poiché det ( I
_

? } ) +0 .

Quindi Karpf ) - < (! ) > .

Quindi q non è ben definita su tutto P
>

E / ha

solo su PÈ i {[ i :| :\ : i] } .

⑤ Da quanto visto sopra ,
si tratta di una

trasformazione proiettiva degenere .

② Poiché il rango di Y è 3
,
l' immagine

di
q è un iperpiano , e una sua equazione

è un' equazione soddisfatta dai punti [3 : " ' :|]
,
E :-) :| :D

, " .

In / q ) :
✗+ y + 2- + W -0 .



Quindi se q è una proiezione , deve essere la proiezione
sul piano T.xi-y-iz.in -0 ,

di centro [ : ' :| :c] .

Scriviamo la proiezione µ :P
>

iii. i :c)→Top
'

cosi
'

definita :

si, f- [i :| : i :|] .

Si > F- [xòyo : 2- i.wo] c- P
>

\ { [i :| :c :|] |
Allora LCP

, .
P ) = { [ dei µ .li/.+u:tzo+u:tw.-yi)/HyigeP

'

}
✗

y 2- w

e ✗ (D) =L /9. D) sit :

txo-M-iy.int/Zo-m-idwo-yn--o ⇒
µ =

- f- (xòyizòwo) )

poniamo ✗
= -4 e µ

- ✗òy. + 2- • + Wo e

otteniamo

✗ ( P) = [→✗
•

+ yòizówo : . . .

: xòy; Zò>Wo] = YIP ) .

Quindi q è effettivamente la proiezione descritta
,

di centro [ : i :c : i] e immagine it
: ✗ +y -1 -2 + W io .

⑨ Poiché Supp (Q) - {[a. g. g. wjeip? / n'+go.is?w--oL
Allora

4-
' (supp (Q )) = { Easy :3 : W] / Emigranti . . .

: ntyisisw] c- Supp /Q) /
è definito dai punti in P

>

\ {E :c :c : ☐ | di coordinate

[xsysg : no] tuti che

registri)? (n-syi-j-wf-ln-iy-sz-WY-ln-iy.cz -3W/
<
⇒

quindi sono contenuti nella quadrata di equazione

12×2+124%122=+12 WZ _ 8 Xy - 8×2--8 ✗ w -8 y -2 -8yw _ 82W =D



Questa quadri . . ha natie
↳ [ :

-

II
,

- i 3 - ' _ ' )
-

I - i 3 - 1

che è degenere per quanto visto sopra .

OSSERVAZIONI :

• Gaùcha : Se 4 è la proiezione di centro P
,
:[" " i :D

allora 4-
' ( supplQ) ) - 4-

' ( supp /a) sit )
è la costruimmogia per la proiezione Y di una

carica non degenere contenuta in it :

Q
'
è quindi un>

quadrio a cono

(degenere) in P
'

,

con vertice in I
,

• Algebricamente = la quadrino ha matrice E:-( '

i

,
)

quindi I quadri, Q
' ha matrice

+
AIA ,

che è degenere in quanto sappiamo
che detta ) -0 .


