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 Rendimento idraulico
 Turbomacchine vs. Macchine Volumetriche
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Spinta assiale

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Alla medesima equazione si perverrebbe anche se nella relazione 
precedente si sostituisse la velocità relativa 𝑊 con quella assoluta Ԧ𝐶 
poiché:

Ԧ𝐶 = 𝜔 × Ԧ𝑟 + 𝑊

𝑑𝑄𝑣 = 𝑊𝑛𝑑𝐴 = 𝐶𝑛𝑑𝐴

⇒  Ԧ𝐶 ∙ Ԧ𝑗 = 𝜔 × Ԧ𝑟 ∙ Ԧ𝑗 + 𝑊 ∙ Ԧ𝑗 = 𝑊 ∙ Ԧ𝑗
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𝑅𝑎 = න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝐶 𝜌 𝑑𝑄𝑣 − න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝐶 𝜌 𝑑𝑄𝑣 + න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 

• La spinta assiale del fluido sui supporti dell’albero è: 𝑅′
𝑎 = −𝑅𝑎

𝑅𝑎 = 𝑅 ∙ Ԧ𝑗 = න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 



Principio di variazione del 
momento della quantità di moto



DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Il passaggio di una massa fluida attraverso la girante di una macchina idraulica determina 
l’insorgere di una forza risultante 𝑅𝑤

𝑀𝑤0

𝑅𝑤

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑤0 = Ԧ𝑟 × 𝑅𝑤

• La forza risultante 𝑅𝑤 determina l’insorgere di una 
coppia all’albero: 

49



𝒓

𝒘

𝝎

𝑀𝑤0 = න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑛 𝑝 𝑑𝐴

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑅𝑤 = න
𝐴2

𝜌 𝑊𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

𝜌 𝑊𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

𝑛 𝑝 𝑑𝐴

(regime di moto stazionario)

𝑀𝑤0 = Ԧ𝑟 × 𝑅𝑤
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𝑾𝒚

𝑾𝒛

𝑾𝒙

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 න
𝐴2

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴

𝑑𝑄𝑚 𝑑𝑄𝑚

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

 dove 𝑅 𝑊𝑢 è il valor medio di  𝑅𝑊𝑢 lungo la sezione di flusso

• Se con 𝑄𝑚 s’intende la portata di massa che 
attraversa l’intera girante e non un semplice 
condotto interpalare, 𝑀𝑤𝑎 dà il momento lungo 
l’asse agente globalmente sulla girante a seguito 
della sua interazione con il fluido

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

Ԧ𝒋

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

• Per ottenere il momento complessivo fornito dal motore  nel 
sistema di riferimento assoluto, occorre aggiungere al momento
𝑀𝑤𝑎  del riferimento relativo i momenti dovuti alle forze 
centripete  𝜌𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 𝑑𝑉  e alle forza di Coriolis  𝜌 2 𝜔 ×
𝑊𝑑𝑉

Momento dovuto alle forze centripete
• La componente lungo l’asse delle forze centripete è nulla.

Infatti:

Ԧ𝑗 ∙ න
𝑉0

Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 𝜌 𝑑𝑉 ≡ 0

perché ω × ω × Ԧr  ha direzione radiale e dunque: 

Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 ≡ 0.:

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto
Momento dovuto alle forze di Coriolis

• In coordinate cilindriche 𝑑𝑉 =  𝑟𝑑𝜗𝑑𝑦 𝑑𝑟 = 𝑑𝐴 𝑑𝑟, cosicché:

න
𝑉0

2𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = න
𝑅1

𝑅2
2𝜔𝑟 𝑑𝑟 න

𝐴
𝜌 𝑊𝑟 𝑑𝐴

dove  𝑅1 e 𝑅2 sono i raggi che delimitano il condotto interpalare.

𝑀𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = න
𝑉0

2 𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = න
𝑅1

𝑅2
2 𝜔 𝑟 𝑄𝑚 𝑑𝑟 = 𝑄𝑚𝜔 𝑅2

2 − 𝑅1
2

• L’integrale:

න
𝐴

𝜌 𝑊𝑟 𝑑𝐴 = 𝑄𝑚

è la portata di massa 𝑄𝑚 che attraversa il condotto interpalare se 𝜃 =
2𝜋/𝑧 oppure la portata di massa che attraversa la girante se 𝜃 = 2𝜋
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= Qm R2 𝑊𝑢2 + ωR2 − R1 𝑊𝑢1 + ωR1

𝑀𝑎 = 𝑀𝑤𝑎 + 𝑀𝑐𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 + 𝜔𝑅2
2 − 𝑅1 𝑊𝑢1 + 𝜔𝑅1

2 =

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

?

Momento complessivo
• Riassumendo, al momento dovuto alla variazione del momento 

della quantità di moto della corrente relativa :
𝑀𝑤𝑎 =  𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

deve essere aggiunto quello dovuto alle forze di Coriolis

𝑀𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = න
𝑉0

2 𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = 𝑄𝑚𝜔 𝑅2
2 − 𝑅1

2

cosicché il momento complessivo agente sull’albero risulta pari a:
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Sistemi di riferimento

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Ԧ𝐴 = 𝑇 + 𝑅 Ԧ𝐶 = 𝑈 + 𝑊

𝑢 = 𝜔 × Ԧ𝑟

𝜔
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Triangolo delle velocità

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Ԧ𝐶 = 𝑈 + 𝑊

𝑾
(sistema relativo)

𝑪

𝑼 = 𝝎 × 𝒓
(moto trascinamento)

Rappresentazione Vettoriale

𝑾

𝑼 = 𝝎 × 𝒓

(sistema relativo)

(moto trascinamento)

(sistema assoluto)
𝑪

Triangolo delle velocità
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Momento complessivo

𝑀𝑎 = 𝑀𝑤𝑎 + 𝑀𝑐𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = Qm R2  𝑊𝑢2 + ωR2 − R1  𝑊𝑢1 + ωR1

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑎 =  𝑄𝑚 𝑅2 𝐶𝑢2 − 𝑅1 𝐶𝑢1

𝐶𝑢 = 𝑊𝑢 + 𝑈 = 𝑊𝑢 + 𝜔 × Ԧ𝑟
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Scambio di energia

Macchina motrice e operatrice e Rendimento idraulico



• Per il principio di variazione del momento della quantità di moto:

𝑃𝑎𝑙𝑏 = 𝑀𝑎 𝜔 =  𝑄𝑚 𝑅2 𝐶𝑢2 − 𝑅1 𝐶𝑢1  𝜔 

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia

• No perdite meccaniche e no trafilamenti di 
portata 

 𝑃𝑚𝑒𝑐𝑐 = 0 e 𝑄𝑣𝑓 = 0

• Processo adiabatico  𝑃𝑄 = 0

• Per il primo principio della termodinamica: 𝑃𝑎𝑙𝑏 = 𝑄𝑚 𝐻𝑒
0 − 𝐻𝑖

0

∆𝐻0 =
𝑃𝑎𝑙𝑏
𝑄𝑚

=
𝑀𝑎 𝜔

𝑄𝑚

da cui:

= 𝑅2 𝐶𝑢2 − 𝑅1 𝐶𝑢1  𝜔 = 𝑈2 𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia
∆𝐻0= 𝐻𝑒

0 − 𝐻𝑖
0 = 𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1  ൗ𝐽 𝑘𝑔

• E’ opportuno ribadire che la variazione di entalpia totale 
∆𝐻0  rappresenta il lavoro meccanico 𝐿 = 𝑈2𝐶𝑢2 −
𝑈1 𝐶𝑢1 richiesto a una turbomacchina operatrice 
(pompa, ventilatore, compressore) per consentire a 1 kg 
di fluido di sopperire non solo alla differenza di energia 
tra gli ambienti di aspirazione e mandata, ma anche alle 
perdite fluidodinamiche interne alla macchina

• Oppure, l’energia meccanica 𝐿 = 𝑈1𝐶𝑢1 − 𝑈2 𝐶𝑢2 che si 
rende disponibile all’albero di una turbomacchina 
motrice (turbina) a seguito della variazione di entalpia 
totale ∆𝐻0= 𝐻𝑖

0 − 𝐻𝑒
0 di 1 kg di fluido che, oltre a 𝐿, 

deve sopperire anche alle perdite fluidodinamiche 
interne alla macchina
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia – macchine operatrici

∆𝐻0= 𝐻𝑒
0 − 𝐻𝑖

0 = 𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1 ൗ𝐽 𝑘𝑔

∆𝐻0= 𝐻𝑒
0 − 𝐻𝑖

0 =
𝑝𝑒

0

𝜌 −
𝑝𝑖

0

𝜌 + 𝑢𝑒 − 𝑢𝑖 = gℎ𝑡

Incremento di energia interna 
derivante dalla degradazione di 
energia in calore a seguito degli 
attriti fluidodinamici interni

𝑔ℎ =
𝑝𝑒

0

𝜌 −
𝑝𝑖

0

𝜌 =
𝑝𝑒
𝜌 +

𝐶𝑒
2

2 + 𝑔𝑧𝑒 −
𝑝𝑖
𝜌 +

𝐶𝑖
2

2 + 𝑔𝑧𝑖

Energia ottenuta dal fluido: minimo lavoro meccanico richiesto

PREVALENZA

turbomacchina operatrice che 
opera su un fluido incomprimibile
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia – Rendimento Idraulico

Tiene conto unicamente delle perdite per attriti fluidodinamici interni alla macchina!!

• Si definisce rendimento idraulico 𝜂𝑖𝑑 il rapporto:

𝜂𝑖𝑑 =

𝑝𝑒
0 − 𝑝𝑖

0

𝜌
𝐿

=
𝑔ℎ

∆𝐻0 =
𝑔ℎ

𝑈2 𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1
=

𝑔ℎ
𝑔ℎ𝑡

per le turbomacchine operatrici
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia – Rendimento Idraulico

Tiene conto unicamente delle perdite per attriti fluidodinamici interni alla macchina!!

• Si definisce rendimento idraulico 𝜂𝑖𝑑 il rapporto:

𝜂𝑖𝑑 =

𝑝𝑒
0 − 𝑝𝑖

0

𝜌
𝐿

=
𝑔ℎ

∆𝐻0 =
𝑔ℎ

𝑈2 𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1

per le turbomacchine operatrici, e:

𝜂𝑖𝑑 =
𝐿

𝑝𝑖
0 − 𝑝𝑒

0

𝜌

=
∆𝐻0

𝑔ℎ
=

𝑈1𝐶𝑢1 − 𝑈2𝐶𝑢2
𝑔ℎ

per le turbomacchine motrici
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Scambio di energia – Fluidi Comprimibili

• Per i fluidi comprimibili gli attriti fluidodinamici interni alla 
macchina si riflettono sempre in un aumento dell’energia interna, 
ma non ne rappresentano la totalità a causa della variazione di 
temperatura che accompagna la compressione o l’espansione del 
gas

 Difficile separare gli effetti come nel caso di fluido incomprimibile

• Il lavoro minimo di compressione, o quello massimo di 
espansione, si possono ottenere solo con le ipotesi di fluido 
perfetto (attriti fluidodinamici nulli) e di processo adiabatico, 
ovvero per un processo isoentropico

 L’efficacia del processo reale di compressione o di espansione è 
riassunta dai rispettivi rendimenti isoentropici:

𝜂𝑖𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑒 =
Δ𝐻𝑖𝑠

0

∆𝐻0 =
Δ𝐻𝑖𝑠

0

𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1

𝜂𝑖𝑠𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛𝑎 =
∆𝐻0

Δ𝐻𝑖𝑠
0 =

𝑈1𝐶𝑢1 − 𝑈2 𝐶𝑢2
Δ𝐻𝑖𝑠

0
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Scambio di energia

Turbomacchine vs. Macchine Volumetriche



• Un’ultima importante osservazione sullo scambio di energia 
nelle turbomacchine: 

∆𝐻0=
𝑃𝑎𝑙𝑏

𝑄𝑚
=

𝑀𝑎 𝜔
𝑄𝑚

= (𝑅2 𝐶𝑢2 − 𝑅1 𝐶𝑢1) 𝜔 = 𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1𝐶𝑢1

 Lo scambio di energia per unità di massa ∆𝐻0 dipende:
- dalle caratteristiche geometriche della girante (𝑅1 e 𝑅2)
- dalle velocità assolute 𝐶 e relative 𝑊 del fluido, e quindi 

dalla portata e dalla geometria delle pale e del condotto 
meridiano

- dalla velocità  angolare 𝜔 della girante
- ma non dipende dalla densità 𝜌 del fluido

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Turbomacchine vs. macchine volumetriche

 Rispetto alle macchine volumetriche, lo scambio di energia nelle turbomacchine è 
strettamente legato alla geometria della girante, alla portata e al regime di rotazione della 
girante
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Esercizio

Triangoli delle velocità e principio di variazione del momento 
della quantità di moto



Esercizio

80

Una pompa centrifuga è caratterizzata da una girante di diametro 𝐷2 = 120𝑚𝑚 e 
larghezza assiale delle pale 𝐵2 = 18𝑚𝑚 in uscita. La pompa elabora una portata 
volumetrica 𝑄𝑣 = 8 Τ𝑑𝑚3

𝑠 con un regime di rotazione pari a 12 giri/s.

L’angolo della direzione della velocità relativa 𝑊2 (in uscita) rispetto alla direzione 
tangenziale 𝑈2 è pari a 𝛽2 = 25°.

Si trascurino gli spessori delle pale della girante nel calcolo della sezione di 
attraversamento ed eventuale perdite di trafilamento. Si ipotizzi inoltre il regime 
stazionario di funzionamento della macchina, una componente tangenziale della 
velocità assoluta all’ingresso pari a 0 (𝐶𝑢1 = 0) e un 𝜂𝑣 = 1.

Si calcoli:

1) La velocità periferica 𝑈2 all’uscita della girante
2) La componente radiale della velocità assoluta 𝐶𝑟2 
3) Il triangolo delle velocità all’uscita della girante 
4) Il lavoro 𝑔ℎ𝑡  ceduto dalla girante all’acqua che l’attraversa
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V2 4,52m S DA CALCOLI DI PRIMA

V2 FIRE Wra Cra 1,18m 5



Was D 22 tg Be Wui Wra cotyB2
11,18 coty 25

12,53m S

W TH253T 2,79m S

ANALOGAMENTE La VICRI
Cuz Ma Weez 4,52 2 53 1 99 m S

C2 2,31m S 1799251,187

QUESITO 4 LAVORO ALL'ALBERO

ghe Lalle Ma Cuz 11 Cui Ma Cuz 4,52 1,99

I 8,99 5 Ky
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