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 Turbomacchine vs. Macchine Volumetriche
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Principio di variazione del 
momento della quantità di moto



DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Il passaggio di una massa fluida attraverso la girante di una macchina idraulica determina 
l’insorgere di una forza risultante 𝑅𝑤

𝑀𝑤0

𝑅𝑤

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑤0 = Ԧ𝑟 × 𝑅𝑤

• La forza risultante 𝑅𝑤 determina l’insorgere di una 
coppia all’albero: 
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𝒓

𝒘

𝝎

𝑀𝑤0 = න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑛 𝑝 𝑑𝐴

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑅𝑤 = න
𝐴2

𝜌 𝑊𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

𝜌 𝑊𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

𝑛 𝑝 𝑑𝐴 + න
𝐴1

𝑛 𝑝 𝑑𝐴

(regime di moto stazionario)

𝑀𝑤0 = Ԧ𝑟 × 𝑅𝑤
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𝑾𝒚

𝑾𝒛

𝑾𝒙

𝑀𝑤0 = න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + න
𝐴2

Ԧ𝑟 × 𝑛𝑝𝑑𝐴 + න
𝐴1

Ԧ𝑟 × 𝑛𝑝𝑑𝐴

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

• Nelle applicazioni interessa la componente del momento 𝑀𝑤0 lungo l’asse passante per 0 
coincidente con l’asse di rotazione della girante:

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑀0𝑤 ∙ Ԧ𝑗
• Le superfici 𝐴1 e 𝐴2 sono di rivoluzione   →   il versore 𝑛 non ha componente tangenziale

 Sono pertanto nulli gli integrali dei momenti dovuti alle forze di pressione agenti sulle 
superfici 𝐴1 e 𝐴2. 
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𝑾𝒚

𝑾𝒛

𝑾𝒙

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto
𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑀0𝑤 ∙ Ԧ𝑗

• Indicando con Ԧ𝑟 ≡ 𝑥, 𝑦, 𝑧  e 𝑊 ≡ 𝑊𝑥, 𝑊𝑦, 𝑊𝑧  le 
componenti del raggio vettore Ԧ𝑟 e della velocità 𝑊 rispetto al 
sistema di riferimento cartesiano, si ottiene:

Ԧ𝑟 × 𝑊 =
𝑖 𝑗 𝑘
𝑥 𝑦 𝑧

𝑊𝑥 𝑊𝑦 𝑊𝑧

= 𝑖 𝑊𝑧𝑦 − 𝑊𝑦𝑧 + 𝑗 𝑊𝑥𝑧 − 𝑊𝑧𝑥 + 𝑘 𝑊𝑦𝑥 − 𝑊𝑥𝑦

• Interessa il momento lungo l’asse di rivoluzione 𝑌, 
pertanto:

𝑀𝑦 = Ԧ𝑗 𝑊𝑥𝑧 − 𝑊𝑧𝑥

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧

= Ԧ𝑗 න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + − න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴
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• Passando a coordinate cilindriche, si ottiene:
𝑊𝑟 = 𝑊𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑊𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑊𝑢 = 𝑊𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑊𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑾𝒚

𝑾𝒛

𝑾𝒙

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑀0𝑤 ∙ Ԧ𝑗 = Ԧ𝑗 න
𝐴2

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴 + − න
𝐴1

Ԧ𝑗 ∙ Ԧ𝑟 × 𝑊 𝜌 𝑊𝑛𝑑𝐴

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 න
𝐴2

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴

𝑀𝑦 = Ԧ𝑗 𝑊𝑥𝑧 − 𝑊𝑧𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝑧
𝑅  𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

𝑥
𝑅 

e quindi:

𝑀𝑦 = Ԧ𝑗 𝑅 𝑊𝑢

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧
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𝑾𝒚

𝑾𝒛

𝑾𝒙

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 න
𝐴2

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴 − න
𝐴1

𝑅 𝑊𝑢 𝜌𝑊𝑛𝑑𝐴

𝑑𝑄𝑚 𝑑𝑄𝑚

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

 dove 𝑅 𝑊𝑢 è il valor medio di  𝑅𝑊𝑢 lungo la sezione di flusso

• Se con 𝑄𝑚 s’intende la portata di massa che 
attraversa l’intera girante e non un semplice 
condotto interpalare, 𝑀𝑤𝑎 dà il momento lungo 
l’asse agente globalmente sulla girante a seguito 
della sua interazione con il fluido

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

Ԧ𝒋

𝑀𝑤𝑎 = Ԧ𝑗 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

• Per ottenere il momento complessivo fornito dal motore  nel 
sistema di riferimento assoluto, occorre aggiungere al momento
𝑀𝑤𝑎  del riferimento relativo i momenti dovuti alle forze 
centripete  𝜌𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 𝑑𝑉  e alle forza di Coriolis  𝜌 2 𝜔 ×
𝑊𝑑𝑉

Momento dovuto alle forze centripete
• La componente lungo l’asse delle forze centripete è nulla.

Infatti:

Ԧ𝑗 ∙ න
𝑉0

Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 𝜌 𝑑𝑉 ≡ 0

perché ω × ω × Ԧr  ha direzione radiale e dunque: 

Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 ≡ 0.:

𝑊𝑥

𝑊𝑧

𝜃
𝜃

𝑌

𝑍

𝑋

𝑟

𝜃

𝑥

𝑧
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

• Rimane:       Ԧ𝑗 ∙ 𝑉0׬
2 Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝑊𝑟  𝜌 𝑑𝑉

ed è un momento lungo l’asse della girante il cui modulo vale:

න
𝑉0

2 𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉

Y

Momento dovuto alle forze di Coriolis
• Il contributo legato alle forze di Coriolis è:

Ԧ𝑗 ∙ න
𝑉0

Ԧ𝑟 × 2𝜔 × 𝑊 𝜌 𝑑𝑉

• Si osserva:

𝜔  ∥ 𝑤𝑦  ⇒ 𝜔 × 𝑤𝑦 = 0

𝜔 × 𝑤𝑢 ∥ Ԧ𝑟  ⇒  Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝑤𝑢 = 0

=  Ԧ𝑗 ∙ න
𝑉0

Ԧ𝑟 × 𝜔 × 𝑊𝑦 + 𝑊𝑢 + 𝑊𝑟 2𝜌 𝑑𝑉
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DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto
Momento dovuto alle forze di Coriolis

• In coordinate cilindriche 𝑑𝑉 =  𝑟𝑑𝜗𝑑𝑦 𝑑𝑟 = 𝑑𝐴 𝑑𝑟, cosicché:

න
𝑉0

2𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = න
𝑅1

𝑅2
2𝜔𝑟 𝑑𝑟 න

𝐴
𝜌 𝑊𝑟 𝑑𝐴

dove  𝑅1 e 𝑅2 sono i raggi che delimitano il condotto interpalare.

𝑀𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = න
𝑉0

2 𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = න
𝑅1

𝑅2
2 𝜔 𝑟 𝑄𝑚 𝑑𝑟 = 𝑄𝑚𝜔 𝑅2

2 − 𝑅1
2

• L’integrale:

න
𝐴

𝜌 𝑊𝑟 𝑑𝐴 = 𝑄𝑚

è la portata di massa 𝑄𝑚 che attraversa il condotto interpalare se 𝜃 =
2𝜋/𝑧 oppure la portata di massa che attraversa la girante se 𝜃 = 2𝜋
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= Qm R2 𝑊𝑢2 + ωR2 − R1 𝑊𝑢1 + ωR1

𝑀𝑎 = 𝑀𝑤𝑎 + 𝑀𝑐𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = 𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 + 𝜔𝑅2
2 − 𝑅1 𝑊𝑢1 + 𝜔𝑅1

2 =

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Variazione del momento della quantità di moto

?

Momento complessivo
• Riassumendo, al momento dovuto alla variazione del momento 

della quantità di moto della corrente relativa :
𝑀𝑤𝑎 =  𝑄𝑚 𝑅2 𝑊𝑢2 − 𝑅1 𝑊𝑢1

deve essere aggiunto quello dovuto alle forze di Coriolis

𝑀𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 = න
𝑉0

2 𝜔 𝑟 𝑊𝑟 𝜌 𝑑𝑉 = 𝑄𝑚𝜔 𝑅2
2 − 𝑅1

2

cosicché il momento complessivo agente sull’albero risulta pari a:
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Sistemi di riferimento

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

Ԧ𝐴 = 𝑇 + 𝑅 Ԧ𝐶 = 𝑈 + 𝑊

𝑢 = 𝜔 × Ԧ𝑟

𝜔
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