ESERCIZI

Spazi vettoriali, basi, intersezione, somma

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori u; = (0,2,0,—1) e us = (1,1,1,0).
Sia V il sottospazio di R?* costituito dalle soluzioni del seguente sistema:

Tl +T3 =29+ 24
x3+ x4 =0.

(a) Determinare una base di U e una base di V.
(b) Determinare la dimensione e una base di U N'V.

(¢) Determinare la dimensione e una base di U + V.

Esercizio 2. Nello spazio vettoriale R* siano U il sottospazio generato dai vettori u; =
(3,4,-1,1), ug = (1,-2,—1,—3) e W il sottospazio definito dalle equazioni x1 —2x9+x3—24 = 0
e 2x1 +3x3+ x4 =0.

(a) Determinare una base di U e una base di V.

(b) Si stabilisca se la somma di U e W & diretta e si determinino delle basi di U + W e di
unw.

Esercizio 3. Nello spazio vettoriale R* sia U il sottospazio generato dai vettori u; = (2,0, —1,1),
ug = (1,2,0,2) e ug = (0,1,—2, —1).
(a) Si determini la dimensione di U.

(b) Si determini una base di un sottospazio W tale che U & W = R* e si dica se un tale
sottospazio W & unico.

(c) Dato il vettore uy = (¢, —1,0,—1), si stabilisca per quale valore di ¢ si ha u; € U.

Esercizio 4. Sia U C R* il sottospazio generato dai vettori u; = (3,0, —1,2), ug = (=2,1,2, —1),
us = (0,3,4,1).
Sia W C R* il sottospazio di equazioni

W 1+ 229 — 24 =0
—3z0+ 223+ x4 =0

(a) Si determini la dimensione e una base di U, la dimensione e una base di W.

(b) Si determini una base di U N W e una base di U + W.
Esercizio 5. Nello spazio vettoriale R* sia V' il sottospazio generato dai vettori v; = (0,3, —1,2),
ve = (1,2,-2,0) e v3 = (2,1,¢,—2).

(a) Determinare la dimensione di V', al variare di ¢t € R.

(b) Sia U il sottospazio di R* di equazione x1 + x2 + 2x4 = 0. Si scriva una base di U.



Esercizio 6. In R* sia U il sottospazio generato dai vettori u; = (2, —1,0,3), uz = (1,4, —3,3),
uz = (1,—-2,1,1) e sia W il sottospazio di equazioni 3x1 + x3 =0, 1 — x3 — x3 = 0.

(a) Si trovi una base di U e una base di W.

(b) Si trovi una base di U N W e una base di U + W.

Esercizio 7. Sia U C R? il sottospazio di equazioni

U - 21‘1—%2—3.%4:0
’ 201 +x3+ x4 =0
esia W ={(a+2b,—a+b,-2b+c,a+c)|a,b,c R}

(a) Determinare una base di U e una base di W.

(b) Scrivere un’equazione nelle incognite x1, z2, x3, x4 il cui insieme delle soluzioni sia il sot-
tospazio W.

(c) Determinare la dimensione e una base di UNW e di U + W.
Esercizio 8. In R* sia U il sottospazio generato dai vettori u; = (1,0, —1,2), ug = (0,2, —1,1),
us = (37 _47 _174)7 Ug = (27 _67 17 0)

(a) Verificare che dimU = 3 e trovare una base di U.

(c) Sia W C R* il sottospazio di equazioni z1 = 0, xo = 0. Trovare una base di W e una base

diUNW.

Esercizio 9. Sia U il sottospazio di R?* di equazioni:

201+ 229+ x4 =0
201 —x3—x4 =0

e W il sottospazio generato da w; = (1,0,4,—2),ws = (1,1, 1,0).

(a) Determinare una base di U.
(b) Determinare una base di U N W e una base di U + W.

(c) Per ogni vettore della base di U N W, determinare le sue coordinate rispetto alla base di
U trovata in (a).

Esercizio 10. Si considerino i seguenti vettori in R3:
u=(0,1,1) v=(1,-1,0) w=(1,0,-1)
(a) Si dimostri che I'insieme % = {u,v,w} & una base di R3.

(b) Si trovino le coordinate dell’elemento k& = (1,1, 1) nella base A.

(c) Si trovi il valore del parametro t che garantisca che il vettore (—2,t,5) appartenga al
sottospazio generato da u e w.



Esercizio 11. Si considerino i seguenti vettori in R*

0 3 -8 1
e o2 o o
““lo] T -2 Y“Tle] P |o
1 1 4 1

Sia K il sottospazio di R* generato da u,v,w e p.

(a) I vettori u, v, w e p sono linearmente indipendenti? Si giustifichi la risposta.

(b) Si determini una base per K.

Esercizio 12. Sia U il sottospazio di R* generato dai seguenti vettori:
u; = (1,1,0,-2) ug = (0,2,1,—1)

(a) Determinare le equazioni cartesiane di U.

(b) Determinare se il vettore u = (3, —1, —2, —4) appartiene a U e determinare le coordinate
di u rispetto alla base Z = {u,u2} di U.

(c) Completare Z a una base di R*.

Esercizio 13. Sia U il sottospazio di R* generato dai 3 vettori:
U1 = (17072a—1)’ V2 = (0523171), V3 = (27275a—1)
(a) Determinare se vi,v9,v3 sono linearmente indipendenti. In caso negativo, trovare una

relazione di dipendenza lineare tra di essi.

(b) Estrarre una base # di U dall’insieme di generatori {v1, v2, v3}. Determinare la dimensione
di U.

(¢) Determinare le equazioni cartesiane di U.

(d) Determinare se u = (—1,—2,-3,0) € U e, in caso affermativo, trovare le sue coordinate
rispetto a 4 e completarlo ad una base di U.



