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Capitolo 1

Gli spazi misurabili

In questo capitolo introdurremo le o-algebre e gli spazi misurabili. Tale
introduzione € necessaria anche per chi ha gia incontrato gli spazi misurabili
in un corso di teoria della misura. Uno dei punti chiave del capitolo sara la
comprensione del legame che c’e tra og-algebra e informazione. Lo strumento
piu adatto per comprendere tale legame ¢ il criterio di misurabilita, teorema
1.8. Tale teorema di fatto afferma che una variabile Y ¢ o(X) misurabile se
e solo se puo essere determinata a partire dal valore assunto dalla variabile
X, ovvero la variabile aleatoria Y ¢ ¢(X) misurabile se e solo se il suo valore
puo essere determinato dall’informazione di X.

1.1 o-algebra e spazi misurabili

In questo paragrafo introdurremo la definizione di o-algebra e di spazio
misurabile. Per farci un’idea iniziale su cosa sia una oc-algebra possiamo
pensare ad essa come alla famiglia dei sottoinsiemi di un certo insieme 2 ai
quali vogliamo assegnare una probabilita. A differenza di quanto visto nel
corso di probabilita del primo anno, assegneremo una probabilita solo ad
una famiglia di sottoinsiemi di {2 e non a tutti. Ci sono due valide ragioni
per fare cio: la prima & che non sempre ¢ possibile farlo (vedi insieme di
Vitali per la misura di Lebesgue); la seconda ¢ che non sempre ci conviene
farlo (questo concetto sara evidente alla fine del corso quando studieremo
filtrazioni e martingale).

Affinché una o-algebra sia compatibile con le proprieta della probabilita (o
in generale di una misura) ¢ necessario che soddisfi alcune condizioni, da cio
segue la definizione:
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Definizione 1.1 (o-algebra). Dato un insieme €2, una o-algebra # in Q ¢
una collezione di sottoinsiemi di 2 che soddisfa le seguenti proprieta.

e NecHegeH
o Se AeH allora A =Q~NAeH

e Perogni VA, BeHsiha AuBeHe AnBeH

o V{A, }pense Ay, e H VneNallora | JA,eHe (A, eH

n=1 n=1

gli elementi di H sono detti insiemi misurabili.

La seconda condizione & detta chiusura rispetto al complementare, la
terza invece chiusura rispetto all’unione ed intersezione finita, e la quarta
chiusura rispetto all’'unione numerabile e all’intersezione numerabile. Os-
serviamo anche che le ipotesi sono ridondanti per esempio la chiusura ri-
spetto al complementare piu la chiusura rispetto all’unione da la chiusura
rispetto all’intersezione. Una collezione di sottoinsiemi di €2 che soddisfa
le prime 3 condizione si dira un’algebra. La proposizione che segue indi-
ca delle condizioni sufficienti affinché una collezione di sottoinsiemi sia una
o-algebra.

Proposizione 1.1. Dato un insieme ) e una collezione H di sottoinsiems
di Q0 consideriamo le sequenti condizioni:

1 QeH

1" @eH

2 Se AeH allora A°:=Q~NAeH

3 V{Ap}nen se Ap e H VneN allora U2 Ay e H
3" V{An}nen se Ay, € H VneN allora N2 A, e H

Se wvale la condizione 2, una condizione tra la 1 e la 1’ e una condizione tra
la 3 ela 3" allora H é una o-algebra.

Definizione 1.2. La coppia (€2, H) con € insieme e H sua o-algebra si dira
spazio misurabile.

Proprieta 1.2 (o-algebra). Dimostrare che se A e B sono elementi di una
o-algebra H allora anche AN~ B e AAB lo sono.

Esempio 1.1 (c-algebre). Dato un insieme non vuoto ) esso ha almeno
due o-algebre: Hy :={Q, @} e Ha:=P(Q). Hi e Ha sono rispettivamente la
o-algebra meno fine e la piu fine di €.
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Esempio 1.2 (c-algebre). Dato un insieme non vuoto Q e una sua parti-
zione {A;}ier. E possibile costruire una o-algebra H in modo tale che sia la
pit fine tra le o-algebre che non spezzano gli insiemi della partizione.

H =Ujcr{Uics A}

Esercizio 1.1. Dimostrare che se una o-algebra € finita allora la sua car-
dinalita ¢ 2™ per qualche n € N.

Proprieta 1.3 (o-algebra). Dimostrare le sequenti affermazioni.
1 Se Hi e Hy sono o-algebre di Q allora anche HinHs lo é.

1" Se {H;}ier € una famiglia di o-algebre di Q allora anche NiefH; € una
o-algebra.

2 Non ¢ vero che per ogni insieme £ e per ogni Hy e Ha, o-algebre di )
vale Hi U Hsy € una o-algebra di €2 .

2" Date H1 e Ha, o-algebre di Q allora
H1UHso & una o-algebra se e solo se (Hi € Ha oppure Ho € H1)

3 Dato A < P(QQ) collezione di sottoinsiemi di Q esiste la pit piccola
o-algebra di Q contenente A. Questa o-algebra sard detta o-algebra
generata da A e sara indicata con o(A).

3" In particolare se H1 e Ha sono a-algebre di Q allora esiste la pit piccola
o-algebra contenente Hy e Ha.

La proposizione che segue mostra un approccio standard per dimostrare che
gli elementi di una o-algebra soddisfano una assegnata proprieta.

Proposizione 1.4. Dato ) insieme non wvuoto. Sia A una collezione di
sottoinsiemi di Q0 e sia P una proprieta dei sottoinsiemi di S, (cioé P(E) €
{ “vero”, “falso”} per ogni E Q). Se valgono le sequenti condizioni:

1. P(Q2) = “vero” oppure P(&) = “vero”.
2. P(E) = “vero” per ogni E € A.
3. Per ogni E € 0(A), P(E) = “vero” se e solo se P(E°) = “vero”

4. Per ogni {Ey}nen collezione di elementi di o(A) con P(Ey,) = “vero”
per ogni n € N si ha P(NpenEy) = “vero”.

allora per ogni E € 0(A) si ha P(E) = “vero”.

Detto con parole semplici, la proposizione precedente ci dice che se una
proprieta e vera per gli elementi di A, & vera su ) ed & chiusa per complentare
e intersezione numerabile allora e vera su tutti gli elementi della o-algebra
generata da A.



10 CAPITOLO 1. GLI SPAZI MISURABILI

Osservazione 1.5. La proposizione precedente resta vera se nel punto (4)
sostituiamo l'intersezione con l'unione.

Dimostrazione. Proposizione 1.4
Consideriamo la collezione H di elementi di o(A) per i quali la proprieta e
vera

H:={Feco(A)|P(E) = “vero”} .

Le condizioni (1), (3) e (4) ci dicono che H soddisfa le ipotesi della pro-
posizione 1.1 quindi H & una oc-algebra. La condizione (2) ci dice che H
contiene A. Poiché o(A) & la piu piccola o-algebra che contiene A, e H
contiene A allora si deve avere H 2 0(A) e quindi P(E) = “vero” per ogni
Eco(A). O

Definizione 1.3. Dati due spazi misurabili (©2,H) e (F,F) un’applicazione
X : Q - F si dira misurabile da (2,H) a (F,F) se per ogni A € F si ha
X HA)eH.

La nozione di applicazione misurabile ha molte similitudini con quella
di applicazione continua; per le applicazioni misurabili si richiede che la
controimmagine di un misurabile sia misurabile mentre per le applicazioni
continue si richiede che la controimmagine di un aperto sia aperto. Vale
la regola di composizione, se si compongono due applicazioni misurabili si
ottiene ancora un’applicazione misurabile.

Esercizio 1.2. Sia (F,F) uno spazio misurabile. Sia X : Q — F un’ap-
plicazione.  Dimostrare che la collezione H di sottoinsiemi di ) data
da

H=XYF)={AcQAB e F con X }(B) = A}

é una o-algebra. H é la piu piccola o-algebra di Q0 che rende misurabile X .

Enunceremo ora una proposizione che utilizzeremo spesso per dimostrare
che una applicazione ¢ misurabile.

Proposizione 1.6. Siano (2, H) e (F,F) due spazi misurabili. Sia X : Q) —
F un’applicazione. Sia inoltre A< P(F') tale che o(A) = F.
Se per ogni A€ A vale X Y(A) e H allora X : (Q,H) — (F,F) ¢ misurabile.

La proposizione precedente ci dice che per mostrare che una applicazio-
ne X e misurabile ¢ sufficiente verificare che gli elementi di un insieme di
generatori di F abbia controimmagine in H.

Dimostrazione. Per ogni A € F consideriamo la proprieta P definita da:

“vero! se X 1(A)eH

“falso” altrimenti

P(A) = {
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La proprieta P soddisfa le condizioni della proposizione 1.4 quindi per ogni
Aeca(A)=Fsiha X 1(A) eH e dunque X : (Q,H) - (F,F) & misurabile.
O

Definizione 1.4. Dato uno spazio topologico €2 si chiama o-algebra dei
boreliani, B(2), la pitt piccola o-algebra che contiene gli aperti.

Esercizio 1.3. Dimostrare che se X : R™ - R™ ¢ un’applicazione continua
allora é anche misurabile come applicazione da (R™, B(R™)) in (R™, B(R™)).

Definizione 1.5. Dato un insieme {2, un sottoinsieme delle parti A <€ P(Q)
si dice un p-system se € chiuso per intersezione cioe

VA, Be Asiha AnBeA

Importanti esempi di p-system in R sono i seguenti:

Ay :={ (a,+0) |la e R}
Ag:={ (a,b] |a,beR}
Az :={ (a1,01]U...U(an,by] |n€N,a1,b1...an,bne@}
Ay = { (~o0,a] | € R}

Ajs in realta € anche un’algebra.

Esercizio 1.4. Dimostrare che:

o(A1) =0(A2) = 0(A3) = 0(A4) = B(R)

Gli esempi A1, As, A3 e A4 restano p-system anche se nella definizione
sostituiamo R con Q in questo ultimo caso sono numerabili e vale ancora

o(A) = B(R).

Enunceremo adesso per completezza alcune proprieta di misurabilita delle
applicazioni a valori in (R, B(R). Tali proprietd dovrebbero essere gia note
agli studenti dai corsi di analisi.
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Proposizione 1.7. Siano X, Y e { X, }nen applicazioni misurabili da uno
spazio misurabile (2, H) in (R,B(R)). Sono applicazioni misurabili:
1. Xt e X~
X+Y
XY
XY nell’ipotesi Y (w) # 0 per ogni w € Q
sup,, Xn
inf,, X,,

limsup,, X,

S S A T R R

liminf,, X,,

dove  limsup,, X, = inf, {sup,,., Xm} = lim,{sup,,, Xm}
e liminf,, X, := sup,,{inf,,5n, X;n } = limy, {inf 5, X, }

Dimostrazione.

1) Sia A; il p-system definito a pagina 11. Mostreremo che per ogni
Ae Ay vale X[1(A) € H, cosicché grazie all’esercizio 1.4 e alla proposizione
1.6 si avra X, misurabile. Per ipotesi per ogni a € R si ha X !(a,00) € H,
per X, vale (X,) !(a,00) = X(a,0)se a>0e X' (a,00)=Qsea<0in
entrambi i casi X;!(a,o0) € H. La dimostrazione per X_ ¢ analoga.

2) procediamo come nel caso precedente e mostriamo che (X+Y)™((a, 00)) €
‘H. Si verifica facilmente che vale la seguente identita

(X +Y) " ((a,00)) = Q@ (X7((g,20)) Y (g~ a,00)))
qe
dunque (X +Y)7!((a,00)) & misurabile. Questo punto potra essere risolto
in maniera pil elegante utilizzando ’esercizio 1.6.

6) Sia X :=sup,,y X, procediamo ancora come nel caso 1) e mostriamo
che X7 1((a,00)) € H. Per w e Q vale X(w) > a se e solo se esiste n € N tale
che X, (w > a dunque

X7 ((a,00)) = U X' ((a, 0))
neN
per ipotesi X;!((a,00)) appartiene ad H quindi anche X !((a,00)) appar-
tiene ad ‘H
I restanti casi sono lasciati per esercizio. ]

1.1.1 o-algebra ed informazione

Cosl come negli spazi topologici la topologia & associata ad un concetto in-
tuitivo di forma, in modo simile, negli spazi di probabilita la o- algebra e
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associata al concetto di informazione. Capire in che se senso la o- algebra
contenga 'informazione del sistema e cruciale per poter sviluppare la corret-
ta intuizione sugli argomenti che saranno svolti nella seconda parte del corso.
Purtroppo pero quando ci si avvicina per la prima volta alla probabilita e
molto difficile capire in che senso una o- algebra e associata all’informazio-
ne di un modello. Il prossimo teorema ci spiega in che senso la o-algebra
associata ad una variabile aleatoria X contenga la sua informazione.

Teorema 1.8 (Criterio di misurabilita). Sia Q wun insieme, sia (E,E) uno
spazio misurabile, sia X un’applicazione da Q in E e sia 0(X) := X&)
la pit piccola o-algebra che rende misurabile X. Sia infine Y un’applica-
zione da (Q,0(X)) in (R,B(R)) allora Y ¢é misurabile se e solo se esiste
un’applicazione f da (E,E) in (R,B(R)) misurabile tale che Y = fo X.

(2,0(X)) == (E,€)

b

(R, B(R))

Dimostrazione. La dimostrazine del se ¢ ovvia: Y € misurabile perché e
composizione di due applicazioni misurabili. Per dimostrare il solo se oc-
corre costruire una funzione f misurabile che fa commutare il diagramma.
(La dimostrazione & non banale perche 'applicazione X potrebbe non essere
suriettiva inoltre I'insieme degli elementi di £ che non appartengono all’im-
magine di X potrebbe non essere misurabile.) Osserviamo per cominciare
che si puo supporre Y > 0 senza perdere in generalita. Infatti se cosi non
fosse potremmo porre Y =Y " — Y™, risolvendo il problema per Y* e Y~ ot-
terrei Y* = ffoX eY = f 0o X e quindi posto f:= f*—f  avrei Y = fo X.
Consideriamo quindi il caso Y > 0.

Per ¢ > 0 razionale consideriamo ’applicazione Y; := ¢ - 1y,

Y, = . .
0 altrimenti

{q seY >q

tali funzioni soddisfano I'uguaglianza:

Y =supY,
q€Q+

Facciamo vedere ora che esiste f; misurabile tale che Y, = f, o X. Poiché¢ Y

¢ o(X) misurabile allora per costruzione lo ¢ anche Y, sia A, := Y;l({q}),
poiché A, appartiene a o(X) allora esiste B, in & tale che A, = X~ 1(B,),

seee B
S si ha Yo=fq0 X
altrimenti

ponendo ora  fy(e) := {g
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sappiamo che il sup di applicazioni misurabili € misurabile quindi:

data  f i {supqu+ fq  seil sup & finito ¢i ha Y=foX

0 altrimenti
O

Due osservazioni sulla dimostrazione precedente:
1) se l'applicazione X non & suriettiva, la scelta degli insiemi B, potrebbe
non essere unica e quindi anche 'applicazione f potrebbe non essere unica.
2) 11 SUPgeQ, fq(e) puo effettivamente non essere finito, ma tale evenienza
puo verificarsi solo nel caso in cui e non appartenga all’immagine di X.

Osservazione 1.9 (Informazione o(X) della v.a. X). Dal teorema 1.8,
Y ¢ una applicazione o(X) misurabile se e solo se puo essere calcolata a
partire da X e vale Y = fo X, cioé se é noto X(w) = a posso determinare
Y(w) = f(a) senza conoscere il valore esatto di w.

1.1.2 d-system e lemma di Dynkin

In questo paragrafo parleremo dei d-system e del lemma di Dynkin, (lemma
1.11). 1l lemma di Dynkin sara utile nel prossimo capitolo quando stu-
dieremo gli spazi di misura. Utilizzeremo tale lemma per dimostrare due
importanti teoremi, uno sull’unicita delle misure e I'altro sull’indipendenza
a partire da un p-system. Va sottolineato che mentre questi due teoremi
avranno un sacco di applicazioni, il lemma di Dynkin non sara quasi piu
utilizzato.

Definizione 1.6. Dato un insieme €2, un sottoinsieme delle parti D € P(2)
si dice un d-system se soddisfa le seguenti proprieta:

e NecD
e sec A, BeDe Ac B allora B\ AeD
e seperognineNsihaA,eDe A, € A,y allora UA, €D.

Esercizio 1.5. Sia  un insieme e sia G € P(Q) consideriamo le sequenti
ipotesi su G:

(i) Qeg
(ii) Se AeG allora A°¢G
(iii) Se A, €G e Apn Ay, =@ per ogni n+m allora UpenA, € G
(a) NeG
(b) Se A,BeG e Ac B allora B/[AeG
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(c) Se A, eG e A, 1 A allora AeG

Dimostrare che le ipotesi (i), (ii) e (iii) implicano le ipotesi (a), (b) e (c) e
viceversa le ipotesi (a), (b) e (c) implicano le ipotesi (i), (ii) e (iii).

Grazie all’esercizio precedente possiamo dare una definizine equivalente
di d-system:

Definizione 1.7. Dato un insieme €2, un sottoinsieme delle parti D € P()
si dice un d-system se soddisfa le seguenti proprieta:

e QecD
o se AeD allora A°e€D

e se per ogni n,m € Ncon n +#+m si ha A, e De A,n A, = @ allora
UA, €D.

Le due definizioni 1.6 e 1.7 sono perfettamente equivalenti. La doppia
definizione ci sara molto utile nelle applicazioni; quando sappiamo che un
insieme D € un d-system potremo utilizzare tutte e sei le condizioni dell’eser-
cizio 1.5 mentre quando dovremo dimostrare che D & un d-system potremo
dimostrare solo le tre piti semplici.

Proposizione 1.10. Una collezione di insiemi A € P(2) é una o-algebra
se e solo se € sia un p-system che un d-system.

Dimostrazione. Dimostrare per esercizio. O

Lemma 1.11 (Dynkin). Se una collezione di insiemi A ¢ P(2) é un p-
system allora

o(A) = d(A)
Dove d(A) ¢ il piu piccolo d-system che contiene A.

Dimostrazione. Ovviamente vale o(A) 2 d(A). Grazie alla proposizione
precedente per concludere la dimostrazione bastera mostrare che I'insieme
G := d(A) & chiuso per intersezione finita. Occorre mostrare che se A e B
appartengono a G allora anche A n B appartiene a G, il caso in cui sia A
che B appartengo anche ad A & ovvio perche A & un p-system. Il trucco
per completare la dimostrazione ¢ di studiare prima il caso in cui uno A
appartiene a A e B no, e poi il caso generale con A e B in a G.
Caso 1) Sia A in A fissato.
Sia F 4 la collezione di insiemi B di G che soddisfano la condizione AnB € G:

Fao:={BeG|lAnBeG}

sappiamo per ipotesi che G soddisfa tutte le condizioni dell’esercizio 1.5,
mostreremo che F 4 soddisfa le condizioni della definizione 1.7 e contiene A
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dunque F4 =d(A) =G.
Se B ¢ A allora poiche A & p-system si ha AnBe AcG quindi A€ Fy
Se B = allora An B = A e quindi F4 soddisfa la condizione (i) di 1.5.
Se BeFy allora AnBeG, AnB®=A\(An B) € G dunque F4 soddisfa la
condizione (ii) di 1.5.
Se B, € F4 per ogni n e B, n B,, = & per n # m allora per ogni n si ha
B,nAeg, inoltre An (U, Br) =U,(ANnB,) € G quindi F4 soddisfa anche
la condizione (iii) di 1.5.
Questo conclude la dimostrazione del caso 1) ovvero se A€ A e B € G allora
AnBeg.

Caso 2) Sia A in G fissato. La dimostrazione da qui in poi procede come
nel caso 1) ed ¢ lasciata per esercizio. O

1.1.3 Teorema della classe monotona

Il teorema della classe monotona, € un importante teorema di analisi. Il suo
studio e facoltativo. Ne parlo qui solo perché & una conseguenza immediata
del lemma di Dynkin.

Teorema 1.12 (Teorema della classe monotona). Sia Q@ un insieme, sia A
un p-system e F := 0(A). Sia K una classe di funzioni limitate da € in R,
se KC soddisfa le sequenti proprieta:

1. K ¢é uno spazio vettoriale su R.

2. lgek

8. 1aek per ogni Ae A

4. per ogni successione fn € IKC con fr, 20, fn 1t f con f limitata vale f e K

allora K contiene tutte le funzioni F misurabili e limitate.

Dimostrazione. Sia G := {B e F|lp ¢ K}. E facile verificare che G contiene A
ed ¢ un d-system quindi: G = 0(A) = F. Poiché K contiene le funzioni indica-
trici degli elementi di F ed & uno spazio vettoriale allora contiene le funzioni
semplici. Se f & positiva, limitata e F misurabile posso approssimarla dal
basso con funzioni semplici e dalla proprita dalla proprieta 4 deduco che
appartiene a . Infine il caso generale si deduce da f = f* - f~. O

1.1.4 Prodotto di o-algebre

Consideriamo una famiglia di spazi misurabili {(Qs,F;)}ie;. B possibile
definire il prodotto di tali spazi misurabili procedendo in maniera analogo

f Argomento facoltativo.
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a quanto gli studenti hanno gia visto in topologia con il prodotto di spazi
topologici.

@) -(x.@%)

iel iel

dove X;¢; indica il prodotto cartesiano degli insiemi €2;, e ®;c; F; indica la
piu piccola o-algebra di €2 che renda le proiezioni m; :  — €); misurabili.

Proposizione 1.13. Siano {(Q;,F;) }ier spazi misurabili, sia
(2, F) = (Xier Qi, icr Fi) e siano {A;}ier collezioni di insiemi tali che per
ogni i € I vale o(A;) = F; allora

F = O‘({A =X A;|3kel, Ay € Ay, A; =Q; per ogni i # k:}) (1.1)
i€l
.7:=J({A=><Ai AJ € I finito , A; € A; per ogniie J, A; =8 per ogni i ¢ J
iel
(1.2)
F=0 ({A =X A;|3J € I al piv numerabile , A; € A; per ogni i€ J, A; = Q; per ogni i ¢ J})
i€l

(1.3)

Notare che I'uguaglianza (1.3) in generale non ¢ piu vera se si toglie I'ipotesi
al pit numerabile.

Dimostrazione. L’equivalenza tra le tre equazioni ¢ immediata perche i ge-
neratori della seconda e della terza sono le intersezioni finite o al pitt nume-
rabili degli insiemi che generano la prima o algebra. Basta che dimostriamo
la prima. Per la proposizione 1.6 7 : 2 - € & misurabile se e solo se
sono misurabili le controimmaggini degli elementi di Ag. Se Ay € A allora
T (Ag) = Xier Ai con A; = Q; per ogni i # k. Questi sono esattamente gli
insiemi presenti in (1.1). O

Proposizione 1.14. Sia I un insieme pit che numerabile.  Siano
{(Q, Fi) }ier spazi misurabili e sia (Q,F) = (Xier Qi, Qier Fi) allora per ogni
AeF esiste J <1 al piv numerabile tale che:

Aeo{{mj}jes}

Dimostrazione. Dimostrazione per esercizio. ]
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Proposizione 1.15. Siano (Q,H) e {(E;, &) }ier spazi misurabili.

Sia (E,E) = (Xieq Eiy Qicr £;) supponiamo che {X;}ier sia una famiglia di
applicazioni X; : Q - E;, e sia X := (X;)ies il blocco delle variabili X;.
X :Q—> FE. Allora sono cose equivalenti:

o X:(OH)— (E,E) é misurabile
o Viel X;:(QH)- (E;&) é misurabile
Dimostrazione. Dimostrazione per esercizio. O

Esercizio 1.6. Dimostrare che vale:
B(R?) = B(R) ® B (R)

L’esercizio precedente permette di dimostrare in maniera immediata che la
somma, o il prodotto di applicazioni misurabili ¢ un’applicazione misurabile.
In generale se X e Y sono applicazioni misurabili reali e ® : (R?, B(R?)) —»
(E,€) ¢ un’applicazione misurabili allora anche ®(X,Y’) ¢ misurabile.

Esercizio 1.7. (***) Sia {Q;}ier una famiglia di spazi metrici completi e
separabili, sia {T;}icr la famiglia delle corrispondenti topologie e supponiamo
infine che l'insieme degli indici I sia al pit numerabile. Dimostrare che posto
Q=X;ier Qs €T =Qier Ti allora vale

B(Q) = @ B(%) (1.4)

iel

dove B(§Y) e B(S;) indicano la o-algebra dei boreliani ovvero B(€2) :=
o(T) e B(%) = o(T).



Capitolo 2
Gli spazi di misura

Le misure sono speciali applicazioni che associano agli elementi di una o-
algebra un elemento di R. Esistono molti tipi di misure: misure con segno,
misure positive, misure o-finite, misure finite e misure di probabilita. Il
nostro corso chiaramente si concentrera sulle misure di probabilita. Talvolta
sard necessario fare riferimento alla misura di Lebesgue su R, (misura o-
finita). Le misure non o-finite verranno utilizzate solo per i controesempi,
mentre le misure con segno non verranno mai utilizzate.

2.1 Introduzione agli spazi di misura

2.1.1 Funzioni additive e o-additive

Sia A un’algebra, sia po una funzione g : A — [0, +oo].
La funzione g si dice additiva se per ogni A e B in A vale

AnB=g = po(AuB)=po(A)+pu(B)

Definizione 2.1. Data A algebra. Una funzione pug : A — [0, +00] si dice
o-additiva se per ogni successione { A, } ey di elementi di A disgiunti (V5 # k
vale A; N Ay, = @) tali che Upeny Ap € A vale:

- ( U An) = S o)

neN neN

2.1.2 Definizione di misura

Dato uno spazio misurabile (,7). Una applicazione p : H — [0,+o0] &
detta misura se & o-additiva. La tripletta (2, H, 1) & detta spazio di misura.
Inoltre:

e Una misura p ¢ detta di probabilita se u(€2) =1

19
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e Una misura p ¢ detta finita se pu(€2) < oo

e Una misura p e detta o-finita se esiste una successione {Aj }ney di
elementi di H tali che per ogni n si ha p(A,,) < oo e inoltre U, (Ay) = Q.

Nel caso di misure o-finite poiché H € una o-algebra allora esiste anche
una successione di insiemi misurabili disgiunti (oppure crescenti) {Bj, }nen
di misura finita tali che U, (By) = Q.

2.1.3 Quasi sempre, quasi ovunque, quasi certamente, qua-
Si...

Sia (2,H, ) uno spazio di misura. una proprieta P degli elementi di € si
dice vera quasi ovunque, quasi sempre o quasi certamente se:

JAeH con u(A)=0 taleche Vw¢ A siabbia P(w) = “vero”

in questo caso si dira che per quasi ogni w € 2 vale P(w).

Sugli spazi di probabilita si puo passare al complementare e dire che P ¢
quasi certamente vera se esiste B € H con u(B) =1 tale che per ogni w € B
e vera P(w).

Osservazione 2.1. Il fatto che una proprieta P sia vera quasi certamente
non tmplica che l’insieme degli w in cui P é vera sia un insieme misurabile.

Osservazione 2.2. A differenza degli operatori ‘per ogni’ che commutano
tra di loro (Vo Yy P(z,y) é equivalente a Yy Yz P(z,y)) gli operatori ‘per
quast ogni’ non commutano tra di loro né con gli operatori ’per ogni’. Se
(Q,H, 1) € uno spazio di misura allora in generale le sequenti sono due
affermazioni diverse:

e per quasi ogni x € ) per quasi ogni y € Q vale P(x,y)
e per quasi ogni y € ) per quasi ogni x € Q vale P(x,y)

L’operatore ’per quasi ogni’ in generale non commuta nemmeno con ’‘per
ogni’ ma vale la sequente proposizione:

Proposizione 2.3. Sia (2, H, 1) € uno spazio di misura sia E un insieme
al pit numerabile (di solito E =N) allora sono cose equivalenti:

1. per quasi ogni w € ), per ognin € E vale P(w,n)
2. per ogni n € E, per quasi ogni w € ) vale P(w,n)
Esercizio 2.1.

e Dimostrare che l'implicazione (1) == (2) della proposizione prece-
dente e vera anche se l'insieme E non ¢ numerabile.

e Mostrare con un esempio che l'implicazione (1) = (2) della proposi-
zione precedente puo non essere vera se l'insieme E non ¢ numerabile.
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2.2 Un teorema di unicita della misura

Il prossimo teorema ¢ una delle applicazioni principali del lemma di Dynkin.

Teorema 2.4. Sia (Q,H) uno spazio misurabile sia A un p-system tale
che 0(A) =H e Qe A. Se py e pz sono due misure finite su (2, H) che
coincidono su A allora py e po sono uguali su tutto H.

Una delle applicazioni piti comuni di questo teorema sara il seguente corol-
lario.

Corollario 2.5. Due variabili aleatorie reali X e Y hanno la stessa distri-
buzione se e solo se per ogni intervallo (a,b) vale P(X € (a,b)) = P(Y €

(a,b)).

Il corollario 2.5 resta valido se si considerano gli intervalli [a, b] chiusi oppure
se ci si limita a considerare solo gli intervalli con estremi a e b in Q.

Dimostrazione del teorema 2.4. Cominciamo dalla tesi. Devo mostrare che
per ogni A € H vale u1(A) = u2(A); sia G la collezione degli insiemi che
soddisfano tale proprieta.

G = {A e H|u1(A) = pa(A)}

Per costruzione G contiene il p-system A, se mostriamo che G ¢ un d-system
allora con il lemma di Dynkin possiamo concludere H 2 G 2 d(A) =0(A) =
H. Resta solo da mostrare che G & un d-system.

i) QeAcg
(ii) Se A €@ allora p;(A) = ua(A)
quindi i1 (A°) = p2(A°) = p1(2) = p1(A) = (p2(2) — p2(A4)) =0

(iii) Sia {A; }neny una successione di elementi di G disgiunti, per ogni n vale
Ml(An) = M2(An) e quindi

() B et =1 )

O

Esercizio 2.2. Mostrare con un controesempio che nel teorema 2.4 l’ipotesi
Qe A non puo essere rimossa.

Il teorema 2.4 puo essere utilizzato anche per dimostrare che la misura di
Lebesgue su (R, B(R)) & unica. La misura di Lebesgue non & finita quindi
il teorema 2.4 non puod essere applicato in maniera diretta. Affinché la
dimostrazione funzioni, ¢ sufficiente spezzare la retta R in unione di intervalli
[n,n+ 1) e mostrare 'unicita su ciascun intervallo.
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2.3 Un teorema di esistenza della misura

Il prossimo teorema ¢ il teorema di estensione di Carathéodory. Si tratta
di un teorema che mostra l’esistenza di misure con certe proprieta. L’uso
principale per noi ¢ quello di mostrare ’esistenza della misura di Lebesgue.
La sua trattazione dettagliata avviene nel corso di Analisi Reale. La sua
dimostrazione classica fa uso del metodo di Carathéodory , chi non frequenta
il corso di Analisi reale puo trovare tale metodo esposto nell’appendice del
Williams. In tutti i casi la dimostrazione del teorema di estensione e solo
per i piu curiosi, per questo corso e sufficiente conoscerne I’enunciato.

Teorema 2.6 (Estensione di Carathéodory). Sia (2,H) uno spazio misu-
rabile, A un’algebra tale che o(A) =H. Se po: A — [0,+00] & una funzione
o-additiva allora esiste una misura p su (2,H) che coincide con pg su A.
Inoltre se po(2) < oo allora tale misura é unica.

Dal teorema precedente si puo dedurre il seguente teorema di esistenza della
misura di Lebesgue su [0, 1].

Teorema 2.7. Esiste una misura p su ([0,1],B([0,1])) tale che per ogni
0<a<b<1 vale p(a,b) =b-a.

Anche per questo teorema vale quanto detto per quello precedente, la dimo-
strazione di questo teorema non é richiesta per I’esame, in appendice per i
piu curiosi puo essere trovata una dimostrazione che in parte completa e in
parte ¢ alternativa a quella presente sul williams.

2.4 Proprieta degli spazi di probabilita

La seguente proposizione riassume alcune proprieta delle misure di proba-
bilita che dovrebbero essere note.

Proposizione 2.8. Sia (w,H,P) uno spazio di probabilita. Siano A, B e
{A, }nen elementi di H. Valgolo le sequenti affermazioni:

(a) P(A) +P(B) =P(AuB) +P(An B)
(5) PUZ An) < T2 P(An)

(c) Se Ant A allora P(A,) 1 P(A)

(d) Se Ayl A aliora P(A,) | P(A)

Ad eccezione della proprieta (d) le precedenti proprieta valgono anche
nel caso di misure infinite.
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Dimostrazione. La proprieta (a) si deduce facilmente dalla additivita di P
sugli insiemi disgiunti.

Dimostriamo (b) (proprieta subadditiva della misura). Sia { By, }nen la fami-
glia di eventi definita da: By := Ay, By = AaNAy , By == Apn(A1U...UA,1).
Gli eventi B, soddisfano le seguenti proprieta:

1. { By }nen sono una famiglia di eventi disgiunti
2. B, ¢ A, per ogni n
3. UpenBp = UnenA4,

dunque

P (UnenAp) = P (UnenBy) = Y. P(By) < Y. P(Ay)
neN neN

dove le prime due uguaglianze sono dedotte dalle proprieta 3 e 1 mentre la
disuguaglianza segue dalla proprieta 2.

Dimostriamo ora (c).

Sia By = A1 e per n > 1 sia B, = A,\A,-1 allora gli insiemi { By, },,ey sono
disgiunti, Uy_; By = An e U, By, = A. Quindi

P(A) = Y P(B,) = lim i P(By) = limP(A,)
n k=1

Infine la dimostrazione di (d) si ottiene passando al complementare ed
utilizzando (c). O

Indichiamo la funzione indicatrice di un insieme con la notazione: 1g4.
Valgono le seguenti definizione per i limiti sugli insiemi:

limsup A4, = A — limsuply, =14
n— o0 n—>oo

liminf A,, = A — liminf 14, =14
n—o0 n—00

lim A, =A — lim 14, =14

n—o0o n—oo0

E necessario pero aggiungere qualche spiegazione per capire meglio 'intui-
zione che c’e sotto le definizioni di limsup e lim inf di una famiglia di eventi.
Se non si comprende tale intuizione sara difficile poi capire come e quando
possono essere utilizzati. Sia (2, H,P) uno spazio di probabilita, sia { A, } nen
una famiglia di eventi. Allora:
A=limsup 4, = U An
n n m2n

={w € Q|Vm In > m tale che w € A, }

={w € Qw € A,, per infiniti n}

=H{weQ #{neNweA,} =0}
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A parole 'evento A ¢ 'evento “si verificano infiniti A,,”.
Sia ancora {Ap }neny una famiglia di eventi. Allora:

A=liminf A, = ) An

n m2n

={w € Q]Im tale che Yn >m si ha we A4,}
=H{weQ #{neNw¢A,} <o }

A parole I'evento A & l'evento “da un certo punto in poi A, si verifica
sempre”, o anche “A, si verifica sempre a meno di un insieme finito di
indici”. Valgono i seguenti lemmi:

Lemma 2.9 (lemma di Fatou per eventi). Sia (2, H,P) spazio di probabilita,
per ogni famiglia di eventi { Ay, }nen vale

n

P (lim inf An) <liminfP(A,)
Dimostrazione. Sia A :=liminf, A,.

P(A) = P(lin%iann) - P(U N An)

n ma2n

Sia By, = Nmsn An allora si ha B, € A, e B, 1 A quindi
P(A) =P (U Bn) =limP(B,,) < liminf P(A,)

O]

Lemma 2.10 (lemma di Fatou inverso per eventi). Sia (2, H,P) spazio di
probabilita, per ogni famiglia di eventi { A, }nen vale

P (lim sup An) > limsupP(A4,,)
n n
Dimostrazione. E sufficiente passare al complementare e applicare il lemma

precedente. ]

Esercizio 2.3. Trovare un esempio in cui le disuguaglianze dei due prece-
denti lemmi di Fatou siano disuguaglianze strette.

Lemma 2.11 (Primo lemma di Borel-Cantelli). Sia (Q,H,P) spazio di
probabilita, sia { Ay, }neny una famiglia di eventi. Se vale Y, P(A;,) < oo allora

P (limnsup(An)) =0
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Dimostrazione. Sia A :=limsup,, Aj,.

n m22n

P(A) = P(limnsupAn) - P(ﬂ U An)

Sia By, := Umsn An allora si ha B, 2 A, e B, | A quindi
P(A)=P (ﬂ Bn) =| li7£nP(Bn) <P(Bp) Ym
per la subattivita si ha:
P(A) <P(Bp,) < i P(A,) vYm
poiche la serie ¥, P(A,) converge allora si ha
lim i P(A,)=0

m—oo
n=m

O

Il primo lemma di Borel-Cantelli verra utilizzato molto spesso durante il
corso quindi & importante comprendere bene il significa della sua tesi
P(limsup,,(4,)) =0.

A:=limsup 4, = {w e Q#{n|we A, } = 0o}
A ={we Q#{nlwe A} < oo}

Quindi

P(limsup(A,)) =0 <= per quasi ogniweQ #H{njweAd,} <o
n
(2.1)

Esercizio 2.4. Consideriamo una successione di variabili aleatorie (Xp),,n
con distribuzione P(X,, = 1) = n—12 e P(X,=0)=1- # Sia S infine la
somma S =Y, X,,. Calcolare la probabilita P(S = +00).

Svolgimento. Dobbiamo calcolare la probabilita che S sia uguale a +oo. Di
fatto la variabile S conta quante volte si verifica ’evento X, =1 cioe:

S=#{neNX,=1}

L’idea & di utilizzare il primo lemma di Borel-Cantelli per dimostrare che la
probabilita che 'evento X,, =1 si verifichi infinite volte ¢ zero.
Per n e N sia A, := {X,, = 1}. Vale S(w) = +o0 se e solo se w appartiene ad
infiniti A,, ovvero
{S =+o00} =limsup A4,
n
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Verifichiamo ora le ipoteri del primo lemma di Borel-Cantelli
1
Z P(An) = Z ﬁ < 00
n n

dunque
P({S=+00})=P(limsup A4,,) =0

2.4.1 Legge di una variabile aleatoria

Sia (2,7, P) uno spazio di probabilita, sia (E,£) uno spazio misurabile e
sia X : (Q,H, P) - (F,£&) misurabile. X induce una misura p su (E, &) che
di solito si denota con p= P(X ') = X(P) ed ¢ definita da:

w(A) = P(X71(A4)) VAe&

e detta legge di X oppure distribuzione di X.
Sia ora (F,F) un ulteriore spazio misurabile e sia Y : (E,&) - (F,F)
misurabile. Allora posto Z =Y o X e up = u(Y 1) vale:

p2=P(Z7Y)  ovvero (Yo X)(P)=Y(X(P))

2.4.2 Funzione di ripartizione

Sia X una variabile aleatoria da (2,7, P) in (R, B(R)) si definisce funzione
di ripartizione la seguente funzione Fx : R - R:

Fx(t) = P(X <t)

La funzione di ripartizione gode delle seguenti quattro proprieta caratteriz-
zanti:

(i) Fx ¢ non decrescente
(ii) Fx ¢ continua a destra
(ifi) limy—oo Fx (£) =0
(iv) limyoi00 Fix(t) =1

Verificare che la funzione di ripartizione di una v.a. reale soddisfa le condi-
zioni precedenti ¢ immediato. Dimostreremo che vale anche il viceversa se
F' & una funzione che soddisfa le quattro proprieta enunciate allora esiste
una v.a. che ha F' come funzione di ripartizione.

Proposizione 2.12. Sia F': R - R una funzione, se F' soddisfa le proprieta
(i),...,(iv) allora esiste una variabile aleatoria X tale che la sua funzione di
ripartizione ¢ uguale ad F'.
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Prima di tutto spieghiamo 1l'idea nel caso speciale in cui F' sia strettamente
crescente e continua. In questo caso la funzione F': R — (0,1) ¢ invertibile,
sia H : (0,1) - R la sua inversa. La funzione H & a sua volta continua e
strettamente crescente. Sia (2, #H, P) = ((0,1),8(0,1), L) dove L ¢ la misura
di Lebesgue. Sia X := H, X e non decrescente quindi misurabile inoltre

Fx(t) = P(X <t) =P({w € QX (w) < t}) =
“P({weQw < F(t)}) =
=L((~c0, F(1)) n (0,1))
=L(0, F(t)) = F(t)

/N N N /N
SRS
NAENS AN AN

In generale pero una funzione non crescente e continua a destra non ¢ inver-

Figura 2.1: Sulla sinistra la funzione F' sulla destra la sua inversa.

tibile. Cerchiamo allora di costruire una funzione che assomigli piu possibile
all’inversa di F' e che sia monotona. Osserviamo la figura 2.1. Nella parte
sinistra della figura e rappresentata il grafico di una funzione di distribuzione
F che non € continua e non ¢ strettamente crescente. A sinistra il possibile
grafico dell’inversa di F', il grafico dell’inversa si ottiene scambiando le varia-
bili ¢ e y cioe scambiando gli assi e ribaltando il grafico di sinistra. Si nota
subito che ci sono due difficolta nel costruire 'inversa: la prima difficolta e
quella rappresentata dalla linea tratteggiata in nero dove non c’e¢ un’inversa;
la seconda difficolta e costituita dalla linea tratteggiata in rosso dove l'inver-
sa non ¢ unica. La prima difficolta si supera imponendo la monotonia. La
seconda difficolta invece resta ci sono piu funzioni monotone che coindono
con I'inversa dove questa € unica. Tra queste ce ne sono due priviligiate la
funzione ¢ detta quantile che nei casi come quello rappresentato dai puntini
in rosso seleziona l’estremo superiore e la funzione H detta pseudoinversa
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che nei casi in cui 'inversa non sia unica selezione il minimo.

q(y) :=inf{t e R|F(t) >y} =sup{t e R|F(t) <y}
H(y) :=inf{t e R|F(t) >y} = sup{t e R|F(t) <y}

si verifica facilmente che le funzioni ¢ e H sono non decrescenti, la funzione
q € continua a destra mentre la funzione H e continua a sinistra, vale ¢ > H.
Le funzione g ed H sono diverse solo nei punti di discontinuita dove la prima,
e continua a destra mentre la seconda e continua a sinistra. Inoltre poiché i
punti di discontinuita di una funzione monotona sono al pitt numerabili allora
anche 'insieme dei punti in cui ¢ e H sono diverse e al piu numerabile. Un
po’ piu difficile & verificare che vale la seguente relazione:

H(y) <t — y < F(t) (2.6)

Dimostriamo la(2.6).

Se y < F(t) allora t € {t e R|F(t) >y} quindi H(y) <t.

Se invece y > F(t) allora poiché F ¢ continua a destra esiste € > 0 tale che
y>F(t+¢e) allorat+e¢{teR|F(t) >y} quindi H(y) >t+¢e >t. O

A questo punto grazie alla (2.6) posto X := H vale quanto detto in (2.2).

Funzione di ripartizione per variabili aleatorie in R

Talvolta per questioni di compattezza puo essere utile lavorare con le varia-
bili aleatorie a valori in R. La funzione di ripartizione si definisce ancora
come Fy(t) = P(X <t) ed ¢ caratterizzata dalle seguenti proprieta:

(i) Fx ¢ non decrescente
(ii) Fx ¢ continua a destra
(iii) Fy(-00)>0

)

(iv) Fyx(+o0) =1



Capitolo 3

Integrazione

3.1 Valore atteso di una variabile aleatoria

La definizione di integrale di un’applicazione misurabile di solito & sviluppa-
ta durante i corsi di analisi. In queste dispense presentero per completezza
le nozioni di base sensa dimostrazioni. Mi limitero ad enunciare i teoremi
e le definizione che verranno usate durante il corso; per i dettagli delle di-
mostrazioni rimando gli studenti ad un buon corso di analisi (o a un buon
libro).

Sia (2,H, ) uno spazio di misura. Sia S lo spazio delle funzioni semplici
da (,H) in (R,B(R)), (funzioni misurabili che assumono solo un numero
finito di valori). L’integrale di una funzione semplice si definisce nel seguente
modo:

VY €S /QY(w)du(w) =Y u({Y =a}) (3.1)

zeR

dove come al solito con {Y = z} si intende l'insieme: {w € QY (w) = z}.
Si dimostra che l'integrale definito in 3.1 ¢ lineare sulle funzioni semplici
ovvero [oaX +Ydu = o [ Xdu+ [oYdp, ¢ monotono (se X <Y allora
[ X du< [Y dp)ese X =14 allora [ X du=p(A).

In generale se X & un’applicazione misurabile non negativa si definisce
I'integrale:

JoX @)= sup [ ¥ (@)du(w) (3.2)

0<Y <X

Si dimostra che l'integrale definito in (3.2) per le funzioni non negative e
lineare, monotono e coincide con quello definito in (3.1) quando X ¢ sem-
plice. In pratica l'integrale di X si ottiene approssimando X dal basso con
funzioni semplici. Si dimostra inoltre che non e necessario calcolare il sup
della (3.2) su tutte le Y ma ¢ sufficiente farlo su una qualunque successione
che tende ad X dal basso vale la seguente proposizione:

29
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Proposizione 3.1. Sia X da (Q,H,n) in (R,B(R) misurabile e non
negativa, siano Y, semplici tali che 0<Y,, <X eY, 1 X allora

| X (@)du(w) = sup | Ya(@)du(w) (3.3)

Data X non negativa € sempre possibile costruire una successione {Y}, } pen
che soddisfa le condizioni della proposizione precedente, se per esempio
{qn}nen € una successione dei numeri razionali positivi con gy = 0 allora
si puo porre

Y, ==sup{qu|0 <k <n,q < X} (3.4)

La definizione generale dell’integrale di una funzione non necessariamente
positiva e data da:

[ X@dn() = [ X*@)dp(w) - [ X~ (@)du(w) (3.5)

con la solita convenzione sulla somma degli infiniti. A partire dalla defini-
zione (3.5) e (3.2) € possibile dimostrare varie proprieta: monotonia:

X<Y = fQX(w)d,u,(w) < [QY(w)du(w)
linearita (nell’ipotesi che X e Y ammettano integrali finiti):
fQ MX (@) + Y (@)du(w) = At fQX(w)du(w) T fQ Y ()dp(w)
Se p = P & una misura di probabilita allora scriveremo:
MM:LX@MHM

per indicare E[X] a parole ci sono molti modi diversi, i pitt comuni sono:
speranza matematica, valore atteso, valore medio e media.

7

Teorema 3.2 (Regola di composizione). Sia (2, H, 1) uno spazio di misura.
Sia ¢ misurabile da (Q,H) a (E,E). Sia v:=¢(u). Sia infine X : (E,€) —
(R, B(R)) misurabile e Y = X(¢). Se X é integrabile vale:

LXM:LYW (3.6)

Dimostrazione. La dimostrazione procede con un metodo standard, si di-
mostra prima la tesi per il caso X funzione indicatrice poi si studia il caso
X funzione semplice e infine si passa al caso generale.

Consideriamo per cominciare il caso X =14 con A€ €.

[ Xdv=v(4) = p(67 () = [ Loaaydu= [ Y
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Caso X funzione semplice. Se X e una funzione semplice allora & combi-
nazione lineare di funzioni indicatrici. Allora dalla linearita degli integrale
della (3.6) si deduce la tesi.
Caso X funzione misurabile positiva. Se X,, sono funzioni semplici positive
con X, 1 X allora posto Y, := X, (¢) si ha ¥,, 1 Y. La tesi segue dalla

proposizione 3.1.

3.2 Teoremi limiti

O]

Ora enunceremo tre importanti teoremi limiti di analisi e per completezza

inserird anche la dimostrazione.

~

Teorema 3.3 (Convergenza monotona). Sia (€2, H, i) uno spazio di misura.

Siano X, e X wariabili aleatorie quasi certamente non negative. Se X, é
non decrescente in n e tende ad X quasi certamente allora

X,d /Xd
L MQ 1

N

se p € una misura di probabilita il teorema precedente diventa

{

0<X, <X
X,1X q.c.

—  E[X,] 1 E[X]

Dimostreremo il teorema di convergenza monotona, la sua dimostrazio-
ne sara molto semplice perche gli aspetti pili noiosi sono stati nascosti
all’interno della dimostrazione della proposizione 3.1.

Dimostrazione Teorema 3.3.
Per la monotonia dell’integrale si ha [, X,du crescente in n e minore di
Jo X dp. Occorre solo mostrare che [, Xdp non ¢ strettamente maggiore del
limite degli integrali di X,,. Sia € > 0 per definizione di integrale esiste una
funzione semplice Y tale che 0 <Y < X e [Ydu > [, Xdu —e. Poniamo
Y, = min{Y, X,;}. Quindi X,, > Y,,. Dalla monotonia e dalla proposizione

3.1 otteniamo:

JEEO[QX”CZMZJHEO[QY”duz[QYd'UZ[QXd'u_g

O]

Osservazione 3.4. L’ipotesi X, >0 del teorema di convergenza monotona

puo essere eventualemtne indebolita in X, > Y per ogni n e Y wv.a.

ammette media finita.

che

Esercizio 3.1. Dimostrare l’osservazione precedente. Sia Y wv.a. tale che
E[Y™] < oo allora vale:

{

Y<X,<X
X,1X q.c

E[X,] 1 E[X]
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Teorema 3.5 (Lemma di Fatou).
Sia X, una successione di funzioni misurabili quasi certamente non negative.
Vale:

[limiannd,uSliminfand;z
O n—oo n—o0 Q

Dimostrazione.

A liminf X,,du = o 8171Lp ’1€1217fl Xidp = s%p /;1 ’1€1217f; Xidy

n—-oo

<supinf [ Xid :liminf/Xd
np g 1 349% - o kGl
dove il primo e l'ultimo uguale sono la definizione di liminf, il secondo
uguale segue dal teorema di convergenza monotona mentre la disuguaglianza

¢ dovuta alla proprieta monotona per cui per ogni k > n vale fQ Xpdy >
fQ infgs, Xpdu. ]

L’ipotesi X, > 0 quasi certamente puo in realta essere indebolita.

Teorema 3.6 (Lemma di Fatou bis).
Sia Y funzione misurabile tale che [oY dp < oo. Sia { Xy }nen una succes-
siome di applicazioni misurabili. Se per ogni n vale X, >Y quasi certamente
allora

[) lim inf X, dp < liminf [ Xody

n—>oo n

La dimostrazione del precedente teorema ¢ immediata, basta definire le
variabili X,, := X, - Y ed applicare ad esse il teorema 3.5.

-

Teorema 3.7 (Lemma di Fatou inverso).
Sia Y funzione misurabile tale che [oY*dp < oo. Sia { Xy }nen una succes-
stone di applicazioni misurabili. Se per ogni n vale X, <Y quast certamente
allora

/;ZIimsuand,uzlimsup QXnalu

n—oo n—>oo

Anche in questo caso la dimostrazione ¢ immediata basta definire le
applicazioni X, :=-X, e Y :=-Y ed applicare il teorema 3.6.

Teorema 3.8 (Convergenza dominata).
Sia Y funzione misurabile che ammetta integrale finito (ovvero wale
JolYldu < o). Siano X e {X,}nen applicazioni misurabili. Se per ogni
n vale | X,| <Y quasi certamente allora

X,— X gq.c = and,u—>fXdu
Q n—oo  JQ

n—oo
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Dimostrazione. E sufficiente applicare i due lemmi precedenti 3.7 e 3.6

limsup/S;XndusLXdusligglf[QXndu

n—00

O

Esercizio 3.2. Siano X, Y, {X,, }nen applicazioni misurabili tali che per
ognin vale Y < X, < X. Se [, Y du < oo allora vale

X,y — andu—> fXdu
n—o00 9] n—o00 (9]

Esercizio 3.3. Costruire un esempio di variabili aleatorie {X,}neny € X
quasi certamente non-negative, tali che:

e X,, XeILl

o lim,E[X, ]+ E[X]
Esercizio 3.4. Siano {X,}nev e X wvariabili aleatorie in L' quasi certa-

mente non-negative tali che X, 2%, X. Dimostrare che

n—oo

liminf E[X,] > E[X]

3.3 Variabili aleatorie discrete e assolutamente con-
tinue

Questa sezione estende agli spazi di misura (F, &, u) alcune nozioni di pro-
babilita viste nel corso di probabilitd del primo anno e che in quel caso
riguardavo lo spazio (R, B(R), L).

Spazi di probabilita discreta e variabili aleatorie discrete

Uno spazio di probabilita (E, £, 1) si dice discreto se esiste un insieme A € £
al pitt numerabile tale che u(A) = 1. La funzione da E in [0,1] definita da
pe = p({z}) & detta densita discreta della misura p.

Una variabile aleatoria X da uno spazio di probabilita (2, H, P) in (E,&)
si dice discreta se la sua legge & discreta ovvero se esiste un insieme A € £
al pitt numerabile tale che P(X € A) = 1. In questo caso si ha:

Y P(X=¢)=1

ecll
Data g: (E,&) — (R, B(R)) vale
E[g(X)] =2 P(X =e)-g(e) =3 P(g(X) =t) -t

ecE teR

con le solite regole sulla somma degli infiniti.



34 CAPITOLO 3. INTEGRAZIONE

Variabili aleatorie assolutamente continue e misure di probabilita
assolutamente continue

Siano (€2, H, P) uno spazio di probabilita e (F,&, ) uno spazio di misura.
Introdurremo ora la definizione di variabile aleatoria e misura assolutamen-
te continua a valori in (E,&,u) (In quasi tutte le nostre applicazioni sara
(E, &, p) =(R",B(R™),L") e la maggior parte delle volte sara n =1.)

Sia f da (E,€) in (R, B(R)) misurabile, non negativa e tale che [ f du = 1.
Si puo facilmente verificare che la funzione v da £ in [0, 1] data da:

v(A) = [ J(@) du@) = [ 14(@)- f(@) du(x)

€ una misura di probabilita. In questo caso diremo che v & assolutamente

continua rispetto a p e f sara detta densita di v rispetto a u. (Talvolta

soprattutto in analisi incontrerete la notazione f = g—: anche detta derivata

di Radon Nikodyn)

Una variabile aleatoria X da (Q,H) in (E, &) si dice assolutamente continua
(rispetto a u) se la sua legge ¢ assolutamente continua ovvere se esiste una
funzione misurabile fx : (E,€) - (R, B(R)) detta densita di X tale che per
ogni A € & vale

[ fx(@ydn = P(x € 1)

Vale la seguente caratterizzazione delle funzioni di densita
20 qe fE F@)dp=1 (3.7)

La necessita di (3.7) ¢ immediata: la seconda condizione segue da [ f(x)dp =
P(X € F) =1 mentre la prima segue dal seguente esercizio.

Esercizio 3.5. Sia f ¢ una funzione misurabile quasi certamente maggiore
o uguale a zero (o quasi certamente minore o uguale). Allora vale:

[Ef(:c)dp=0 — £=0 g
La versione probabilistica dell’esercizio precedente é:

Esercizio 3.6. Sia X ¢ una variabile aleatoria quasi certamente maggiore
o uguale a zero (o quasi certamente minore o uguale a zero). Allora vale:

E[X]=0 — X=0 gq.c

Svolgimento Esercizio 3.5. Consideriamo il caso f > 0. L’implicazione
<= ¢ ovvia. Vediamo ora la seconda implicazione. Sia ¢ > 0 allora f >l
quindi

Ve >0 O=fRnf(:):)dmz/Rn51f>€d:r=5-£”({f>£})20
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Quindi per ogni € >0 vale L"({f >¢}) =0.

Dimostriamo ora la caratterizzazione(3.7). Dobbiamo dimostrare
che se f soddisfa (3.7) allora esiste uno spazio di probabilita (2, H, P) ed una
variabile aleatoria X che ammette f come funzione di densita. Si procede con
un trucco si pone Q:= E, H =& e P(A) := [, f(x)du si verifica facilmente
che (Q,H, P) & una spazio di probabilitd e X (w) := w ammette banalmente
f come densita.

Proposizione 3.9. Sia X una varibile aleatoria da (Q,H,P) in (E,&E, 1)
assolutamente continua con densita fx. Sia g misurabile da (E,E) in
(R,B(R)). Se g(X) ammette media allora vale:

E[g(X)]= [ fx(@)g(@)du(a)

Dimostrazione. Sia'Y := g(X), la tesi diventa:

[ Y @adr@) = [ fx@g@)dpuz)

Sia Py := P(X!) la legge di X, per la regola di composizione si ha:
[ Y(@3dP@) = [ g@)aPx()

la tesi diventa:
[ 9@arx(@ = [ fx@g@)du(x) (33)

Per dimostrare la (3.8) si procede applicando il metodo standard su g: prima
si considera il caso g funzione indicatrice, poi g semplice infine g positiva.
CASO g funzione indicatrice: sia g:= 14 con A € £ allora di ha

[ o@arx(@) = P(X e )= [ fx(@)ladu(@) = [ fx(@)g(@)du()

dove la seconda uguaglianza segue dalla definizione di funzione di densita.
CASO g semplice: segue immediatamente dal caso precedente e dal fatto
che i due integrali della (3.8) sono lineari in g.

CASO g positiva: poiché entrambi gli argomenti degli integrali dell’equa-
zione (3.8) sono monotoni in g possiamo applicare il teorema di convergen-
za monotona a destra e sinistra ad una successione monotona di funzioni
semplici che approssimano g. O

3.4 Disuguaglianza di Markov

Sia X una variabile aleatoria non negativa che ammette media finita. Siamo
interessati a stimare la probabilita che X sia maggiore di una certa costante
¢ > 0, conoscendo il valore medio E[ X ]

E[X]>E[X1xsc] > E[clxsc] = cP(X > c) (3.9)
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quindi si ottiene la seguente disuguaglianza di Markov:

Proprieta 3.10. Per ogni v.a. X quasi certamente non-negativa e per ogni

¢ >0 vale: Bl x
P(X>c)< M (3.10)
c

Se g ¢ una funzione positiva crescente con E[g(X)] < oo allora 'argo-
mento utilizzato in (3.9) puo essere ripetuto su g(X):

E[g(X)] 2 E[g(X)14x)39(c)] 2 E[9(c)1g(x)35g(c)] = 9(c) P(X > ¢)
da cui si ottiene:

Proprieta 3.11. Per ogni v.a. X, per ogni ¢ > 0 e per ogni funzione g
non-negativa, debolemente crescente e con g(c) >0 vale:

E[g(X)]
g(c)

la formula (3.11) ha il vantaggio di essere valida anche nei casi in cui la
v.a. X non sia positiva o non ammetta media finita.

P(X>¢)< (3.11)

3.5 Disuguaglianza di Jensen
La disuguaglianza di Jensen ¢ una disuguaglianza che riguarda i valori attesi
di funzioni convesse.

Definizione 3.1. Un insieme C € R"™ si dice convesso se per ogni z,y € C e
per ogni p, A€ (0,1) con p+A=1sihaz:=pxr+AyeC.

L’intersezione di insiemi convessi € ancora un insieme convesso. Dato un in-
sieme A € R™ il piu piccolo insieme convesso che contiene A si dice I'inviluppo
convesso di A.

Definizione 3.2. Dato C un sottoinsieme convesso di R™. Una funzione
® : C' - R si dice convessa se per ogni x,y € C e per ogni u, A€ (0,1) con
w+ A =1siha:

(px + \y) < p@(z) + A2(y)

Esercizio 3.7. Una funzione convessa ® su un insieme aperto C' & continua.

Valore atteso in R"

Sia X = (X1,Xy,...,X,) una variabile aleatoria a valori in R" tale che
E[|X]] < oo. Il valore atteso di X si definisce nel seguente modo.

E[X]:= (E[X1], E[X2],..., E[Xn])
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Il valore atteso definito in questo modo ¢ lineare, se A ¢ una matrice pos-
siamo definire il prodotto matrice per vettore nel modo usuale e si verifica

facilmente che vale:
E[AX'] = AE[X"]

questo ci assicura che il valore atteso ¢ tensoriale ovvero se O ¢ la matrice
associata ad un cambio di base allora vale

O 'E[0X'] = E[X"]

Valore atteso su un insieme convesso di R"

Sia C' € R™ convesso. Allora valgono i seguenti teoremi di separazione con
iperpiani (in inglese Hyperplane separation theorem):

e

Teorema 3.12 (versione 1). Sia C un chiuso convesso di R", sia P un
punto di R™ che non appartiene o C. FEsiste un iperpiano che separa in
senso stretto P e C ovvero esiste un’applicazione affine v con (x) = a-x+b,
ae€R"™ ebelR tale che:

Y(P)<0 e Y(x)>0 Veel (3.12)

\. .

Teorema 3.13 (versione 2). Sia C' un convesso di R", sia P un punto di
R™ che non appartiene a C. Esiste un iperpiano che separa in senso debole
P e C ovvero esiste un’applicazione affine 1 con (x) =a-z+b, be R, a e R"
a # 0 tale che:

psii(P) <0 e P(x)>0 Vaxel (3.13)

Nella prima versione I'ipotesi C' insieme chiuso permette di escludere il caso
P appartiene alla frontiera di C' e quindi da luogo alle disuguaglianze strette.
Il lemma 3.13 vale per C' non chiuso, in questo caso se P appartiene alla
frontiera di C le disuguaglianze non possono essere strette.

Teorema 3.14. Sia C ¢ R™ un insieme convesso. Sia X wuna variabile
aleatoria a valori in C' di media finita. Allora vale E[X] e C.

Dimostrazione. Procederemo per induzione su n.

CASO n =1. Se n =1 allora gli insiemi convessi sono intervalli (per esempio
(a,b) oppure [a, o), la tesi segue banalmente dalla monotonia dell’integrale:
X > a implica E[X] > a, X > a implica E[X ] > a e cosi via

PASSO INDUTTIVO: vale per ogni k < n allora vale per n.

Sia k la dimensione del pit piccolo spazio affine W tale che P(X € W) = 1.
se k < n allora la tesi segue dall’ipotesi induttiva poiché C'n'W e ancora un
insieme convesso.

Resta il caso k = n cioé 'immagine di X non ¢ contenuta (quasi certamente)
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in nessun iperpiano.

Procediamo per assurdo sia P := E[X] e sia 1 la funzione affine definita dal
teoremo 3.13. Vale ¥[E[X]] <0 e ¢(X) > 0 inoltre poiché I'immagine di X
non ¢ contenuto (quasi certamente) nell’iperpiano ¢ = 0 allora P(¢(X) >
0) > 0. Dall’eserzio 3.6 segue E[¢)(X)] > 0 mentre dalla linearita di v si
ottiene Y(E[X]) = E[¢(X)] <0 O

Teorema 3.15 (Disuguaglianza di Jensen). Sia X una v.a. a valori in
C ¢ R", sia ® un’applicazione convessa su C. Se X e ®(X) ammettono
media finita allora vale:

@ (E[X]) <E[®(X)]

Dimostrazione. Sia'Y := (X, ®(X)) variabile aleatoria a valori in R"™! e sia
D c R™*! insieme seguente:

D= {(xl,...,xn,xn+1) eR"™ Mz, > @((ml,...,xn))}

Dalla convessita di ® segue la convessita dell’insieme D. La tesi segue
immediatamente dal teorema 3.14:

E[Y]eD —  E[®(X)]>®(E[X])

3.6 Spazi LP.

In questo paragrafo vedremo due applicazioni della disuguaglianza di Jensen:
la monotonia degli spazi LP (3.14) e il teorema di Holder.

Definizione 3.3. Sia (92, #, 1) uno spazio di misura. Sia X misurabile da
(,H) in (R,B(R)) e p>1 diremo che X ¢ in L? se:

XIP du <
LIXP du<eo

Indicheremo inoltre con LP := LP/R lo spazio che si ottiene quozientando per
la relazione di equivalenza:

X ~R Y <~ X=Y q.c.
In maniera simile diremo che X e in £% se
| X oo := inf {z > 0|u(|X] > 2) = 0} < o

Poiché x +y < 2max(z,y) allora | X + Y|P < 2P max(|X [P, |[Y|P) < 2P(|X|P +
[YP) da cui si deduce che LP & uno spazio vettoriale. Definiamo ora la
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seguente funzione che (in seguito grazie alla disuguaglianza di Minkowski)
sara una norma per gli spazi LP:

1
[ X1 == E[|X[7]"

3.6.1 Monotonia degli spazi L?

Proposizione 3.16. Sia (Q,H,P) uno spazio di probabilita. Se 1 < p < q
allora

LP(Q,H, P) 2 LY, H, P) (3.14)
1 X < Xl (3.15)

Si puo dimostrare che l'inclusione (3.14) vale anche se lo spazio di misura
non € uno spazio di probabilita ma solo uno spazio di misura finita. Se p &
una misura finita e 1 < p < ¢ allora vale:

1X | 22,0y € ClX a2,

1 1
con C = (u(52)) "
Ora dimostreremo la proposizione precedente nel caso || X ||, | X|q < oo la-
sciando per esercizio il caso | X |, = .

Dimostrazione. Sia X misurabile da (2, H, P) in (R, B(R). La tesi &:
E[|X )7 <E[lX[']s
8
1 a1
E[|X"]» <E[(|X[")7]s

Applicando ora la disuguglianza di Jensen alla funzione convessa ®(z) = |ZL‘|%
si ottiene ®(E[|X]) < E[®(|X|?)] quindi

E[|X]"]# < E[(|X[")7]
I
<

E[|XP]7 <E[|X|9]7

3.6.2 Disuguaglianze di Holder e Minkowski

Enunciamo ora le disuguaglianza di Holder e Minkowski. Per completezza
ci sono le dimostrazioni ma non saranno richieste per I'esame.
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Teorema 3.17. Siano X e Y wariabili aleatorie. Siano p>1 e q > 1 tali che

]l)+%:1. Se X elL? eY e L? allora:

E[XY] <E[|XY]] < [X],[Yq

Dimostrazione. Senza perdere in generalita possiamo supporre X e Y non
negative. Questo semplifichera le notazioni. Sia ¢ := E[ X?],

E[XY]:CE[X_p Y ]zcE[X_p‘(YQ)é

c  Xp-l c \XP (3.16)

Se poniamo f := XTp allora f & non negativa e vale E[f] = 1 quindi f ¢ la

funzione di densita di una misura di probabilita @, sia Eg il valore atteso

associato a @ (ovvero Eg[Z] = E[f - Z]). Applicando la disuguaglianza di
1

Jensen alla funzione concava ®(z) = x4 la (3.16) diventa

R [ 5

O

Teorema 3.18. Siano X e Y wariabili aleatorie. Sia p > 1. Se X,Y € LP
allora:
[ Xl + 1Y ]lp 21X + Y, (3.17)

Dimostrazione. Se p =1 la tesi ¢ immediata poiché vale |z +y| < |z| +|y|. Sia
p>1, e q tale che % + % = 1. Senza perdere in generalita supponiamo X e Y
non negative.

E[|IX +YP]=E[X|X + Y[ ]+E[Y|X +YP!]
<X [l (X +Y)P g+ [V (X + V)P g
1
<(1Xp + Y [[p)E[(X +Y)P]a

1
E[IX +YPP]7 < | X]p + Y]

O]

La disuguaglianza (3.17) ci dice che | - |, soddisfa la disuguaglianza
triangolare ed e facile ora verificare che € una norma per lo spazio L”.




3.6. SPAZI LP. 41

3.6.3 Completezza

Una successione di variabili aleatorie {X,}nen si dice di Cauchy rispetto
alla norma | - | z» se per ogni € > 0 esiste n tale che per ogni n,m > 7 vale
1 X0 — X p <€

Proposizione 3.19. Le successioni di Cauchy in LP convergono. QOuvvero
se { X, }nen € una successione di Cauchy in LP allora esiste X € LP tale che
| Xn = Xp ——0.

Dimostrazione. La dimostrazine consta di due parti prima occorre determi-
nare la v.a. X e poi mostrare che | X, - X |, —— 0.
n—o0

Poiché la successione { X, }ney € una successione di Cauchy allora per
ogni k € N esiste ny tale che
» 1
Vn,man E[|Xn—Xm| ] < W
Mostreremo ora che {X,,, }rey converge quasi certamente e indicheremo con
X tale limite. Sia

1
A = {w €Q: | X, (W) = Xpyy (W] > 2_1:}

applicando la disuguaglianza di Markov si ottiene

1
1 EllX,, - X,,P 1
P(Ap) :p(|Xnk Xy P> 2?) < [ X0 = Xnl"] _ 52m

1 = 1 = 2pk

W opk

La somma Y, P(Ag) ¢ finita. Possiamo applicare il primo lemma di Borel-
Cantelli che ci da: per quasi ogni w € € esiste k tale che per ogni k > k vale
w ¢ Ag. Poiché

k
Xy, (W) = Xo(w) + Z;(Xnk (@) = Xy, (@)

e la serie & assolutamente convergente ovvero: Y¥,|X,, (w) - X,,_, (w)| <
Zle 2% < 1 allora {X,,, }rey ammette limite quasi certo, sia X tale limite.
Dobbiamo ora mostrare che E[|X,, - X|P'] —— 0.

n—oo

E[|X, - XP] = E[lim inf | X,, - X, [”] < lim inf B[ X, - X, "]

per n>ng e k> k vale E[|X,, - X, ] < 2= quindi

22pE

1
VTL>7’LE E[|XH—X|p]<22?
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Conclusione spazi LP

In conclusione la disuguaglianza di Minkowski e la completezza ci permet-
tono di dire che gli spazi LP sono spazi di Banach, inoltre si verifica fa-
cilmente che lo spazio L? ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare
(X,Y ):=FE[XY]



Capitolo 4

Indipendenza

In questo capitolo tratteremo 'indipendenza. A meno che non sia specificato
diversamente, indicheremo con (€2, H, P) lo spazio di probabilita su cui si
trovano gli eventi o sono definite le variabili aleatorie.

4.1 Probabilita condizionata

La probabilita condizionata dovrebbe essere gia nota dal corso del primo
anno. Potete testare le vostre competenze con l'esercizio A.4.7, esercizio
che richiede la conoscenza dei concetti di base di probabilita condizionata e
indipendenza.

In questo paragrafo richiamero solo le definizioni e le proprieta principali,
affinché possiate leggerle ed assicurarvi di ricordare tutto.

Definizione 4.1. Dati due eventi A e B su (Q,H,P) con P(A) >0 si dice
probabilita condizionata di B dato A (o sapendo A) la quantita:

P(BnA)

Proposizione 4.1. Dato un evento A € H con P(A) > 0 la funzione Q da
H in [0,1] data da:
Q(B) = P4(B) := P(B|A) VBeH

é una misura di probabilita ovvero la terna (Q,H,Q) € a sua volta uno spazio
di probabilita.

Nelle ipotesi della proposizione precedente indicheremo con Ep, la spe-
ranza rispetto alla misura di probabilita P4 (cioé Ep,[X]= [ X dPg)

43
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Proposizione 4.2 (regola della catena). Siano (A;...A, eventi con P(A;n
Asn...nAu-1) >0 vale:

P(Al n.. ﬂAn) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 ﬂAQ) - P(An|A1 ﬂAQ .. .ﬂAn,l)
Di solito la proposizione precedente viene utilizzata con n = 2 e diventa:
P(AnB)=P(A)-P(B|A)

Proposizione 4.3. Sia (A;)ic; una partizione di Q) costituita da eventi di
misura positiva con I insieme al pit, numerabile vale:

P(B) =) P(B|A)P(A)

iel

La proposizione precedente viene spesso utilizzata con la partizione { A, A°}
per la quale si ha:

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°)

Teorema 4.4 (formula di Bayes). Sia (4;);c; una partizione di ) costitwi-
ta da eventi di misura positiva con I insieme al pit numerabile, sia B un
ulteriore evento con probabilita positiva, per ogni j € I vale:

P(B|A;)P(4;)
Yier P(B|A;)P(4;)

P(4;|B) =

4.2 Indipendenza tra eventi

Introdurremo dapprima l'indipendenza di due eventi e poi quella di una
famiglia generica di eventi.

4.2.1 Indipendenza di due eventi

Intuitivamente due eventi £/ ed F' sono indipendenti se il verificarsi di uno
non modifica il nostro grado di fiducia nell’altro. Questo vuol dire che se
P(F) >0 allora E ed F sono indipendenti se

P(E|F) = P(E) (4.1)

ovvero il fatto che si sia verificato /' non ha modificato la nostra fidiucia
nell’evento E. Per P(F') > 0 le equazioni (4.1) e (4.2) sono equivalenti
tuttavia per la definizione di indipendenza e preferibile la seconda perché
mette in evidenza la simmetria tra gli eventi £ ed F' e soprattutto perché
ha senso anche quando P(F') = 0.
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Definizione 4.2. Diciamo che due eventi F ed F' sono indipendenti se e
solo se vale
P(EnF)=P(E)P(F) . (4.2)

Una conseguenza di (4.2) & che gli eventi di misura zero o uno sono indipen-
denti da qualunque altro evento. Notare che gli eventi di misura zero e uno
sono tutti e soli gli eventi indipendenti da tutti gli altri. Si puo verificare
che F ed F sono indipendenti se e solo se lo sono E ed F*°.

Esercizio 4.1. Dimostrare che un evento A é indipendente da tutti gli altri
eventi se e solo vale P(A) €{0,1}.

4.2.2 Indipendenza di una famiglia generica di eventi

Definizione 4.3. Una famiglia di eventi { F; };c; si dice una famiglia di eventi
indipendenti se e solo se per ogni J ¢ I con |J| < co vale

P(m Ej) -T1P(E). (4.3)
jeJ jeJ

Dunque una famiglia di eventi {FE;};; si dice una famiglia di eventi
indipendenti se e solo se per tutti i sottoinsiemi finiti vale la formula (4.3).
Vediamo ora un proprieta che sara utile nei prossimi paragrafi.

Proprieta 4.5. Siano Eq, Eo, ..., E, eventi indipendenti. Se Iy, Fy, ..., F,
sono eventi tali che per ogni i o F; = E; oppure F; = E; allora anche
i, Fy, ... F, sono eventi indipendenti.

Dimostrazione. Vedi esercizio A.4.1 O

Con il seguente esercizio invece mostreremo che indipendenza a due a
due non implica indipendenza.

Esercizio 4.2. Consideriamo il lancio di due dadi. Consideriamo i sequenti
eventi:

A = “l risultato del primo lancio & pari”

B := “l risultato del secondo lancio € pari”

C = “l risultato della somma & pari”

Dimostrare che gli eventi {A, B} sono indipendenti, gli eventi {A,C} sono
indipendenti, gli eventi {B,C'} sono indipendenti, ma gli eventi {A, B,C'}
non sono indipendenti

Svolgimento. Calcolando le probabilita degli eventi A, B e C e delle loro
intersezioni si ottiene:

P(A) =1/2, P(B) =1/2, P(C) =1/2, P(AnB) =1/4, P(AnC) = 1/4,
P(BnC)=1/4, P(AnBn(C) =1/4 dunque

P(AnB) = P(A)P(B) P(AnC) = P(A)P(C)
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P(BnC)=P(B)P(C) P(AnBn Q)+ P(A)P(B)P(C)

4.3 Indipendenza di o-algebre

Definizione 4.4. Diciamo che una famiglia di o-algebre {F;};cs si dice una
famiglia di o-algebre indipendenti se e solo se per ogni J € I con |J| < oo vale

P(m AJ)ZHP(A]) v (Aj)jeJE(fj)jeJ (4.4)
jeJ jeJ

Dunque una famiglia di o-algebre {F; }cs si dice una famiglia di o-algebre
indipendenti se e solo se per tutti i sottoinsiemi finiti J vale la formula (4.4).

Proposizione 4.6. Sia {E;}i; una famiglia di eventi e siano F; = o(E;)
le o-algebre generate. Sono cose equivalenti:

(a) {Ei}icr € una famiglia di eventi indipendenti
(b) {F}ier € una famiglia di o-algebre indipendenti

Dimostrazione. Osserviamo che F; = {@, E;, E¢,Q}. Allora un’implicazione
e ovvia e l'altra e una conseguenza dell’esercizio 4.1 e della proprieta 4.5. [

4.4 Indipendenza di variabili aleatorie

Definizione 4.5. Sia {X,};; una famiglia di variabili, e per ogni i € [
sia F; := 0(X;). Diciamo che una famiglia di variabili aleatorie {X;}ies €
una famiglia di variabili aleatorie indipendenti se {F;};; & una famiglia di
o-algebre indipendenti.

Proposizione 4.7. Per ogni i € I sia X; variabile aleatoria a valori in
(Ei,&;). Le variabili aleatorie {X;}ie; sono indipendenti se e solo se per
ogni J € I finito e per ogni (A;);.; € (&) ;c; vale:

P(ﬂ{Xj GAj}) =[1P(X;eA4)

jeJ jed

Proposizione 4.8. Sia {X;}i; una famiglia di v.a. a valori in (E;,&;)jer-
Siano ¢; applicazioni misurabili da (F;, &) in (F;,F;). Sia infine Y; :=
¢i(X;) per ognii € I. Se {X;}ier € una famiglia di v.a. indipendenti allora
anche le v.a {Y;}ier costituiscono una famiglia di v.a. indipendenti

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente da o(Y;) € o(X;).
O
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Esercizio 4.3. Con le notazioni della proposizione precedente (Y; = ¢;(X;)).
Costruire un esempio in cui le v.a. {Y;}is siano indipendenti mentre le v.a.
{X;}ier non siano indipendenti.

4.5 Indipendenza e p-system

Procederemo per gradi, analizzeremo prima l'indipendenza tra un evento ed
una c-algebra generata da un p-system, poi studieremo l'indipendenza tra
due o-algebre ed infine studieremo il problema per una famiglia qualsiasi di
o-algebre.

Proposizione 4.9. Sia A un evento, A un p-system e F :=o(A). Se A ¢
indipendente da tutti gli eventi di A allora A é indipendente anche da tutti
gli eventi di F.

Dimostrazione. Per cominciare poiché ) e indipendente da tutti gli eventi
possiamo assumere () € A. Per il lemma di Dynkin vale:

F:=0(A)=d(A)

procederemo ora in maniera standard, dimostrando che gli eventi che sod-
disfano la proprieta richiesta sono un d-system e contengono A. Sia

G:={BeF|P(AnB) = P(A)-P(B)}

Poiché A ¢ indipendente dagli eventi di A allora G 2 A. Resta da dimostrare
che G & un d-system.

(i)QeA2G

(ii) B € G implica P(An B) = P(A) - P(B).
P(AnB)=P(A)-P(AnB)=P(A)(1-P(B))=P(A)-P(B°)

quindi anche B¢ appartiene a G

(iii) Siano {Bj }nen disgiunti e in G, quindi P(An By,) = P(A) - P(B,,)

P(An (%JBH)) =P (Lr_LJ(AmBn)) = ;P(AmBn)
=2 P(A)P(By) = P(A) L P(By) =

=P(A)P (Lnj Bn)

dunque anche U,, B,, appartiene a G. ]

Proposizione 4.10. Siano F, e Fo due o-algebre e siano Ay e Ay due
p-system tali che F; = o(A;). Se gli eventi di Ay sono indipendenti dagli
eventi di Ay allora le o-algebre Fy e Fo sono indipendenti.
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Dimostrazione. Applichiamo dapprima la proposizione 4.9 ad A€ A1 e A=
As cosicché si ottiene che gli elementi di A; sono indipendenti da quelli di
Fo. Applicchiamo ora la proposizione 4.9 ad A € Fo e A = Ay cosicché si
ottiene che gli elementi di F; sono indipendenti da quelli di F. O

Proposizione 4.11. Sia {F;}ics una famiglia di o-algebre, sia {A;}ier una
famiglia di p-system tali che F; = o(A;). Se per ogni J € I finito e per ogni

(Aj)jeJ € X Aj vale
jeJ

P(ﬂ Aj) =[1P(4))
jeJ jeJ

allora {F;}icr € una famiglia di o-algebre indipendenti.

Dimostrazione. Innanzitutto I'insieme 2 & indipendente da qualunque altro
evento, quindi possiamo assumere senza perdere in generalita che () appar-
tenga ai p-system A;. La definizione di famiglia di o-algebre indipendenti si
basa sulla verifica della condizione (4.4) su insiemi finiti di indici quindi sen-
za perdere in generalitd possiamo assumere [ = {1,2,...,n} finito. Inoltre
per la proposizione precedente il caso n = 2 € vero e per induzione possiamo
assumere che sia vero per n — 1.

Sia dunque n > 3.

Ipotesi  V(A;);; € X(A;) wvale P(Ain...nA,)=P(A1)-...-P(4,)
iel

Tesi VYV (B;), ;€ X(F) vale P(Bin...nB,)=P(Bi)-...-P(By)
iel
Per induzione sappiamo che P(Bin...nB,_1) = P(By)-...- P(By,-1) quindi
la tesi diventa:

P((Bin...nBy-1)NnB,)=P(B1n...nB,_1)-P(By,) (4.5)

A questo punto l'idea & di dimostrare I'uguaglianza precedente utilizzan-
do la proposizione 4.10. Definiremo ora le o-algebre G; e Gs e i p-system B;
e By a cui applicare la proposizione 4.10.

Gr=0(F1,...,Fn-1) Ga:=Fn

Bl = {Alﬂ...ﬂAn_1|Vi AZEAZ} BQZ.An

Chiaramente By e By sono p-system e o(By) = Ga.
Mentre o(By) = o(A1,...,Ap1) = o(F1,...,Fpno1) = Gi Quindi per la
proposizione 4.10 vale la (4.5). O
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4.6 Indipendenza a blocchi

Teorema 4.12. Sia {H;}icr una famiglia di o-algebre indipendenti. Sia
{I;}jes una partizione di I. Se poniamo per ogni j € J:

gj = O'({,H'L|Z € IJ})

allora {Gj}jes € una famiglia di o-algebre indipendenti.

Dimostrazione. Per ogni j € J sia:

Aj = {ﬂ Ai

iel’

FEI]' finito e Vi eI AZE/HZ}

Chiaramente A; € un p-system e vale G; = 0(A;). Se mostriamo che {A;} ey
e una famiglia di p-system indipendenti allora per la proposizione 4.11 ab-
biamo finito. Mostriamo ora che {A;};c; € una famiglia di p-system indi-
pendenti.

Siano ji,...,J, € J distinti e consideriamo gli eventi B € A;, con k ¢
{1,...,n}. Dobbiamo mostrare che gli eventi { By }1<k<, sono indipendenti.
Poiché By € Aj, allora esistono interi my, ed eventi A;, , € H;, , tali che:

B,=4;, n...nA

k1 U my,

dove gli indici ¢y, 1 sono tutti distinti al variare di k e h.

P(Bin...nB,) =P N A= TI P(A,)
ke{l,...,n} ke{l,...,n}
he{1,...,my} he{1,...,my}
= I ( I1 P(Aik,h))=P(Bl)'----P(Bn)
ke{l,...,n} \he{l,...,my}

O]

4.7 Varianza, covarianza ed indipendenza
Se X ¢ una variabile aleatoria in L? si definisce varianza di X la grandezza:
VAR(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])’

La varianza di una variabile aleatoria indica la sua variabilita ed € nulla se
e solo se la variabile aletoria & quasi certamente costante.

Dalla disuguaglianza di Markov (3.10) & possibile ricavare la disuguaglianza
di Chebyshev per variabili aleatorie in L.




50 CAPITOLO 4. INDIPENDENZA

Proposizione 4.13. Sia X una v.a. in L? sia px la sua media e sia ¢ una
costante positiva, vale:

VAR[X]

P(|X—/Lx|ZC)S By

- (4.6)

Se X e Y sono due variabili in L? si definisce covarianza la grandezza:
COVAR(X,Y) =E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY]-E[X]-E[Y]

La covarianza ¢ bilineare e generalizza la varianza (VAR(X) = COV (X, X)),
se vale COVAR(X,Y) = 0 allora si dice che le variabili aleatorie sono non
correlate. Se X e Y sono due variabili aleatorie indipendenti allora la loro
covarianza ¢ zero, non vale il viceversa cioe puo verificarsi che la covarianza
sia zero senza che le variabili siano indipendenti. Una delle applicazioni piti
frequenti della proprieta di non correlazione ¢ la seguente:

Proposizione 4.14. Siano X1, ..., X, variabili aleatorie in L? a due a due
non correlate, vale

VAR[X 1 +...+ X, ] =VAR[X ] +...+ VAR[X,,]

L’utilizzo piu comune della proposizione precedente ¢ quello per variabili
aleatorie a due a due indipendenti (quindi non correlate!).
Dalla disuguaglianza di Holder (o anche dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz) si puo dedurre che

COV(X,Y) <\/VAR(X)-VAR(Y)

Se le variabili aleatorie X e Y non sono costanti allora si puo definire la
seguente grandezza:

COV(X,Y)

CORR(X,Y):= VVAR(X)-VAR(Y)

La grandezza CORR(X,Y") & detta correlazione, & sempre compresa nell’in-
tervallo [-1,1]. La correlazione & molto utilizzata nelle applicazioni perché
¢ invariante per cambiamenti di scala ovvero se o e 3 sono costanti positive
allora vale:

CORR(aX,3Y)=CORR(X,Y)

Per finire due eventi A e B si dicono non correlati se le loro funzioni indica-
trici hanno covarianza zero, in questo caso vale: A e B sono non correlati se
e solo se sono indipendenti. Quindi dire ”eventi a due a due non correlati”
€ equivalente a dire ”eventi a due a due indipendenti”.
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4.8 Secondo Lemma di Borel-Cantelli
Lemma 4.15. Sia {A,, }neny una successione di eventi indipendenti. Se vale
>n P(Ay) = oo allora

P(limsup An) =1

Dimostrazione.

P(limnsupAn) - P(m U Ak) -p (Q Bn) _

n k>n

Dove abbiamo posto B, := Upsn Ak, gli eventi B, sono noncrescenti in n
quindi

P (limsup An) =lim P(B,)
n n

P(B,) ¢ non crescente quindi se vogliamo che il limite al secondo membro
sia uguale ad 1 allora I'unica possibilita & dimostrare che P(By) = 1.

rnrly)er((uaf) e

k>n k>n k>n
=1-J[P(AD) =1-[](1-P(4) =1
k>n k>n
dove 'ultima uguaglianza ¢ dovuta al lemma 4.16. 0

Lemma 4.16. Data una successione {an}nen con a, € (0,1) per ogni n.
Vale:

[[(1-an)=0 — Y ap =00

neN neN

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso semplice a,, non tende a zero
allora esiste € > 0 e una sottosuccesione ny, tale che per ogni k si ha ay, >c.
Quindi

[Then(1 = an) < Tgen(1 = an,) =0

LneN On 2 XgeN Gny, = 00

Consideriamo ora il caso a,, tende a zero.

[T -an) = [T e
neN neN
Poiché gli esiti della produttoria e della sommatoria non dipendono da un

numero finito di a,, allora possiamo considerare a,, piccolo cosicché

—2ay, <log(1-ay) < —ay

[Te* <J[(1-an) < []e ™

neN neN neN
e 2Znin < TT(1-ay) < e Zntn
neN
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4.8.1 Secondo lemma di Borel-Cantelli per variabili non cor-
relate

E possibile dimostrare il secondo lemma di Borel-Cantelli sotto ipotesi leg-
germente piu deboli ovvero richiedendo che gli eventi siano solo a due a due
indipendenti.

Lemma 4.17. Sia {Ap}nen una successione di eventi a due a due non
correlati. Se vale Y, P(Ay) = oo allora

P (limsup An) =1
n

Dimostrazione.

Prima di tutto cerchiamo di semplificare la tesi in qualcosa di equivalente
ma piu semplice.

Tesi: P (limsup,, A,) =1

Tesi: per quasi ogni w € 2 vale #{n|w e A4, } = 0o

Tesi: per quasi ogni w € £, Vn € N esiste n > tale che w e A,

poiché N & numerabile posso scambiare 'ordine di ”per quasi ogni” e ”per
ogni”

Tesi: V7 e N, per quasi ogni w € ), esiste n > 7 tale che w € A4,

poiché ¥, P(A,) = oo implica ¥,s7 P(A;) = oo allora posso limitarmi a
dimostrare il caso m = 1 quindi la tesi diventa:

Tesi: per quasi ogni w € € esiste n € N tale che w e A,

L’idea ora ¢ di calcolare media e varianza del numero di volte in cul w

appartiene ad Ay con k € {1,...,n} e poi utilizzare la disuguaglianza di
Chebyshev.
n
Sn = Z L,
k=1

E[S.]= " P(4y)
k=1

VAR[S.]= Y. P(A)(1- P(40) < 3 P(Ay)
k=1 k=1

Ora utilizziamo la disuguaglianza 4.6 di chebyshev con ¢ = E[S,, ]

P(|Sn-E[S,]| > E[S,]) ‘(/I‘;[RTT(L]S)’;)
da cui
E[Sy] 1

PCS=0) < ge)r ~ v, play

quindi P ( S, =0 ) tende a zero per n che tende all’infinito. O
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4.9 o-algebra coda e legge 0-1 di Kolmogorov

Introdurremo ora la o-algebra coda e la legge 0-1 di Kolmogorov.

Definizione 4.6. Data una successione di o-algebre {G,}nen, sia 7, =
o({Gk|k > n}), si dice o-algebra coda la o-algebra 7 := N, 7.

Intuitivamente gli eventi di 7 sono quelli che possono essere determinati dalle
informazioni presenti su una qualunque coda delle o-algebre.

Teorema 4.18 (Legge 0-1 di Kolmogorov).

Sia {Gn}nen una successione di o-algebre, sia T, = o{Grlk > n} e sia
T = Np T la o-algebra coda. Se {Gp}nen € una successione di o-algebre
indipendenti allora T € una o-algebra banale ovvero

per ogni AetT wale P(A)e{0,1}

Dimostrazione. Dimostreremo che la o-algebra 7 € indipendente da se stessa
cosicché per ogni A € T si ha P(AnA) = P(A)-P(A) e quindi P(A) €{0,1}.
Sia

Fn=0(G1,,Gn)

per il principio di indipendenza a blocchi F,, e 7, sono indipendenti e poiché
T €1, allora F,, e 7 sono indipendenti. Sia

A:=JF, e G:=0({Gn}nen) =0(A)

chiaramente A ¢ un p-system che genera G e per quanto dimostrato prima
¢ indipendente da 7. Per il teorema 4.11 si ha 7 ¢ indipendente da G. Infine
poiché 7 ¢ G allora 7 ¢ indipendente da 7. O

La legge 0-1 di Kolmogorov ci dice che nelle ipotesi del teorema se un’evento
appartiene a 7 allora € quasi certamente vero o quasi certamente falso senza
vie di mezzo. Se una variabile aleatoria X reale ¢ 7 misurabile allora ¢ quasi
certamente costante ovvero esiste x tale che P(X =x) = 1.

Esempio 4.1. Siano { X, }nen indipendenti, sia Sy = X1+ ...+ X,. Sia T

la o-algebra coda ovvero T = (7 con 7y := 0(Xks1, Xps2,...). Per la legge
k>n
0-1 di Kolmogorov allora:

e 1 (C e[-00,+00] tale che limsup, X, =C gq.c.

e la probabilita che ‘S;L—" CONVETGa € Zero oppure uno.

Sn

n
C tale che Sn—” converge quasi certamente a C.

e se la probabilita che converga e maggiore stretto di zero allora esiste
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4.10 Unicita della distribuzione congiunta di v.a.
indipendenti

Molto spesso gli esercizi iniziano con affermazioni del tipo:“siano X e Y va-
riabili aletorie indipendenti con distribuzione X ~ Unif(a,b)eY ~ Esp(\).”,
si assume per ipotesi che esistano e si da per scontato che la distribuzio-
ne congiunta sia unica. In questo paragrafo vedremo che 1'unicita e ve-
ra. Mentre l'esistenza verra mostrata quando si introdurranno le misure
prodotto.

Teorema 4.19. Siano (Q1,Hi1,P1) e (Qo, Ha, Po) spazi di probabilita. Sia
{(E;, &) }ier una famiglia di spazi misurabili. Siano

X+ (,H1) > (B, &)
Yi: (Q2,H2) = (Ei, &)

misurabili con equale distribuzione, X;(P1) = Y;(P2) per ogni i. Sia X :=
(Xi)ier €Y = (Yi)ier. Se le v.a. {X;}i, sono indipendenti e le v.a. {Y;},
sono indipendenti allora X e Y sono applicazioni misurabili a valori in
(E,&) := (Xier B, Qicr &) con medesima legge ovvero P (X 1) = Py(Y™1).

Dimostrazione. Per la proposizione 1.15 X e Y sono misurabili. Conside-
riamo il seguente p-system

A={A=><AZ-

iel

J c I finito , A; € & per ogni i € J, A; = F; per ogniiéJ}

(4.7)
per la proposizione 1.13 A genera &, mostreremo che le due misure Py (X 1)
e P,(Y 1) coincidono sul p-system A cosicché per il teorema 2.4 sono uguali.

Sia A = XA, € A come in (4.7),
iel

PUXH(A)) =Py (ﬂ X;1<Az->) [P (x5 (A))

ieJ ieJ
=[1P (Y (A)) =P ((}Yi‘l(Ai))
ieJ i€
=P(Y'(A))

dove per la seconda e quarta uguaglianza e stata utilizzata 1'indipendenza.
O
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4.11 Cifre decimali di un numero a caso in (0,1)

In questo paragrafo forniremo un metodo costruttivo per ottenere una fami-
glia numerabile di variabili aleatorie indipendenti. Consideriamo un numero
U scelto a caso tra zero e uno (U ~ Unif(0,1)). Siano {X,, }ney le cifre di
U dopo la virgola e sia X := (X, )peny. Quindi X v.a. a valori in

(E,E) = (><{o,”.,9},@97?({0,..,9}))

ieN ieN

Dimostreremo ora che le {Xp, },en sono uniformi su {0,1,...,9} e indipen-
denti.

DISTRIBZIONE di X,,:

Facciamo un esempio:

P(X1=5,X,=7,X3=2)=P(U €[0.572,0.573)) = 5

in maniera analoga se x1, ..., Z, sono cifre (elementi di {0, ...,9}) allora vale
P(X; = X, = _ !
( 1_1:17"'7 n_xn)_ﬁ
quindi
10"t 1
P(Xn:wn): Z P(Xlz.:vl’.._’Xn:"L'n): 10n :E

X132y Ln—1

INDIPENDENZA: per mostrare che le variabili {X,, } ey sono indipendenti
utilizzeremo la proposizione 4.11.

Per ogni n mi bastera dimostrare che le variabili X,..., X, sono indipen-
denti. Il p-system utilizzato per la proposizione 4.11 & quello dei singoletti
A, ={2,{X,, €0},...,{X,, €9}}. L’insieme vuoto ¢ indipendente da tutto,
per il resto vale:

P(X1=£L‘1,...,Xn=aj‘n)=10_n=P(X1=$1)-...-P(Xn=.1‘n)

Abbiamo quindi mostrato che le {X,, },ey sono i.i.d. Vedremo ora che
vale anche il vicerversa. Denotiamo con ® ’applicazione descritta sopra che
manda U in X: X = ®(U). L’applicazione ® ¢ iniettiva, denotiamo che
®~! la sua inversa. Siano {Y;,},ey variabili aleatorie indipendenti e unifor-
memente distribuite su {0,1,...,9} e sia Y = (Y;,)neny (per P'unicitd della
distribuzione di una famiglia di v.a. indipendenti) le v.a. X e Y hanno la
stessa distribuzione e quindi anche ®~1(X) e ®!(Y") hanno la stessa distri-
buzione. Questo vuol dire che data una variabile aleatoria U ~ Unif(0,1)
¢ possibile costruire una successione di variabili aleatorie i.i.d. e unifor-
mi su {0,...,9} e viceversa data una successione di variabili aleatorie i.i.d.
con distribuzione uniforme su {0,...,9} & possibile costruire una variabile
aleatoria uniforme su (0, 1).
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Supponiamo ora U ~ Unif(0,1) e {X,}ney siano le cifre di U allora
possiamo porre Y, = Xo, e Z, = Xo,,1 e ricavare due successioni di va-
riabili indipendenti dalle quali posso ricavare due v.a. indipendenti con
distribuzione uniforme su (0,1). Allo stesso modo se poniamo Zj, ,, := Xok3n
otteniamo una successione {Zj, , }nen di successioni di variabili indipendenti,
alle quali possiamo far corrispondere una successione di variabili aleatorie
uniformi su (0, 1) e indipendenti. Ovvero abbiamo costruito un’applicazione
T :(0,1) - (0,1)N tale che posto T = (T}, )pen := ¥(U) si abbia {T},} ey &
una famiglia di variabili aleatorie indipendenti uniformi su (0,1). Non &
possibile fare di meglio ovvero vale il seguente esercizio.

Esercizio 4.4.***

Sia U ~Unif(0,1) sia ¥ un’applicazione misurabile
4 (0.0).50.1)) > (X(0.1). @ ((0.1))
1€ 1€

Sia X = (X;)ier = V(U). Se le variabili aleatorie {X;}icr sono i.i.d. con
distribuzione uniforme su (0,1) allora #(I) < #(N).



Appendice A

Esercizi

Gli esercizi verrano divisi per capitoli. Per ciascun capitolo saranno divisi
in esercizi teorici e di comprensione, gli esercizi teorici sono esercizi che &
meglio conoscere almeno nell’enunciato; gli esercizi di comprensione sono
esercizi per mettersi alla prova e migliorare la comprensione della teoria.

A.1 Capitolo 1

A.1.1 Esercizi teorici

Esercizio A.1.1. Siano Ay e Ay due o-algebre. Mostrare che A1 U Ag ¢
una o-algebra se e solo se A1 € As oppure As € A;.

Esercizio A.1.2. Mostrare che se (Ap)nen € una successione crescente di
eventi allora:

limsup A, =liminf 4,, =lim A,, = UA,

Esercizio A.1.3. Dimostrare che se X : R" - R™ ¢ un’applicazione conti-
nua allora é anche misurabile come applicazione da (R™, B(R™) in (R™, B(R™).

Esercizio A.1.4. Consideriamo i sequenti insiemi:

v = { (~oo,a] Ja € R}

Az :={ (a,b] |a,beR}

Az ={ (a1,b1]U...U(an,b,] In €N, ay,by ...an,b, € R}
Ay :={ (-a,b) |a,b>0}

As :={ [a,b] |a,beQ}

Dimostrare che:
o(Ay) =0(A2) =0(A3) =0(A4) =0(As) = B(R)

o7
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Esercizio A.1.5. Siano {X,}nen appplicazioni misurabili da uno spazio
misurabile (2, H) in (R,B(R) dimostrare che sono misurabili le sequenti
applicazioni:

1. sup,, X,
2. inf,, X,
3. limsup,, X,,
4. liminf, X,

dove limsup,, X, := inf, {sup,,,.,, Xm} = lim,{sup,,s,, Xm }
e liminf,, X, := sup, {inf,,5n Xin} = lim, {inf,,5n X0 }

Esercizio A.1.6. Sia ) un insieme e sia G € P(Q2) consideriamo le sequenti
ipotesi su G:

(i) Qeg
(ii) Se AeG allora A°eG
(iii) Se An€G e Ap,n Ay, =3 per ognin +m allora UpenAn €G
(a) NeG
(b) Se A,BeG e Ac B allora B/[A€G

(c) Se A, eG e Ayt A allora AeG

Dimostrare che le ipotesi (1), (ii) e (iii) implicano le ipotesi (a), (b) e (c) e
viceversa le ipotesi (a), (b) e (c) implicano le ipotesi (i), (ii) e (iii).

Esercizio A.1.7. (*) Dimostrare che vale:
B(R?*) = B(R) QB (R)

Esercizio A.1.8. (***) Sia {§;}ier una famiglia di spazi metrici completi e
separabili, sia {T;}icr la famiglia delle corrispondenti topologie e supponiamo
infine che l'insieme degli indici I sia al pit numerabile. Dimostrare che posto
Q=X;ie1 % €T =Qiuer Ti allora vale

B () = @B() (A1)

iel

dove B() e B();) indicano la o-algebra dei boreliani ovvero B(Q) := o (T)
e B() =o(T;).
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A.1.2 Esercizi di comprensione

Esercizio A.1.9. Dimostrare che se una o-algebra é finita allora la sua
cardinalita é 2" per qualche n € N.

Esercizio A.1.10. Sia Q un insieme con cardinalita pari e maggiore di 2.
Consideriamo la sequente collezione di sottoinsiemi di € :

A= {BeP(Q)[§(B) pari }
dimostrare che A é un d-system ma non é una o-algebra.

Esercizio A.1.11. Sia C la collezione di sottoinsiemi di R data da:
C:={(-a,a):a>0}

e sia A=0c(C).

(a) Dimostrare che se A appartiene ad A allora A é un boreliano e vale
A=-A dove -A:={x:-zrecA}.

(b)** Dimostrare che se A é un boreliano e vale A = -A allora A appartiene

ad A.

Esercizio A.1.12. Sia f : R - R una funzione derivabile in ogni x € R.
Mostrare che [’ & misurabile. (Notare che f derivabile non vuol dire che ha
derivata continua.)

Esercizio A.1.13. (*) Sia (X,,)nen una successione di variabili aleatorie,
sia Tp la sigma algebra generata da (Xg)gsn € sia T =0, Ty la sigma algebra
coda. Dimostrare che:

(a) limsup,, X,, € T misurabile.

(b) liminf,, X,, é T misurabile.

(¢) limsup,, % e T misurabile.
(d) limsup,, X15=4X0 ¢ T misurabile.

(e) Supponiamo ora X, (w) >0 per ogni n € N e w € ) mostrare che
max{X1,....,.Xn} . .
—— ==L ¢ T misurabile.

(f) Cosa si puo dire di limsup, max{Xi,...,X,}? Costruire un esempio
tale che il limite precedente non ¢ T misurabile e vale X, (w) > 0 per ogni

neN ewell.

lim sup,,
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Soluzioni

Exercise A.1.7

Questo risultato dovrebbe gia essere noto dai precedenti corsi di analisi. Ci
sono pit modi per effettuare la dimostrazione. In queste note utilizzeremo i
rettangoli di aperti:

A= {A; x As]A; aperti di R}

Chiaramente A c B(R?) e Ac B(R) ® B(R).

Bastera dimostrare: (i) o(A) = B(R?) e (ii) o(A4) = B(R) @ B(R).
(Dim. (i) Sappiamo che un insieme aperto di R? ¢ unione numerabile di
rettangoli aperti dunque o(A) contiene gli aperti di R? e o(A) = B (]R2).
(Dim.(ii)) o(A) 2 B(R) ® B(R) se le proiezioni naturali m; : R? - R sono
o(A) misurabili. Se A & un aperto di R allora 771(A4) = AxR e A.

Esercizio A.1.8

La dimostrazione di questa uguaglianza ¢ simile a quella dell’esercizio pre-
cedente. La difficolta principale ¢ di tipo topologico: occorre mostrare che
gli aperti di 7 sono unione numerabile di rettangoli di aperti.

Esercizio A.1.11
(b) Sia ® : P(R) - P(R) la seguente funzione:

®(B) = (Bn[0,00)) u(-(Bn[0,0)))

L’insieme A := ®(B) & simmetrico e coincide con B sulla semiretta positiva.
Sia ora F la famiglia degli insiemi boreliani che sono mandati in A da &:

F={BeB(R)®(B)cA}

F contiene 'insieme Ay dell’esercizio A.1.4 inoltre vale
ReF
B e F implica B¢ ¢ F
B, € F per ogni n implica U,y Bn € F
Dunque

F = B(R).

A questo punto possiamo concludere. Se A & un boreliano simmetrico allora
AeF e P(A) e A, poiché ®(A) = A allora A appartiene a A.
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A.2 Capitolo 2

A.2.1 Esercizi teorici

Esercizio A.2.1. Mostrare che se (Ap)nen € una successione di eventi tali
che limsup A,, = liminf A,, allora

lim P(A,,) = P(lim A,)

Esercizio A.2.2. Sia (2, H, P) uno spazio di probabilita. Per ogni A, B in
H sia d(A, B) := P(A A B). Dimostrare che d é una pseudodistanza.

Esercizio A.2.3. (*) Sia (Q,H,P) uno spazio di probabilita e sia A un’al-
gebra tale che o(A) = H. Dimostrare che per ogni H € H e € >0 esiste A€ A
tale che P(H & A) <e.

Esercizio A.2.4. Sia (0, H, 1) € uno spazio di misura, e sia P una propo-
sizione su Q x E. Dimostrare che se E ¢ un insieme numerabile (di solito
E =N) sono cose equivalenti:

e per quasi ogni w € ), per ognin € E vale P(w,n)
e per ogni n € E, per quasi ogni w € ) vale P(w,n)

(*) Trovare un controesempio nel caso in cui sia rimossa l'ipotesi E al pit
numerabile.

Esercizio A.2.5. Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita. Sia G ¢ F una
sotto o-algebra. Sia N linsieme degli eventi trascurabili di F (N := {A €
F|P(A)=0}). Se

H:=0(N,G)

allora per ogni A € H esiste B € G tale che
P(AAB)=0

A.2.2 Esercizi di comprensione

Esercizio A.2.6. Data una successione di eventi (Ap)nen
(a) Dimostrare che

P(liminf A,,) <liminf P(A,) <limsup P(A4,) < P(limsup(4,)) (A.2)

(b) Trovare un esempio in cui tutte e tre le disuguaglianza della disequazione
(A.2) sono strette.

Esercizio A.2.7. Sia (2,H,P) uno spazio di probabilita e sia A la colle-
zione di eventi:

A:={AeH|P(A)e{0,1}}

dimostrare che A é una o-algebra
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Esercizio A.2.8. Sia Q un insieme piu che numerabile e sia A la collezione
di sottoinsiemi di ) data da:

A:={AeQ|A oppure A° ¢ finito o numerabile}

(a) Dimostrare che A é una o-algebra e la sequente funzione P ¢ una misura
di probabilita su (€,.A).

se A ¢ finito o numerabile
se A¢ ¢ finito o numerabile

P(A):{(l)

(b) A cosa serve lipotesi Q & pit che numerabile? Puo essere rimossa?

SOLUZIONI

FEsercizio A.2.2

L’applicazione d : A x A - [0,00) che manda A e B in P(A A B) & una
pseudodistanza se

o d(A,A)=0
o d(A,B)=d(B,A)
o d(A,B)+d(B,C)>d(A,C)

Le prime due condizioni sono ovvie e la terza ¢ una conseguenza dell’inclu-
sione:

(AAB)Uu(BAC)2(AA0)

Esercizio A.2.3
Occorre mostrare che tutti gli elementi di H si possono approssimare con
elementi di A. Indichiamo con G la collezione degli insiemi che soddisfano
tale proprieta:

G:={BeH|Ve >0 JA € A tale che P(A A B) <€}

¢ chiaro che G contiene A poiché G = o(A) e A & un p-system allora per il
lemma di Dynkin basta mostrare che G € un d-system.

Dimostrare che G contiene €2 ed ¢ chiuso rispetto al complementare ¢ banale.
Resta da dimostrare che G & chiuso rispetto all’unione numerabile di insiemi
disgiunti. Dimostraremo dapprima la chiusura finita e poi quella numerabile.
Siano Bi, Bs due elementi disgiunti di G, quindi vale:

Ve>0 HAl,AQGAtaliCheP(AlAB1)<€ [§] P(AQAB2)<€

Sia ora B=BiUBy e A=A;uU Ay e dall’inclusione
((AjuAg) A (B1uB3y)) < (Al A By)u(Ay A By) si ottiene:

P(AAB)<2e
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A questo punto utilizziamo la chiusura finita per dimostrare la chiusura
numerabile. Siano {Bj }ney elementi disgiunti di G. Siano B = U, B, e
C, =Bi1u...uUB,. Poiché G & chiuso rispetto all’'unione finita gli elementi
C,, appartengono a G. Inoltre sappiamo che C,, 1 B. Per ogni € > 0 esiste n
e A, € A tali che

P(C,AB)<e  P(A,ACp)<e

da cui si deduce:
P(A, A B)<2¢
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A.3 Capitolo 3
A.3.1 Esercizi teorici

Esercizio A.3.1. Utilizzare la disuguaglianza di Jensen per dimostrare che
se 1<q<p allora | X|e,p) 2 1 X | Lao,p)-

Esercizio A.3.2. (Disuguaglianza di Markov) Sia X una variabile aleato-
ria. Sia g:R — [0,00) una applicazione non decrescente e sia ¢ € R tale che
g(¢) >0 dimostrare che vale:

P(X 3 0) < H9E)]
S g(o)

Esercizio A.3.3. (*) Sia X una variabile aletaoria a valori in N dimostrare
che

S P(X »n) = E[X] (A.3)
n=1

Esercizio A.3.4. (*) Sia X una variabile aletaoria quasi certamente posi-
tiva mostrare che vale

Z P(X 2n)<E[X Z P(X >n) (A.4)

n=1

Mostrare inoltre che per ogni p > 1 vale
Z(np (n-1)P)P(X >n) <E[XP] < Z((n+1)p nP)P(X >n)

Mostrare infine che se X é a valori in N allora le disuguaglianze precedente
diventano uguaglianze.
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A.4 Capitolo 4

A.4.1 Esercizi teorici

Esercizio A.4.1. Siano E1, Es, ..., E, eventi indipendenti. Se F1, Fs,..., F,
sono eventi tali che per ogni i o F; = E; oppure F; = E; allora anche
., Fy, ... F, sono eventi indipendenti.

Esercizio A.4.2. Dimostrare la sequente proposizione.

Sia { Xy, tneny una sequenza di variabili aleatorie. Se per ogni n la variabile
X, € indipendente da (X1,Xs,...,Xn-1) allora le variabili {X, }nen sono
indipendents.

Esercizio A.4.3 (Indipendenza). Siano {An}per-f1,2,..n) eventi. Siano
{Gi}ier le o-algebre generate dagli eventi: G; = o(A;).

Dimostrare che gli eventi {Ap}ner sono indipendenti se e solo se lo sono
anche le o-algebras {Gp }ner-

Esercizio A.4.4. ** Sia X wuna variabile aleatoria con E[X] = M # 0,
VAR(X) = 0% dimostrare che:
2
2

(a) P(X =0) < %

* ok _
(0)* P(X=0)s +5—

Esercizio A.4.5.%%*

Sia U ~Unif(0,1) sia ¥ un’applicazione misurabile

4 (0.0).50.1)) > (X(0.1). @ (0.1
Sia X = (X;)ier :==W(U). Se le variabili aleatorie {X;}ic; sono indipendenti
e con distribuzione non banale (ovvero non quasi certamente costante) allora

#(1) < #(N).

A.4.2 Esercizi di comprensione

Esercizio A.4.6. Costruire un esempio di spazio di probabilita con tre
eventi A, B e C tali che siano a due a due indipendenti ma non siano

indipendenti in generale (ovvero P(An BnC) # P(A)P(B)P(C)).

Esercizio A.4.7. L’emofilia é una malattia causata dal malfunzionamento
del cromosoma X. Tale malfunzionamento impedisce ai geni del cromosoma
di produrre un “fattore” cruciale per la coagulazione del sangue. Come é
noto le donne hanno due cromosomi X mentre gli uomini ne hanno uno solo,
questo fa si che la presenza del cromosoma malfunzionante caust la malattia
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quasi solo negli womini in quanto nelle donne il secondo cromosoma X puo
sopperire alla carenza del primo.

Supponiamo che la regina abbia genitori sani ed un fratello ammalato di
emofilia.(Quindi la madre della regina é una portatrice sana!) Supponiamo
inoltre che la regina abbia 2 figli maschi entrambi sani e sia in atteso del
terzo.

Qual é la probablita che il terzo figlio sia sano?

SOLUZIONI

Esercizio A.4.1

E chiaro che se si riesce a fare il passaggio al complementare su un singolo
evento, poi uno alla volta per induzione si puo passare al complementare
su qualunque sottoinsieme di eventi. La proprieta (4.3) va dimostrata su
qualunque sottoinsieme di eventi, se tale sottoinsieme ¢ costituito da m
elementi con m € {2,3,...,n} (i casi m =0 e m =1 sono sempre veri) allora
a patto di permutare gli indici possiamo supporre di dover dimostrare che:

P(Ein...AEp1nES)=P(Ey)...P(En1)P(ES)  (A5)

il punto chiave adesso sta nell’esprimere ’evento della prima probabilita
della (A.5) in termini di sole intersezioni di eventi F; per i quali possiamo
utilizzare I'indipendenza, osserviamo che:

Ein...nEpanE, =(Ein...0nEp )N (Ein...nEp_1nEy)
dunque
P(Ein...nEp1nE.)=P(Ein...0nEp_1)-P(Ei1n...nE,_-1nEy)
poiché stiamo supponendo gli F; indipendenti si ha:
P(Ein...nEp1nE;)=P(E))...P(Ep-1) - P(E1)...P(Epn-1)P(Ey)
da cui segue immediatamente la (A.5) e dunque la tesi.

Esercizio A.4.5 [Suggerimenti]

Considerare prima il caso di variabili bernoulliane di paramentro 1/2.
Utilizzare 1’esercizio A.2.3 con un’algebra numerabile che genera i boreliani
e poi lesercizio A.2.2

Esercizio A.4.7

La probabilita che il terzo figlio maschio sia sano sapendo che i primi due

.09
SOno sanl e 10°



Appendice B

Esistenza della misura di
Lebesgue

Teorema B.1. Esiste una misura p su ([0,1],B([0,1])) tale che per ogni
0<a<bz<1 vale u(a,b) =b-a.

La dimostrazione che segue consta di due parti nella prima si dimostra che
la definizione (B.1) ¢ una buona definizione e pp ¢ una funzione additiva.
Nella seconda parte si dimostra che pg € o-additiva. Sul libro di riferimento
il Williams, la dimostrazione della prima parte e lasciata al lettore e la
seconda ¢ svolta in maniera diversa.

Dimostrazione. Per cominciare possiamo considerare la seguente algebra A:
A= {[al,bl) U [ag,bg) U...uU [an,bn)‘HGN,OS a1 <bi <ag<by...<b, < 1}

Abbiamo gia visto che 'algebra A genera i boreliani. E chiaro anche che
la misura richiesta dal teorema esiste se e solo se per ogni a < b in [0,1]
vale u([a,b)) = b—a. Inoltre per ogni a deve valere u({a}) = 0 quindi
pu({1}) = 0. Senza perdere in generalitd possiamo costruire la misura su
([0,1),B([0,1))). Consideriamo la seguente funzione pg : A — [0, oo]:

VAeA A=[a1,b)0[az,b)u...U[anby)  po(A) =3 (be-ar) (B.1)
k=1

Per completare la dimostrazione bisognera dimostrare che la precedente de-
finizione & una buona definizione e che la funzione g ¢ o-additiva. Dopo
di che la tesi seguira in modo immediato dal teorema di estensione di Ca-
rathéodory.

La dimostrazione della buona definizione di (B.1) & semplice ma piuttosto
noiosa. Il punto chiave ¢ che un insieme A € A pud avere pill rappresenta-
zioni della forma (B.1), per esempio se a < b < ¢ allora [a,c) = [a,b) U [b, ¢),

67
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bisogna verificare che qualunque sia la rappresentazione il risultato del-
la somma non cambia. Nell’esempio precedente la verifica ¢ immediata:
po([a,b)ulb,c))=(b-a)+ (c-b) =c—a=pp([a,c)). In generale un insie-
me A € A ammette una sola rappresentazione con n minimo, tutte le altre
rappresentazioni possono essere ricondotte a quella minima unendo uno alla
volta gli intervalli consegutivi.

Dalla buona definizione segue immediatamente che pg € additiva.
Dimostrare che ug € o-additiva e piu difficile. Sappiamo che pg e additiva
e questo ci tornera molto utile. Per cominciare pg additiva sugli insiemi
disgiunti ci da la subadditivita sugli insiemi non disgiunti e la monoto-
nia rispetto all’inclusione. Sia ora A € A e supponiamo A = Upey 4 con
gli A, € A disgiunti. Occorre mostrare che pg(A) = ¥, uo(A,). Poiché
(Unen Ap)UA€=10,1) e uo(A)+p0(A°) = uo([0,1)) = 1 allora senza perdere
in generalita possiamo supporre A = [0, 1).

Indichiamo con {[ay, by ) }ney la famiglia di tutti gli intervallini degli insiemi
{4, } nen. Abbiamo:

n+m = [an,bn) N [am,bm) =D e U [an,bn) =[0,1)
neN
occorre mostrare che Y, (b, — a,) = 1. Una disuguaglianza ¢ piu semplice,
poiché pg € additiva allora

3000 = Uent)) <1

k=1

quindi vale

Z(bn —ap) <1

n

occorre ora mostrare che tale somma non puo essere strettamente minore di
1.

La questione centrale e se sia possibile ricoprire [0,1) con una successione
di intervallini [ay,, by,) di modo che la somma totale delle lunghezze sia stret-
tamente minore di 1?7

L’idea della dimostrazione che seguira e di allargare un pochino gli intervalli
[an,byn) e in modo da renderli aperti, a questo punto utilizzeremo il principio
che permette di estrarre un ricoprimento finito da un ricoprimento di aperti,
e sul ricoprimento finito potremo applicare 'additivita di pg.

Sia e > 0 piccolo. Per ogni n sia

Cn = ap —€(by —ay) e dy,, = by,
cosicché per ogni n si ha
(¢n,dn) 2 [an,by) e (dp—cn)=(1+e) (by—ap)
;(dn —cp)=(1+¢)- %:(bn —ap)
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A questo punto poiché {(¢,,dy) }nen € un ricoprimento di aperti di [0,1-¢]
esiste . tale che

le(cn, dy,)2[0,1-¢]

per la subattivita di ug

po([0,1-¢)) 1-¢
1N0([C"_d"))2 - l+e¢ Tz

NgE!

1
(dn—cn) =
1 1+e

NgE

1
1+e

zn: (bn—an) =
n=1

n n

Per I’arbitrarieta di € > 0 si ha:

Z(bn —ap)>1
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