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Teoria

Definizioni.

Dato uno spazio di probabilita (£2,H, P) una sotto-o-algebra G C H e una
variabile aleatoria X in L!. Definire la speranza condizionale E[X|G].

Teoremi. (Con le notazioni della definizione)

(a) Date X e¢ Y v.a. in L'. Dimostrare che se Y > X q.c. allora E[Y|G] >
E[X|G] q.c.

(b) (Proprieta torre) Dimostrare che se F C G C H allora

E[E[X|G)\F] = E[E[X|F)|g] - E[X|F]

(c) Dimostrare che se W e T sono entrambe speranze condizionali di X dato
G allora sono quasi certamente uguali.



Esercizi

Esercizio 1.

Costruire un esempio di martingala (M, ),en tale che per ogni n > 1 vale
P(M, =0)= -

Esercizio 2. (10 punti)
Siano { X, }nen, X, {Yn}nen e Y variabili aleatorie reali su uno spazio di

probabilita (2, #H, P) . Siano:

F=o{(X)wews X} e Gi=o{(Yy)nen, Y}

Supponiamo che le g-algebre F e G siano indipendenti e definiamo:
T=X-Y T, =X,-Y, Vn e N

Dimostrare o trovare un controesempio
(a) Se X, —>XeY 225 Y allora T, 55 T.

n—oo n—oo
(b) Cosa seccederebbe nel quesito (a) se le variabili X e Y fossero invece a

valori in R (con la convenzione oo -0=0)? Trovare un controesempio.

(c) Se X, —>XeY —>YalloraT SN

(d) Cosa seccederebbe se nel quesito (c) rimuovessimo l'ipotesi F e G sono

indipendenti. Trovare un controesempio.

(e*) Se X, MX Y, 2% v allora T, 222 T.

n—oo n—oo

Esercizio 3.

Sia (X, )nen una successioni di varibili aleatorie i.i.d. con distribuzione

X, ~Unif(=7,7). Siano inoltre per ogni n € N
Tn::X1+X2+"'+X”2 Wn::X1+X2+"'+X”2

n n?

(a) Calcolare E[X,], VAR[X,], E[T.], VAR[T,], E[W,] e VAR[W,],

(b) Le successioni di v.a. (7},)nen € (W, )nen sono martingale?(Giustificare
la risposta.)

(c) Cosa si puo dire della convergenza di 7T, per n che tende all'infinito?

(d) Cosa si puo dire della convergenza di W, per n che tende all'infinito?



Suggerimenti

Esercizio 1. Provare con M,, := X7 + ...+ X,,, (X,))nen V. a. indipendenti
con P(X, € {-2",0,2"}) = 1.

Esercizio 2.

(a) E’ sufficiente la definizione.

(b) La tesi non & vera nemmeno nel caso deterministico quindi basta prendere
un controesempio a,, e b,, del caso deterministico e porre X,, =a, e Y,, = b,.
(c) E[|X,.Y, — XY|] = E[|X,.Y, - X,.Y + X,.,Y — XY].

(e) La convergenza in probabilita ¢ metrizzabile (¢ indotta dalla distanza
d(X,Y) =E[(X —Y)A1]) quindi ¢ possibile applicare il principio di conver-
genza per sottosottosuccessioni.

Esercizio 3.

(a) E[X,] = E[T,] = E[W,] = 0,

Var(X,] =2, Var[T,,] = 2, Var[W,] = 35,
(b) Dimostrare che non sono martingale.

(c) Dimostrare che converge in distribuzione ad una Normale, questo puo
bastare. Si potrebbe anche dimostrare che non converge in probabilita con
la legge 0-1 di Kolmogorov ma e molto pit complesso.

(d) Utilizzare la legge dei grandi numeri in maniera opportuna e poi la limi-
tatezza |W,| < 7.



Soluzioni

Esercizio 1.

Esempio 1.

Proviamo con una martingala additiva. Siano (X,,)n,en variabili aleatorie
indipendenti e in L' e per ogni n > 1 poniamo

M, =X;+...+X,

Supponiamo che le variabili aleatorie X,, abbiano valori in {—2",0, +2"} cosi
da avere M, = 0 se e solo X; = Xy = ... = X,, = 0. Vogliamo che le
X, siano a media nulla quindi P(X, = —2") = P(X,, = 2") resta solo da
determinare quando vale P(X,, = 0), tale scelta va fatto in maniera tale da
avere P(M, = 0) = <. Il primo caso (n = 1) & facile e si P(X; = 0) = 1. Poi
per induzione:

In conclusione una soluzione & data da (X,,),en indipendenti |
M, =X;1+...+ X,

X1 = 0 quasi certamente e per n > 1

1 n—1
PX,=-2"Y=P(X,=2") = — P(X,=0)=
( )= P, =2 = P(X,=0)=""
Esempio 2.
Sia My =1 q.c. siano (X,,),>2 indipendenti con P(X, =0) = ”T’l e P(X, =
1) = P(X, = —1) = 5~ cosicché E[X,] = 0. Sia F, := o(M;, Xo, ..., X,).

Definiamo infine
M1 = M, + X111 as, 20

Si verifica facilemtne che (M, ) ey & un processo adattato ed in L' Inoltre
E[Mn+1_Mn|Fn] = E[Xn+1]1Mn7ﬁ0|fn] - ILMn;éO]E[XnJrl'-Fn] = ﬂMn;éOE[Xn+1] =0

inoltre M,, =0 seesolose Xo=0,...,X,=0

SRS

Esercizio 2.
(a) Per quasi ogni w € Q si ha lim X, (w) = X(w) e lim Y, (w) = Y(w).

n—oo n—oo
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Dunque nh—>I£10 T, (w) = nh—>r£10 Xp Yo(lw) =Y (w) - X)(w) =T(w)

(b) Siano per ogni n: X, = % e Y, = n. Banalmente convergono rispettiva-
mente a X =0 e Y = +oo mentre si ha 7}, =1 per ogni n e T' = 0.

(c)

IPOTESI: EHXn — XH —0 EHYn — YH — 0
n—00 n—00
TESI: EHTn — TH — 0
n—oo
quindi
]EHTn - T” = EHXnYn - XYH = EHXnYn - X, Y + XY — XYH

S E[IXn(Ya = Y) [+ V(X = X)]
< E[Xal]-E[l(Ya =Y + E[Y]]- E[[(Xn — X)]

vale E[|X,|] » E[|X]] < oo, E[lY, = Y]] > 0, E[lY]] < o0
n—00 n—00

n—oo
quindi E[|T,, = T|] —— 0
n—oo
(d) Se rimoviamo l'ipotesi indipendenza allora le variabili T;, potrebbero non
essere pill in L' per costruire un controesempio basta trovare una v.a. in L'
che non sia in L? e porre X,, = Y,,. Per esempio supponiamo che tutte le
variaibli aleatorie X,, e Y,, siano uguali assolutamente continue con densita
Fx(z) = Z1(1,00)(x) allora

| fxtay do=1

E[X,] = /OO rfx(x) dv =2
E[T,] = E[X,.Y,] = E[X}] = /OO 2% fx(x) dz = +o0

—00

(e) Sappiamo che la convergenza in probabilita ¢ metrizzabile (¢ indotta dalla
distanza d(X,Y) = E[(X — Y) A 1]) quindi possiamo applicare il principio di
convergenza per sottosottosuccessioni. Inoltre sappiamo che da ogni succes-
sione che converge in probabilita possiamo estrarre una sottosuccessione che
converge quasi certamente.

Sia (T}, )ren una sottosuccessione di (7, )nen. Poiché X, e Y,, convergono
in probabilita ¢ possibile trovare una sottosuccessione (comune ) ny; tale che
Xnkj e Ynkj convergano quasi certamente. Per il quesito (a) allora Tnkj con-
verge quasi certamente a T', quindi converge anche in probabilita e per il
principio di convergenza per sottosottosuccessioni anche (75,),en converge in
probabilita a T.



Esercizio 2.
(b) Sia (Fy)nen la filtrazione naturale. Dimostrare che:

X1+...+Xn2

]E[Tn+1 - Tn’fn] = n(n + 1)

1—2n

Wi = Wal Pl = Sa i1y

(X4 Xe)

(c) Considerare la successione in k € N

Xt X
k \/E
2

cosicché (T},)nen € sottosuccesione di (Yy)gen, ovvero T, =Y}, con k, = n*.
Per il teorema del limite centrale Y) converge in distribuizione ad una v.a.
normale di media zero e varianza %. Dunque anche per la sottosuccessione
(T%)nen vale

Tn distr. T
n—oo
4
conTwN(O,?g).

(c*) Inoltre si puo dimostrare che per ogni sottosuccessione di indici n; e per
ogni j vale:

X1+...+X2

limsup7,,; = limsup T,,; = limsup
j—o0 Jj—00 Jj—o0 nj
Xi+...+X2 X +...+X
= lim sup S :
j—o0 n; n;

X2+ 0+ X2
J

J

= lim sup 0 +

j—r00 nj

la variabile alearia T := lim SUP;_,00 In; € una v.a. di tipo coda, per la
legge 0-1 di Kolmogorov ¢ banale (quasi certamente constante). Quindi le

sottossuccessioni di (7},),en non possono convergere quasi certamente ad una
49

via. T ~ N (0, 5 ) In conclusione (7},),eny non converge in probabilita,
quasi certametne ed in L.
(d) Considerare la successione in k € N

X+ X
- k

cosicché (W), )nen € sottosuccesione di (Zy,)ren, ovvero W,, = Z;. con k, = n?.
Per la legge forte dei grandi numeri (Z)ren converge quasi certamente a zero
quindi anche (W), ),en che & una sottosuccessione converge quasi certamente a
zero. |[W,| <7, (W,)nen ¢ dominata da 7 e quindi per ottenere la convergenza
in LP basta applicare il teorema di convergenza dominata alla definizione di
convergenza in LP. E[(W,, —0)?] — E[0 — 0] = 0.

Zy
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