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Agenda

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

 La teoria Euleriana

 Rappresentazione grafica

 Lo scambio energetico: i contributi
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La teoria Euleriana



Teoria euleriana

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE
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• Per determinare il lavoro 

∆𝐻0= (𝑅2 𝐶𝑢2
− 𝑅1 𝐶𝑢1

) 𝜔

eseguito dalla girante di una 
turbomacchina operatrice su 1kg di 
fluido è necessario determinare la 
velocità tangenziale 𝐶𝑢 del fluido su 
due sezioni: 𝑆1  e 𝑆2 , disposte 
immediatamente a monte e a valle 
della girante, rispettivamente.

• Non sono note a priori le velocità relative 𝑊1 e 𝑊2: occorre pertanto una teoria per descrivere il moto 

relativo 𝑊.

• Le velocità tangenziali medie 𝐶𝑢1
 e 𝐶𝑢2

 

derivano dalla composizione dei moti 
relativo e di trascinamento:

Ԧ𝐶 = 𝑊 + 𝜔 × Ԧ𝑟

riassunti dai rispettivi triangoli delle velocità.
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Teoria euleriana

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• La teoria euleriana o monodimensionale suppone 

la velocità relativa 𝑊, la pressione 𝑝 e ogni altra 
grandezza inerente al deflusso, possano variare 
solo nella direzione del deflusso, e dunque 
(𝑊𝑚 = 𝐶𝑚):

𝜕 𝑊, 𝑝, 𝑇, …

𝜕𝜗
= 0 

𝜕𝐶𝑚

𝜕𝑛
= 0 

• La componente meridiana 𝑊𝑚 = 𝐶𝑚  della velocità relativa o assoluta si deduce dunque 
dall’equazione della portata:

𝐶𝑚 =
𝑄𝑚

𝜌𝐴

Ma come si valuta l’area??

Ԧ𝐶 𝑊

𝑈

𝐶𝑚

𝐶𝑢
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Teoria euleriana

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

𝐶𝑚 =
𝑄𝑚

𝜌𝐴
=

𝑄𝑚

𝜌 𝜋 𝐷 𝑏
=

𝑄𝑣

2 𝜋 𝑟 𝑏

• All’uscita della girante la superficie di 
una pompa centrifuga è cilindrica:

𝐴2 = 𝜋𝐷2𝑏2

𝐷2

𝑏2

• Le altre superfici di attraversamento 
non sono perfettamente cilindriche
ma vengono approssimate con 
superfici cilindriche:

𝐴 ≈ 𝜋 𝐷 𝑏
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Teoria euleriana
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𝜕𝑊

𝜕𝜗
= 0

𝜕𝑝

𝜕𝜗
= 0𝑪 𝑾

𝑼𝑪𝒖

𝑪𝒎 𝜷

𝐶𝑢 = 𝑈 − 𝐶𝑚 cot 𝛽𝑐

Secondo la teoria monodimensionale le pale guidano perfettamente il fluido → per una distanza 

radiale 𝑟 dall’asse della girante l’angolo di inclinazione 𝛽 della velocita relativa 𝑊 rispetto alla 
direzione tangenziale è pari a quello locale della pala 𝛽𝑐, e si conserva lungo 𝜗

∆𝐻0= (𝑅2 𝐶𝑢2
− 𝑅1 𝐶𝑢1

) 𝜔

? ?

𝜷𝒄
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Teoria euleriana

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

∆𝐻0= 𝑈2 𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1

𝐶𝑚 =
𝑄𝑚

𝜌 𝜋 𝐷 𝑏
=

𝑄𝑣

2 𝜋 𝑟 𝑏

𝐶𝑢 = 𝑈 − 𝐶𝑚 cot 𝛽𝑐

• Per il computo della scambio di energia ∆𝐻0 interessano le componenti tangenziali 𝐶𝑢 della 
velocita assoluta nelle sezioni 𝐴1 e 𝐴2, immediatamente a monte e valle della girante per 
poter isolare interamente il solo contributo della sola girante. 

• La componente 𝐶𝑢2 è determinabile tramite la geometria della girante. 

• Per la 𝐶𝑢1 è necessario determinare quella che avviene a monte della sezione 𝐴1 in quanto 

non risente ancora dell’azione dinamica delle pale della girante

𝐴2

𝐴1
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Scambio energetico euleriano

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Si supponga che la corrente assoluta pervenga alla 
sezione 𝐴0 con moto puramente assiale: 𝐶𝑢0

= 0 

• Si applichi il principio della variazione del momento 
della quantità di moto al volume di controllo 𝑉𝐴0−𝐴1

 

compreso tra le sezioni 𝐴0 e 𝐴1. 

∆𝐻0= 𝑈2 𝐶𝑢2 − 𝑈1 𝐶𝑢1

• Se 𝐶𝑢0 = 0 sulla sezione 𝐴0 :

𝑀𝐴0−𝐴1
= 𝑅1 𝐶𝑢1 − 𝑅0 𝐶𝑢0 = 𝑅1 𝐶𝑢1 

• Ma 𝑀𝐴0−𝐴1
= 0, non essendoci nulla nel volume di controllo 𝑉𝐴0−𝐴1

che possa interagire 

con il fluido      𝐶𝑢1 = 0.

𝑀𝐴0−𝐴1
= 𝑅1 𝐶𝑢1

− 𝑅0 𝐶𝑢0

𝐴1𝐴0
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Esempio Numerico



Rappresentazione Grafica



Scambio energetico euleriano

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• L’approccio monodimensionale viene anche adoperato:

• in sede di progetto per il dimensionamento preliminare delle giranti più semplici, quelle con pale a 
semplice curvatura.

• per stimare in prima approssimazione le condizioni ottimali di esercizio di una macchina

Occorrono però alcune attenzioni, 
legate primariamente alle convenzioni 
adottate per la rappresentazione 
grafica della girante.

I triangoli delle velocità vengono valutati 
con riferimento alla linea di flusso e 
quindi su piani che possono essere 
inclinati rispetto ai piani di proiezione 
riportati nei disegni

∆𝐻0= 𝑈2 𝐶𝑢2 𝐶𝑢 = 𝑈 − 𝐶𝑚 cot 𝛽𝑐
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Superfici di flusso vs. piani di sezione

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE
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Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Se la proiezione ortogonale riguarda una figura su un piano parallelo al piano di 
proiezione, la figura proiettata è uguale alla figura piana non proiettata

• In questo caso, il triangolo delle velocità 

mantiene inalterate le sue caratteristiche 

geometriche (lati e angoli)

𝒄
𝒖

𝒘

𝜷

𝜷′

𝛽 = 𝛽′
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Proiezioni ortogonali di figure piane
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• Questo accade sulla sezione di uscita della girante

𝐷
2

𝐷
1

A

A
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Proiezioni ortogonali di figure piane
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𝑐𝑚2

…in cui il piano del triangolo e quello di proiezione sono coincidenti.

16



Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Se la proiezione ortogonale riguarda una figura su un piano inclinato rispetto al piano di 
proiezione, la figura proiettata modifica le sue caratteristiche geometriche rispetto alla 
figura originale

• In particolare, si modificano gli angoli di flusso 

rispetto ai quali vado a rappresentare la 

geometria della pala nel piano di proiezione

𝒄

𝒖

𝒘

𝜷

𝜷′

𝛽 ≠ 𝛽′
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Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• All’ingresso, il piano del triangolo di 

velocità è inclinato di un angolo 𝛾 

rispetto al piano di sezione A-A
A

A

𝒄𝒎𝟏

𝜸
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Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• All’ingresso, il piano del triangolo di 

velocità è inclinato di un angolo 𝛾 

rispetto al piano di sezione A-A
A

A

𝒄𝒎𝟏
𝑪𝒎𝟏

′ 𝜸

𝒖𝟏 = 𝒖𝟏
′

𝒘𝟏𝒘𝟏
′

𝒄𝟏
′

𝒄𝟏

𝜷𝟏𝒄

𝜷′𝟏𝒄
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Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

A

A

𝒄𝒎𝟏
𝑪𝒎𝟏

′ 𝜸

𝒖𝟏 = 𝒖𝟏
′

𝒘𝟏𝒘𝟏
′

𝒄𝟏
′

𝒄𝟏

𝜷𝟏𝒄

𝜷′𝟏𝒄

• Tra l’angolo 𝛽1𝑐
 della pala sulla superficie di corrente e l’angolo 𝛽1𝑐

′  proiettato invece sulla 

vista circonferenziale sussiste il seguente legame:

tan 𝛽1𝑐
=

𝐶𝑚1

𝑊𝑢1

 tan 𝛽1𝑐
′ =

𝐶′𝑚1

𝑊𝑢1

tan 𝛽1𝑐

tan 𝛽1𝑐
′ =

𝐶𝑚1

𝑊𝑢1

𝑊𝑢1

𝐶′𝑚1

=
𝐶𝑚1

𝐶′𝑚1

=
𝐶𝑚1

𝐶𝑚1 cos 𝛾 tan 𝛽1𝑐 =
tan 𝛽1𝑐

′

cos 𝛾
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Proiezioni ortogonali di figure piane

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• Nel piano circonferenziale è quindi quotato l’angolo costruttivo 𝜷′𝟏𝒄 e 

non quello del triangolo sul piano di deflusso A

A

𝒄𝒎𝟏
𝑪𝒎𝟏

′ 𝜸
𝑪𝟏

′ 𝑾𝟏
′

𝜷′𝟏𝒄
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Lo scambio energetico: i 

contributi



Ripartizione dello scambio energetico

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

• In assenza di perdite fluidodinamiche (fluido perfetto), il lavoro 
meccanico eseguito dalla girante di una pompa  centrifuga

∆𝐻0= 𝑔ℎ𝑡 = 𝑈2𝐶𝑢2
− 𝑈1𝐶𝑢1

= 𝑔ℎ =
𝑝2 − 𝑝1

𝜌
𝑖𝑑

+
𝐶2

2 − 𝐶1
2

2

è interamente acquisito dal fluido sotto forma di incremento di 
pressione statica Τ∆𝑝 𝜌  e di energia cinetica Τ∆𝐶2 2.

• Per un generico triangolo delle velocità vale:

𝐶2  − 𝐶𝑢
2 = 𝑊2 − 𝑈 − 𝐶𝑢

2 =

da cui:
𝑈 𝐶𝑢 =

𝐶2

2
+

𝑈2 − 𝑊2

2
𝑊2 = 𝐶2 + 𝑈2 − 2𝑈𝐶𝑢

∆𝐻0= 𝑔ℎ𝑡 = 𝑈2𝐶𝑢2
− 𝑈1𝐶𝑢1

𝑪 𝑾

𝑼𝑪𝒖

𝑪𝒎

𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1𝐶𝑢1 =
𝐶2

2 − 𝐶1
2

2
+

𝑈2
2 − 𝑈1

2

2
−

𝑊2
2 − 𝑊1

2

2

∆𝐻0= 𝑔ℎ𝑡 = 𝑔ℎ + 𝑔ℎ𝑟

𝑊2 − 𝑈2 − 𝐶𝑢
2 + 2𝑈𝐶𝑢
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Ripartizione dello scambio energetico

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

𝑝2 − 𝑝1

𝜌
𝑖𝑑

=
𝑈2

2 − 𝑈1
2

2
+

𝑊1
2 − 𝑊2

2

2

 L’incremento di pressione statica attraverso 
la girante dipende da due contributi distinti:

-  Il primo legato all’azione centrifuga della 
girante;

- il secondo legato invece al decelerazione 
della velocità relativa 𝑊  attraverso il 
condotto interpalare registrato 
dall’osservatore che ruota in solido con la 
girante.
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Ripartizione dello scambio energetico
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𝑝2 − 𝑝1

𝜌
𝑖𝑑

=
𝑈2

2 − 𝑈1
2

2
+

𝑊1
2 − 𝑊2

2

2

Effetto centrifugo
• La rotazione in solido del fluido all’interno della 

girante è regolato dall’equazione dell’equilibrio 
radiale:

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 𝜔2𝑟 →  

𝑝2𝑐 − 𝑝1𝑐

𝜌
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟

=
𝑈2

2 − 𝑈1
2

2

Osservatore solidale alla girante
• L’osservatore che ruota in solido con la girante non si accorge dello scambio di energia in 

atto, sicché (fluido perfetto):

𝑝1𝑤

𝜌
+

𝑊1
2

2
=

𝑝2𝑤

𝜌
+

𝑊2
2

2
 →  

𝑝2𝑤 − 𝑝1𝑤

𝜌
=

𝑊1
2 − 𝑊2

2

2
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Ripartizione dello scambio energetico
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 Ne consegue che, a differenza del lavoro 
eseguito dalla girante (∆𝐻0, 𝑔ℎ𝑡), la variazione 
di pressione ∆𝑝 = 𝑝2 −𝑝1  dipende dalla 
densità del fluido.

𝑝2 − 𝑝1

𝜌
𝑖𝑑

=
𝑝2𝑐

− 𝑝1𝑐

𝜌
+

𝑝2𝑤
− 𝑝1𝑤

𝜌
=

𝑈2
2 − 𝑈1

2

2
+

𝑊1
2 − 𝑊2

2

2
 

∆𝐻0= 𝑔ℎ𝑡 = 𝑈2𝐶𝑢2 − 𝑈1𝐶𝑢1

• L’incremento di pressione ∆𝑝 fornito all’aria presente all’interno della pompa è circa 830 
volte inferiore a quello che riceverebbe l’acqua ( Τ𝜌𝑎𝑟𝑖𝑎 𝜌𝑎𝑐𝑞𝑢𝑎 ≈ Τ1 833), a sua volta 

commisurato  alla caratteristica resistente dell’impianto di pompaggio. 

• E’ questa la ragione per la quale le pompe 
centrifughe non sono autoadescanti.
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Domande, Curiosità, Dubbi, Perplessità?

DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA INDUSTRIALE

PROF. ING. ALBERTO BENATO, PH.D.

ASSOCIATE PROFESSOR

TURBOMACHINERY & ENERGY SYSTEMS GROUP

DEPARTMENT OF INDUSTRIAL ENGINEERING - UNIVERSITY OF PADOVA

VIA VENEZIA 1 - 35131 - PADOVA

BLDG. EX DIM - 5TH FLOOR - ROOM 19

TEL. 049 827 6752

MAIL: ALBERTO.BENATO@UNIPD.IT

WEBSITE: RESEARCH.DII.UNIPD.IT/TES/
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