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TEMA ]_

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione

f(@) = log <x2j"2)

(a) Determinare il dominio, il segno, eventuali simmetrie o periodicita ;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f,

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) locale ed assoluto di f,

(d) studiare la concavita e la convessita della funzione e gli eventuali flessi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Soluzione

(a) La funzione ha come dommlo gli z tali che 2% > O ex # 2, cioe D= (—00,0)N (2, +00).

m+2

La funzione & positiva quando -2% =% > 1 cioe quando — 1 > 0 che equivale a > 0 cioe in

(=00, —2) N (2, +00). Non ci sono ne’ simmetrie ne’ perlodlclta.

(b) Calcolo i limiti significativi:

2
lim log < a: ) log 2
Tr——+00 €Xr —
2
lim log ( z ) log 2
T——00 xr— 2
2
lim log ( * )
z—0~ T —2

lim log (22 ) = +

im log | —— | = 400

r—2F & r—2

. Quindi la funzione ha un asintoto orizzontale in y = log 2 sia per x — —+o00 sia per x — —oo ed

ha asintoti verticali per x — 0~ e per x — 2T.

(¢) La funzione & continua e derivabile nel suo dominio. Calcolo la derivata di f:

f,(x):<x—2>((—4) -2

2x x—2)?2 z(x—-2)

Non ci sono punti critici per f cio¢ soluzioni di f'(z) = 0. Inoltre f’(z) < 0 nel dominio
quindi la funzione & strettamente decrescente in (—o0,0) e in (2, 00).



(d) calcoliamo la derivata seconda:

" _ 4(‘7; — 1)
T = G2y

quindi la funzione ¢ concava per x < 0 e convessa per T > 2

Esercizio 2 (8 punti)
Calcolare al variare di o > 0 il limite

3z% sinx

lim 3
z—=0+ 1 —cosx+ 5z

Soluzione 1) Utilizziamo i polinomi di Taylor. Poiché sinz = = + o(x), cosz = 1 — % + o(x?)
il limite equivale a

3 ¢ 3 a+1
i 5 2% (z + o)) = lim 227 5— = lim 6oL,
z—0t % + 0(x2) + 523 x—0+ x z—0+

Quindi il limite e uguale a 0 se @ > 1, ¢ uguale a +00 se a < 1, ¢ uguale a 6 se « = 1,

Esercizio 3 (8 punti)
Calcolare le primitive

/ T sinx
T dx.
o (cosz)?+4
Soluzione Usiamo il cambio di variabile cosz = y. L’integrale diventa
-1 1
1 1
— dy = — dy.
/1 pra /_1y2+4 Y
Poiché 2 4+ 4 > 0, cioe non ha radici reali, ottengo

L | 1 /! 1
—dy=- —— dy.
/_1y2+4 Y 4/_1(y/2)2+1 Y

Con la sostituzione y/2 =t si ottiene che l'integrale & uguale a

1/1/21dt—1 tant |2, = 1 arctan(1/2) — arctan(—1/2) | = arctan(1/2)
5 _1/2 (t)2 T 1 = 9 arctan _1/2 = B arctan arctan = arctan

Esercizio 4 (8 punti)



Esercizio 4 (8 punti)
Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie a termini di segno alternato

o (5s)

Soluzione

. ’ 1 1 . 1 +oo 1
La serie non converge assolutamente perche 3n—5 ~ 3,5 € la serie 3 n=0n

non converge.
Vediamo se converge (semplicemente). Usiamo il criterio di Leibniz: il termine W1—5 tende a 0
se n — +o00 e inoltre 3T175 ¢ una successione decrescente perché e il reciproco di una crescente.

Quindi dal criterio di Leibniz la serie converge.



