ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 30.06.2025 (Terzo appello a.a. 2024-2025)

TEMA 1 Svolgimento

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

) =tog (5 )

X

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Lo studio della convessita non é richiesto.

Svolgimento: (a) : Il dominio é dato dalla soluzione del sistema

—14+z—1/>0
x#0
Per le proprietd del valore assoluto si vede facilmente che il dominio é dato da D={z > 2} | J{z < 0}

I1 segno é determinato dall’argomento del logaritmo e quindi f(z) > 0 per % > 1. Conviene

studiare la disequazione nel caso z > 2 e x < (0. Nel primo caso otteniamo che la funzione é positiva se
22 — 2 + 2 < 0 mai verificata, e quindi per x > 2 la funzione é sempre negativa. In x < 0 otteniamo che
la funzione é positiva se 2 + x < 0 e quindi in 2 € (—1,0) la funzione é positiva. Nel punto 1 = —1 la

funzione si annulla.

La funzione é continua nel suo dominio perché composta da funzioni continue. Non ci sono simmetrie
evidenti.

(b) Vediamo i limiti notevoli. Poiché per z — oo l'ordine di infinito del numeratore é minore di quello del
denominatore otteniamo:

i fla) = o

Per le proprieta del logaritmo, vedere che lim,_ /()

—— = 0 e quindi non ci sono asintoti obliqui.
Si vede facilmente che valgono i seguenti

hmx%?ﬁ f(ZL') = -

1

%) = lim,_,o- log (—5) = 400

meﬁo— f(.%’) = limxﬁo— log (

Quindi z = 0 é asintoto verticale sinistro, mentre x = 2 é asintoto verticale destro. La funzione non é
quindi limitata ne inferiormente ne superiormente.



(c) La funzione é derivabile nel suo dominio. Per x € D otteniamo:

2 22 (segno(z—1))—2x(—1+|z—
f’(:c) _ 71f|$71‘ (segno( 1)3042 (=1+|z—1])

_ x2(segno(z—1))+2z—2z|z—1|
- (—1+|z—1])z?

Notiamo che il denominatore é sempre positivo. Per lo studio del segno del numeratore conviene di nuovo
separare i casi ¥ > 2 e x < 0. Nel caso z > 2 il numeratore é positivo se 22 + 2z — 2z(z — 1) > 0. Si vede
facilmente che ci6 avviene se z € (2,4). Otteniamo quindi che z9 = 4 é punto di massimo relativo stretto.
Nel caso z < 0 il numeratore diventa —x? + 2z — 22(1 — ) > 0 da cui é immediato vedere che questo Yero
per ogni x < 0, in questo intervallo la funzione é percié strettamente monotona crescente.

La funzione non é limitata ne inferiormente ne superiormente.

(d) 11 grafico della funzione segue:

-10 -5

-8

Figure 1: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 1.



zsin®(z— 2)

Esercizio 2 (punti 8) Per ogni a € R sia definita f,(x) = Wi

2a Calcolare f23 fo(z)dx
Svolgimento: Poniamo ¢t = vz? — 4 da cui otteniamo ﬁda: = dt percié:

/fo da:—/ dt =5

2b Studiare la convergenza di f23 fa(x)dx al variare di a € R

Svolgimento: Il punto pericoloso che annulla denominatore ¢ il punto 2. Vediamo andamento asin-
totico dellintegrando per x — 2% (usiamo 2% — 4 = (z + 2)(x — 2))

2(x —2) 1
Ja() ~ T~ 1_
2 —-2)2 (r—2)27¢
uindi lintegrale converge se e solo se 3 —a < 1 cioé a > —1.
2 2

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza di
fk' 2 klo k
" g
k=2

Svolgimento: Essendo una serie a termini positivi possiamo applicare il criteri del rapporto. Abbiamo:

appr DN )Hllog (k+1) (k1) 2 2k R og(k+1)
ar Kl (%) log k k+1 \ k+12 log k
k logk—f—log(l-i—l) 2
Nell’ulti io abbi to il limite notevole li 1— - k—lP'h'Z 11 i
ell’'ultimo passaggio abbiamo usato il limite notevole limy_, o, — T = . Poiché £ < a serie

converge.

Esercizio 4 (punti 8) (programma a.a. 24/25) Si consideri I'equazione differenziale ordinaria

y'(t) —y(t) =t dove t € R

i) Determinare l'integrale generale.

Svolgimento: Per trovare soluzione generale dell’omogenea troviamo le soluzioni dell’equazione z? —

1 = 0. Otteniamo z1\9 = F1 e quindi y,(t) = cret + coet. E facile vedere che y(t) = —t é soluzione
particolare della non omogenea. Quindi I'integrale generale é:

y(t) = cret + coe ™t —t



ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =2, y'(0) = 1.
Svolgimento: Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema:

c1+co=2
61—62—1:1

Risolvendo otteniamo ¢; = 2 e ¢o = 0. Quindi la soluzione del problema di Cauchy é:

y(t) = 2" —t

Esercizio 4 (punti 8) (programma dell’ A.A. < 23/24) Sia

|2+ Re(2)?

A=4{eC i ————M—
e e )

Determinare A e disegnarlo sul piano di Gauss.

Svolgimento: Usiamo la notazione algebrica ponendo z = = + ¢y. Otteniamo quindi la seguente dise-
quazione in ]R?\{0,0}
(22)* +y?
2 +y?+y?
Semplificando otteniamo 222 > 3y? quindi v/2|z| > v/3|y| per le prorietd di simmetria del valore assoluto
si vede facilmente che sul piano di Gauss le soluzioni sono quelle evidenziate in verde nel grafico sotto
riportato
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Figure 2: Soluzioni in € dell’esercizio 1.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e
calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 30.06.2025 (Terzo appello a.a. 2024-2025)

TEMA 2 Svolgimento

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) =log (M)

22
(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie

(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(

c¢) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario); discutere la monotonia
di f e determinare ’estremo inferiore e I’estremo superiore di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Lo studio della convessitd non é richiesto.

Svolgimento: (a) : Il dominio é dato dalla soluzione del sistema

—24]z—-2>0

x#0
Per le proprietd del valore assoluto si vede facilmente che il dominio é dato da D={z > 4} [ J{z < 0}

11 segno é determinato dall’argomento del logaritmo e quindi f(z) > 0 per w > 1. Conviene studiare la disequazione
nel caso ¢ > 4 e x < 0. Nel primo caso otteniamo che la funzione é positiva se > — z + 4 < 0 mai verificata, e quindi per
x > 4 la funzione é sempre negativa. In = < 0 otteniamo che la funzione é positiva se 22 + = < 0 e quindi in = € (-1,0) la
funzione é positiva. Nel punto x1 = —1 la funzione si annulla.

La funzione é continua nel suo dominio perché composta da funzioni continue. Non ci sono simmetrie evidenti.

(b) Vediamo i limiti notevoli. Poiché per x — oo l'ordine di infinito del numeratore é minore di quello del denominatore
otteniamo:

li =—
o f10) =m0
Per le proprietd del logaritmo, vedere che limg_, o) —pe quindi non ci sono asintoti obliqui.

x

Si vede facilmente che valgono i seguenti
lim, 1+ (@) = —o0

s 1 —242—x\ _ 13 1)
lim, - f(z) = lim,_,o- log (Z25=2) =lim, ;- log (—2) = 400

Quindi z = 0 é asintoto verticale sinistro, mentre x = 4 é asintoto verticale destro. La funzione non é quindi limitata ne
inferiormente ne superiormente.

(c¢) La funzione é derivabile nel suo dominio. Per x € D otteniamo:

1‘2 1}2 ] T xr— —2T(— xr—
F(@) = —pity lemote=2) c2a(2tla—2)

_ z?(segno(z—2))+4z—2z|x—2|
- (=2+[z—2])a?

Notiamo che il denominatore é sempre positivo. Per lo studio del segno del numeratore conviene di nuovo separare i casi x > 4
e x < 0. Nel caso x > 4 il numeratore é positivo se 22 + 4z — 2z(z — 2) > 0. Si vede facilmente che cié avviene se x € (4,8).
Otteniamo quindi che 2o = 8 é punto di massimo relativo stretto. Nel caso z < 0 il numeratore diventa —z? +4x —22(2—x) > 0
da cui é immediato vedere che questo Vero per ogni x < 0, in questo intervallo la funzione é percié strettamente monotona
crescente.

La funzione non é limitata ne inferiormente ne superiormente.

(d) Il grafico della funzione segue:
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Figure 3: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 2.

z sin® (z—5)

Va2—25

Esercizio 2 (punti 8) Per ogni a € R sia definita f,(z) =

2a Calcolare f56 fo(z)dx
Svolgimento: Poniamo ¢ = v/x2 — 25 da cui otteniamo L dx = dt percié:

\/z2725
6 V1T
/ fo(x)dmz/ dt =11
5 0

2b Studiare la convergenza di f56 fa(z)dx al variare di a € R

Il punto pericoloso che annulla denominatore é il punto 5. Vediamo andamento asintotico dell’integrando per z — 5T
(usiamo z? — 25 = (x + 5)(x — 5))

5(x —5)® 5
fa(@) ~ ( ) 1= i_
V10(z —5)z  V10(z —2)z~°
Quindi l'integrale converge se e solo se % —a <1 cioé a > —%.

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza di
—+oo k
Sk (%) log? k
k=2

Svolgimento: Essendo una serie a termini positivi possiamo applicare il criteri del rapporto. Abbiamo:

k+1
apgy  RHD(RE)T log?(k+1) 1) (ﬁi)k log? (k41)

= 5 fa 2
a k'(%) log2 k k+1 \ k+1 2 log? k

k+1 log k e

2
_ \/5( ~ L)k (1ogk+1og(1+%)) YT per ko 0o

Nell’ultimo passaggio abbiamo usato il limite notevole limg_, o (1 — %_H) = é Poiché g < 1 la serie converge.

Esercizio 4 (punti 8) (programma a.a. 24/25) Si consideri I'equazione differenziale ordinaria

y'(t) — 2yt) =t dove t € R



i) Determinare 'integrale generale.
Svolgimento: Per trovare soluzione generale dell’omogenea troviamo le soluzioni dell’equazione z? — 2 = 0. Otteniamo

21\2 = +1/2 e quindi y, (t) = cle‘@s +02e7‘/§t. E facile vedere che y(t) = —% é soluzione particolare della non omogenea.
Quindi l'integrale generale é:

V2 V2t

y(t) = cre T coe” —

ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =2, y'(0) = 1.

Svolgimento: Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema:

c1+co=2
\/501—\502—%21

Risolvendo otteniamo ¢; =1 + % eco=1-— %. Quindi la soluzione del problema di Cauchy é:

y(t) = (1+$) oV 4 (1_ 4%) Vet

Esercizio 4 (punti 8) (programma dell’ A.A. < 23/24) Sia

2
A={z€eC : VL(%(,Z)\Q >
|2]? + (Im(2))
Determinare A e disegnarlo sul piano di Gauss.

Svolgimento: Usiamo la notazione algebrica ponendo z =  + 4y. Otteniamo quindi la seguente disequazione in IR*\{0, 0}

(22)° + y?
.’132 + y2 + y2 —

Semplificando otteniamo z® > 5y? quindi |x| > \/5|y| per le prorietd di simmetria del valore assoluto si vede facilmente che
sul piano di Gauss le soluzioni sono quelle evidenziate in verde nel grafico sotto riportato
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Figure 4: Soluzioni in € dell’esercizio 2.



