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TEMA ]_

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f@) = (1+2z)e™

(a) Determinare il dominio, il segno, eventuali simmetrie o periodicita ;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f,

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) locale ed assoluto di f,

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 (8 punti)
Calcolare al variare di o > 0 il limite della successione

) 1 1
lim n® <10g <1 + > — ) .
n—+o00 n n
/xe_3$d:v.

—+o00
/ re 3%dx.
0

Esercizio 3 (8 punti)
1)Calcolare le primitive

2) Calcolare l'integrale generalizzato

Esercizio 4 (8 punti)
Sia
fx,y) = sin(a® + ) — 22° — 2°,

Determinare il dominio di f, calcolare i punti critici e studiarne la natura.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti,

telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti

facoltative vanno fatte dopo aver svolto tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.



Soluzioni

Soluzione esercizio 1 Si consideri la funzione
fl@) = (1 +22)e™

(a) La funzione ¢ ben definita su tutto R, quindi il dominio ¢ R = (—o0, +00).

Infine, dato che e~ > per ogni x, si ha che f(x) > 0 se e solo se 1 + 22 > 0, quindi se e
solo se = > —%. La funzione non presenta simmetrie né periodicita.

(b) Dato che la funzione ¢ definita su tutto R si devono calcolare solo i limiti  — +o00. Per il
confronto tra infiniti si ha che

142
lim (1+ Zx)efzz = lim +2 L0
T—+00 r—+4oco0 %
e analogamente
142
lim (14 21‘)6_:52 = lim +2 S
r——00 r——o0 ¥

La retta y = 0 € asintoto orizzontale sia +o0o che a —oo.

(¢) La funzione ¢ continua in tutto il suo dominio in quanto composizione e somma di funzioni
continue. Calcoliamo la derivata di f:

Fz) = 2e" +(1422)(—22)e " = [24(1422)(=22)]e ™ = [2—22—42%)e " = 2(1—2—222)e *".

La funzione ¢ derivabile su tutto il suo dominio.

Per determinare gli intervalli di monotonia di f, studiamo il segno della funzione f’. Dato
che e=®* > 0 per ogni z, si ha che f/(z) > 0 se e solo se 1 —x — 222 > 0, cioé se e solo se
222 +x — 1 <0, che & verificata se e solo se —1 < z < %

In conclusione la funzione € monotona crescente nell’intervallo ( -1, %) e monotona decrescente
negli intervalli (—oo, —1) e (%, —|—oo). Questo implica che x = —1 & un punto di minimo locale, e

T = % e un punto di massimo locale.

Dato che la funzione ¢ definita su tutto R ed a oo tende a 0, osservando che f(—1) =

—3e ! <0e f(1/2) = 2¢71/%4 > 0, possiamo concludere che z = —1 ¢ un punto di minimo
globale o assoluto, e x = % ¢ un punto di massimo globale o assoluto. Il massimo della funzione
& 2¢7 /% ¢ il minimo della funzione & —3e1.

(d)

4!

Soluzione esercizio 2 Calcolare al variare di o > 0 il limite della successione

1 1
lim n® <log (1 + ) — ) .
n—-+00 n n


Mobile User


Dato che % — 0 per n — 400, possiamo utilizzare il polinomio di Taylor per la funzione
log(1 + z) per x — 0. Abbiamo che

1 1+1 1 11 N 1
o) -l =——==—=40| —=
& n n 2n? n2
e quindi
1 1 1 11 1 1 1 1

Il limite quindi e

1 —% a=2

lim n® <—+0(1)>— -0 a>2
n—-+oo 2

0 a < 2.

Soluzione esercizio 3
1)Calcolare le primitive

/1‘63xd.’£.
Procediamo per parti:

1 1 1 1 1 1
/me_?’md:c = ——e 3% — / ——e ) dr = ——e 3 4 = /e_smda: = ——e - —e T pg
3 3 3 3 3 9

2) Calcolare 'integrale generalizzato
+oo
/ ze 3 dz.
0

Per definizione di integrale generalizzato e ricordando il corollario del teorema fondamentale del
calcolo integrale abbiamo che

/ re 3%dr = lim re 3%dr = lim |——e 3%p — —e7 37
0 M—+o00 Jg M—+o00 3 9 0
1 1 1 1
= lim ——e MM ——e3M 44 20 =2
M—+co 3 9 9 9
dove nel limite abbiamo utilizzato il fatto che limp;_ oo e ™M = 0 e limp;—ioo e MM
limps 400 63% = 0 per confronto tra infiniti.
Soluzione esercizio 4
Sia
flz,y) = sim(m2 + y2) — 222 — 2%

La funzione & definita su tutto R?. Per determinare i punti critici risolviamo il sistema

{81 (sin(z? + y?) — 222 — 2¢%) =

0
Oy (sin(z? + y?) — 222 — 2¢?) =0

2z cos(x? +y?) —4x =0
2y cos(z? +y?) —4y =0



che diventa

2z (cos(z? +y*) —2) =0

2y (cos(z? + y*) — 2) = 0.
Dato che —1 < cos(2? +4?) < 1, cos(z? + y?) — 2 # 0 per ogni , y. Dunque 1'unica soluzione del
sistema ¢ z = 0,y = 0.

L’unico punto critico della funzione ¢ (0,0). Per determinarne la natura calcoliamo ’hessiana
della funzione in (0,0). Abbiamo che

8§xf(ﬂs, y) = 0.2z (cos(x2 + y2) — 2))
8§yf(a:, y) = 0y(2y (cos(ac2 +9?) — 2))
02, f(x,y) = 9,(2x (cos(a? +y%) - 2))

Hf(0,0) = < _02 _02 >

che & una matrice definita negativa, dato che ha autovalore —2 (con molteplicita 2).

2(cos(z? + y?) — 2) — 4% sin(z? + y?)
2(cos(x? + y*) — 2) — 4y?sin(z? + 3?)
—4zysin(z® + y?).

Dunque 'hessiana diventa

Il punto (0,0) & dunque un punto di massimo locale per la funzione.



