ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) = arctan (ﬂ) .

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento: Il dominio é D = {z € R : z # 2}. La funzione é continua in tale dominio perché
composizione di funzioni continue. Calcoliamo i limiti notevoli:

hmm_>2:l: f($) ==+

wolx

limg 400 f(2) £ 5

Quindi la retta y = 7 é asintoto orizzontale destro, la retta y = —7 ¢ asintoto orizzontale sinistro. Nel

punto x = 2 ¢’é una discontinuitd di salto. Ovviamente la funzione positiva per z > 2 e negativa per x < 2.

Per ogni x € % possiamo calcolare la derivata prima

() = (x — 2)sign§< — |z| _ QSig;x i

Lo studio del segno di f’ non presta acuna difficoltd. La funzione cresce per < 0 e decresce per x > 0.

Vediamo gli attacchi di f' in x =0
1
lim f/(z) =¥~
lim fi(w) = F3

Quindi 0 é un punto angoloso di max relativo stretto. Si vede anche facilmente che sup f = 5 mentre

inf f = —7. Non ci sono punti di min e max assoluti.

Il grafico della funzione segue:
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Figure 1: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 1.

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

= (loga + 2)*

K2+ 3

=

=2

Svolgimento: Studiamo inizialmente la convergenza assoluta della serie usando il criterio del rapporto:

1 2 k+1 k2 3
lim @11 = lim [loga + 2] + = |loga + 2|
k—soo |ag| k—oo (k4 1)2+3 |loga + 2|
Quindi se |loga + 2| < 1, cioé a € (Z,1) la serie converge assolutamente. Mentre per {0 < a < 51U
€ e €

{a > %} la serie non converge. Per i punti a = e% ea= % ¢é sufficiente osservare che in entrambi i casi si
ha |ag| ~ 1%2 e quindi anche in questi punti abbiamo convergenza assoluta (e quindi semplice).

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di a > 0:

log(1 — ax — x?) +sinz

lim
z—0+ coshz —1

Svolgimento: Si ottiene facilmente che per x — 0% coshz — 1 ~ %2 Usando gli sviluppi di Mc Laurin
per il numeratore otteniamo

2

to(a?) +z=2(l - a)—a? (1 + ‘12) +o(z?)

(ax + 2?)?

log(1 — az — z%) +sinz = (—ax — 2%) — 5

Quindi Per @ > 1 1l limite diverge a —oo, per a < 1 il limite diverge a +0o0 mentre per o = 1 converge a
—3.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(z) co8 e

= m al variare di o € IR.
sinz +x

i) Calcolare /2 fo(x) dz.
0



ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di o € RR.
0

Svolgimento: Poniamo 2sinz + 1 =t da cui 2cosxdx = dt . Sostituendo I'integrale diventa

1 3dt 1
~ [ == Clog3
2/1 t 2%

Per la convergenza notiamo che I'unico punto pericoloso per la funzione integranda é x = 0. Quindi usiamo

il criterio asintotico per x — 07. Si vede immediatamente che f,(x) ~ ﬁ Quindi per o < 1 abbiamo

falz) ~ :% e quindi l'integrale converge. Per a > 1 abbiamo f,(x) ~ i e quindi l'integrale diverge,

[e%
o . 1 e s 19e .
mentre per a = 1 abbiamo f,(7) ~ 5. e quindi I'integrale ancora diverge.
Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e
calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

2 2 nt1 " " . 3 2b o x2ntl 2n+2
log(l—i—x)——az—?—i—?—i—---—&—(—l) ;—i—o(m ), sm(m)——m—g—&—ﬁ—&—---—i—(—l) on l)l—l—o(ac )
22 xt n 2" ont1
cos(m)—l—?—i—z—i— +(-1) @n)! + o(x )



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) = arctan (2|‘T|> .

— T

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento: Il dominio é D = {z € R : z # 2}. La funzione é continua in tale dominio perché
composizione di funzioni continue. Calcoliamo i limiti notevoli:

lim, o+ f(l') - :Fg

limg 400 f(x) + %

Quindi la retta y = 7 é asintoto orizzontale sinistro, la retta y = —7 ¢ asintoto orizzontale destro. Nel

punto x = 2 ¢’é una discontinuitd di salto. Ovviamente la funzione positiva per z < 2 e negativa per x > 2.
Per ogni x € % possiamo calcolare la derivata prima
(2 —x)signx + |z| 2signx

!/
f (SU) 1+ (2f2‘r)2 (2 _ l’)2 _|_1;2

Lo studio del segno di f’ non presta alcuna difficoltd. La funzione decresce per x < 0 e cresce per z > 0.
Vediamo gli attacchi di f' in x =0
1
lim f'(z) = +=
z—0F f ( ) 2

Quindi 0 é un punto angoloso di min relativo stretto. Si vede anche facilmente che sup f = 7 mentre

inf f = —F. Non ci sono punti di min e max assoluti.

Il grafico della funzione segue:
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Figure 2: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 2.

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

+oo (loga + 3)*

k242

MM

Svolgimento: Studiamo inizialmente la convergenza assoluta della serie usando il criterio del rapporto:

laka| _ . |loga+3[FH k2 42
11m = 11m
k—oo |ag] k—oo (k4 1)2+2 |loga + 3|*

= |loga + 3|

Qumdl se |loga + 3| < 1, cioé a € (614, e2) la serie converge assolutamente. Mentre per {O <a< & } U
{a> } la serie non converge. Per i punti a = 14 ea= 1 é sufficiente osservare che in entrambi i casi si
ha \ak\ kQ e quindi anche in questi punti abblamo convergenza assoluta (e quindi semplice).

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di o > 0:

log(1 — az — 2?) +sinhx

lim
20+ cosx — 1

Svolgimento: Si ottiene facilmente che per z — 0 cosx — 1 ~ —%2. Usando gli sviluppi di Mc Laurin per
il numeratore otteniamo

(az + 2%)?

log(1 — ax — x?) +sinhz = (—ax — 2?) — 5

+o(z?) + = z(1 — o) — 2 <1 + O;) + o(z?)

Quindi Per a > 1 1l limite diverge a 400, per a < 1 il limite diverge a —co mentre per = 1 converge a 3.

S
Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(x) = BT ) variare di o € IR.
sinx + 2z¢

i) Calcolare /2 fo(x) dx
0



ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di o € RR.
0

Svolgimento: Poniamo sinx + 2 =t da cui cosxdx = dt . Sostituendo 'integrale diventa

/3dt | 3
— = log —.
D

Per la convergenza notiamo che I'unico punto pericoloso per la funzione integranda é x = 0. Quindi usiamo

il criterio asintotico per x — 0T. Si vede immediatamente che f,(x) ~ ﬁ Quindi per a < 1 abbiamo

falz) ~ 2%& e quindi l'integrale converge. Per a > 1 abbiamo f,(z) ~ % e quindi l'integrale diverge,

. . 1 e s 19e .
mentre per a = 1 abbiamo f,(7) ~ 5. e quindi I'integrale ancora diverge.
Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e
calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

2 3

T T " x T T
log(1 —r— ()T n i =g e (—1)™ 2n+2
og(l4+z) == 7 T3t +(-1) ” +o(z"), sin(z) =z Tt +(=1) (2n+1)1+0(“ )
‘7"2 134 n :L,Qn 2n+1
cos(m)—l—?-i-z-i- +(-1) @n)! +o(x )



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) = arctan (3"“) .

— T

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento: Il dominio é D = {z € R : z # 3}. La funzione é continua in tale dominio perché
composizione di funzioni continue. Calcoliamo i limiti notevoli:

hmx—>3i f(ﬂj) = :F%

Quindi la retta y = 7 é asintoto orizzontale sinistro, la retta y = —7 ¢ asintoto orizzontale destro. Nel

punto x = 3 ¢’é una discontinuita di salto. Ovviamente la funzione positiva per z < 3 e negativa per x > 3.

Per ogni z € % possiamo calcolare la derivata prima

() = (3— x)signf + |z _ 3sig2nx i
1+ 7(3:5)2 B—x)+=x

Lo studio del segno di f’ non presta alcuna difficoltd. La funzione decresce per x < 0 e cresce per z > 0.

Vediamo gli attacchi di f/ in z =0
1
lim f/(z) =+~
e F @) =23

Quindi 0 ¢ un punto angoloso di min relativo stretto. Si vede anche facilmente che sup f = 7 mentre
s

inf f = —7. Non ci sono punti di min e max assoluti.

Il grafico della funzione segue:



1o

05F

05}

Figure 3: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 3.

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

+OO (loga + 4)*

k241

MM

Svolgimento: Studiamo inizialmente la convergenza assoluta della serie usando il criterio del rapporto:

laka| _ . [loga+4[F k241
im = lim
k—oo |ag|  k=oo (K+1)24+1 |loga+ 4[F

= |loga + 4|

Quindi se |loga + 4| < 1, cioé a € (815, 3) la serie converge assolutamente. Mentre per {0 <a< L } U

{a > 3} la serie non converge. Per i punti a = 1 ea= 1 ¢ sufficiente osservare che in entrambi i C&Sl si

ha |ag| ~ 2 e quindi anche in questi punti abblamo Convergenza assoluta (e quindi semplice).

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di a > 0:

log(1 + az + x?) — sinz
lim .
z—0t 1 — coshz

Svolgimento: Si ottiene facilmente che per z — 0% 1 —coshz ~ —%2. Usando gli sviluppi di Mc Laurin
per il numeratore otteniamo

(ax + 22)?

5 +o(2?) —z = z(a— 1) + 22 <1—O;2>+0(x2)

log(1 + ax + 2?) —sinz = (ax + 2?) —

Quindi Per o > 1 1l limite diverge a —oo, per a < 1 il limite diverge a +00 mentre per o = 1 converge a
—1.

x
Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(x) = W—fﬁ al variare di € IR.



i) Calcolare /2 fo(x) dx.
0
ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dx al variare di @ € R.
0
Svolgimento: Poniamo e 4+ 1 =t da cui e®dx = dt . Sostituendo l'integrale diventa

—1
% T

/1+e% dt 1 +cb
2

Per la convergenza notiamo che I'unico punto pericoloso per la funzione integranda é x = 0. Quindi usiamo
il criterio asintotico per  — 0%. Si vede immediatamente che f,(z) ~ Hﬁ Quindi per a < 1 abbiamo
falz) ~ 2%& e quindi 'integrale converge. Per a > 1 abbiamo f,(z) ~ % e quindi l'integrale diverge,
mentre per a = 1 abbiamo f,(x) ~ i e quindi l'integrale ancora diverge.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e
calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

2 3 n 3 5 2n+1
= r T i n : _._r T\ T 2n+2
log(l+2z)=z— 3 + 3—0— +(-1) n—|—o(m ), sin(z) == 3!+5!+ +(-1) (2n+1)!+0(1: )
@ n " 2n+41
cos(z) =1— 5 + ol +-- 4+ (-1 ! + o(x )



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) = arctan (f_'g) .

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento: Il dominio é D = {z € R : z # 3}. La funzione é continua in tale dominio perché
composizione di funzioni continue. Calcoliamo i limiti notevoli:

hmx—>3i f(ﬂj) = i%

limg 400 f(2) £ 5

Quindi la retta y = 7 é asintoto orizzontale destro, la retta y = —7 ¢ asintoto orizzontale sinistro. Nel

punto x = 3 ¢’é una discontinuitd di salto. Ovviamente la funzione positiva per z > 3 e negativa per x < 3.

Per ogni z € % possiamo calcolare la derivata prima

— 3)signx — |z| 3signx
INC: -

Lo studio del segno di f’ non presta alcuna difficoltd. La funzione cresce per < 0 e decresce per z > 0.

Vediamo gli attacchi di f/ in z =0
1
lim f'(z) = 2
Jim, f(z) = F35

uindi 0 é un punto angoloso di max relativo stretto. Si vede anche facilmente che su = I mentre
D g p 5

inf f = —7. Non ci sono punti di min e max assoluti.

Il grafico della funzione segue:
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Figure 4: abbozzo del grafico della funzione dell’esercizio 4.

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

+oo (loga + 1)*

k244

MM

Svolgimento: Studiamo inizialmente la convergenza assoluta della serie usando il criterio del rapporto:

. agga| o [loga+ 1M B2+ 4
lim = lim
k—soo |ag| k—oo (k+1)2+4 |loga + 1|

= |loga + 1|

Quindi se |loga+1| < 1, cioé a € (e%, 1) la serie converge assolutamente. Mentre per {0 < a < e%}u{a > 1}
la serie non converge. Per i punti a = e% e a = 1 é sufficiente osservare che in entrambi i casi si ha |ag| ~ 7z
e quindi anche in questi punti abbiamo convergenza assoluta (e quindi semplice).

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di a > 0:

. log(1+ ax + x?) —sinhx
lim .
z—0F 1—cosz

Svolgimento: Si ottiene facilmente che per x — 0T 1 — cosz ~ % Usando gli sviluppi di Mc Laurin
per il numeratore otteniamo

(ax + 22)?

log(1 + ax + 2?) —sinhz = (ax + 2?) — 5

+o0(2?) —z = z(a— 1) + 22 <1 - Oi) + o(z?)

Quindi Per o > 1 1l limite diverge a 4+o00, per v < 1 il limite diverge a —oo mentre per o = 1 converge a 1.

sinz
Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(x) = [T ——— al variare di o € IR.
—COST +

i) Calcolare /2 fo(x) dx
0



ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di o € RR.
0

Svolgimento: Poniamo 2 — cosx =t da cui sinxdx = dt . Sostituendo integrale diventa

2
dt
/ — =log2.
1t

Per la convergenza notiamo che I'unico punto pericoloso per la funzione integranda é x = 0. Quindi usiamo

il criterio asintotico per  — 0. Si vede immediatamente che fo(z) ~ — j"’r . Quindi per o < 2 abbiamo
L xa

2
Ja(z) ~ 25 = ﬁ e quindi l'integrale converge. Per av > 2 abbiamo f,(x) ~ % e quindi I'integrale diverge,
mentre per a = 2 abbiamo f,(z) ~ 3% e quindi I'integrale ancora diverge.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che e scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e
calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

LEQ LUS n+1$n n . x3 .T5 n $2"+1 Int2

og(l 4a) = = 5+ T 4o (C)" Fola”), sin(a) = = G4 e (1) gy o™
2 4 Lz -
cos(z) =1— Sttt (-1) @n)! +o(x )



