
f : DCIR" -R f(x,y)

Derivate parziali di f

per calcolarlof( ,y) = E(X , y)=(x+h

,
y) - f(x,y)

tug y fisso
Come fosse we

parametro) e

fylxy)=of(x , y) =
tr fy-fye devivo rispetto a x

h- 0 h
↓

per calcolarlo fisso X (lo considero

un parametro a devivo rispetto a y.



Esy = lg(x+ yz - 2)
D = G(x , y) X+y21 > 03 = estero della

cinconferenza di
autro (0 ,0) e raggio

& *+
2
=2



f(x , y)= (4 -1)
D =4(xy)130Y

(y)=
(2x + 0 + 0)=-1

f(x , y)-y2y
· (0 + 22 + 0) = <

X2ty2
del DOMINIO

PUNTI CRITICI : plativin cui si annullano

contemporaneamente le due derivate parsiali

[E &= (0
,0) &D

Non E' punto
- CRITICO

2
-

1
= 0
-



f(x , y) =eg(1)u la pli critici
Cioè non ha candidati pti di massimo

o milileo -> NON ha PUNTI DI MASSIMO

o MINIMO)

x2+ y2 -1 = 1
x + yz = 2-



f(x ,y) = ausin (2-* -y)
u

d D = 41 -x+ y2 233
-
- 122 - y) -y21 -3 ---- Unicale

e

I
- (x])=: (0 -2x+0) -2x

y (x , y) =E i
: (0 + 0 - 2y) = 0



S-
t
punti critici sonoi (i : -3)
(x ,y) = 4x +3y =

0

[st(x , y) = 3x -3y = 0



Per capire lanatura"dei ptr critici
studio le derivate seconde

Coe se ipti critici sono pt di
massivoe di minined

f : DEIR-ID f'(x) f"(x) = (f'(x)))
f :DIR - IR
↓
no 2 derivate parziali( , y),y)
Che sono ancora funzioni di 2 variatili



EXy) come funzione di 2 laval

e la devivo ma volta rispetto alleI X e una volta rispetto alla y

PERIVATA SECONDA

(Exf(x ,y))= f(x , y) dif fatte
C volte rispetto

QX

(f(x , y))= f(xy) deviata
seconda di

f fatta
la pia

volta rispetto a X e

la seconda rispetto a y



=f(x , y) = 2x2 +3xy - y3

(x, y)= (x +3y

(y)= ((x ,y) = 4 . 1 + 0 = 4
T

y)=f(x ,y) =0



(X , y) come funzione di 2 vanabli la
devivo una volta rispetto alla

X e una volta rispetto↓ alla y derivate seconda

I dif fatte

((X , y)) =x priva rispetto ay
e poi rispetto ax

(f(x , y) = f(xy deivateseconda di

- fatte 2 velte

rispetto a y-



Ho 2 deviate pime (derivata rispetto

a x e derivata rispetto a y)

e derivate seconde

Q derivata fatta 2 valte rispetto a X
tenendo y Costante

② derivateprina rispetto a x e pri

[ Il rispetto 3③ derivata fatte pino_speltoa y e por

itax
⑭ derivata fatta 2 valte rispetto a y-



Se f è Regolare (continua e le sue derivate

parziali sono continue e le sue derivate

! seconde sono continue)

(xy)= fly
~ -

(per fare le derivate seconde
,
adive in mi

derico non è importante)Sir
vorre

-

en deivate seconde sono "3".



③ f(x , y) = 2x +3xxy - y

of(x ,y) = 3 -3

(xy)(xy) =3

(xy) = 0-3y =-by
= cf(xy



MATRICE delle derivate SECONDE

↓ (MATRICE HESSIANA)
matrice 2x2

, SIMMETRICA (1 f e galare)

Hf(x ,y)=
f(x ,y) f(x ,y)
mI Ef(xy Eyyf(x ,(a)

(= f(x, y)



matrice Ressono in (X0
,y ED

f(x0 ,yo) (
=

Hf(xa , 90) = I(vyf(x,y)(
se fisso (0 .y) +D Hf(X0

, yo) è una

matrice 212 , Limmetrica, a coefficienti
-

aliade
ce è simmetrica ha 2 AUTOVALORI
-

RALL (possono anche coincidere



Def
-

Diremo che

① Hf(x , yo) la matrice Cessiona in (x0 ,y0)t)

è POSITIVA se ha 2 autovalori positivi

② Hf(X0 ,Yo) è Negativa se la 2 autoval-

negativi

③ Hf(xo
, yo) e indefinita se ha 1 autorale

positivo e una negativo

④ Hf(X ,yo) e Degenere se um autovalore

o entrambi sono 0.



Come deterino il segno degli
autovalori per uno motrice

2x2 , simmetrico ?

a
,
b

,
c EIR

H = (a) X
1, X2 AUTOVALORI

determinante H = ab-c = prodotto DEGL

AUTOVALORI
ab - c = Xi . X2



1) se det H = ab-r =0 -> almeno uno

degli autooori 0 e H è

DEGENERE

2) c det H =ab-c = Xix20 -
allora 1

,
10120

X
,30 x20

IIINDEFINITA
(un autocolare positivo e altro è negato

3) se det H = ab- ch = X
,
+210

X
,+250 mpositiva oppone negativa
N
,
x20



H = (ii)
traccia matrice = sonuma della

/ diagonale principale
=
atb

= somma degli autovalori
Hese det#bo] XL0= PostI

se det H = ab-c > 0

+ H = a +b0]X1 , +0 = HeNEGATIVA
.



Es f(y , y)= 2x +3xy - y3 Ef(x ,y)=xx +3y

G(y ,y)= 3x-3
3Hf(x ,y)=y F(xy)I 3 - Sy(xf(x,y) f(X , y)

calcolo matrice hessava vi poti critici
(0 , 0) (51 -3)

43
det Hf(0

,0) =

3 ( ↓ = 4 .0 - 3 .3 = -9

O INDEFINITA
X
, 101230



He(i --5) (2)
=(3)

det Hf( ,-=. - 3 .3 = 10 -=9)0

tr Hf( 1 -3) = 4 +20
(He(1-) e Positivaautola i)



teriodell'HESSIANA

f : DEI
2
-R regolare (continua ,

con derivate

parziali prime e seconde coutre) .

CayedUn pro Critico dif Ico ,ya= 0 Sf(x ,yo= O

2)Sehanno
e

(X0 ,Yo) è punto di MINIMO Locale



2) se Hf(xo ,yo) e negativa (due autovalori

regativi -co det H30 etrHc0)
allora (Xo,40) è un plo di Massimo Locale

3) se HqXo ,yo) è indefinità (un autoolou

positivo e uno regativo - det Hc0)
allora (xayo e un plo di SELLA (ne
di max ne di minima

4) se Hf (xo ,40) è degenereHo anterio non

da informazioni



es dipto di SELLA

f(x ,y) = x2- yz E (x
,y) = 2x = 0

(x,y)=2
= 0

unico pto critico è 10
,0)

20 autovalorisono
H8(0 ,0) = ( o - 2( 2 - 2

i
INDEFINA



asq(x ,y)=xy
- y3 #ypticritici 10 . 0) (13)

Mapositiva
~ MINIMO LOCE



Es#= (xx22-1)
LIR f(x ,y) = 0

(xy)=2y -4).o +0

(xy)=+2y
- 1) . (0+y +0

& (x , y) = ((x+2yz 1)E Ef(x , y)=y(x2+2yz- 1)



Cerco i punte critici

(41)(21) =0- 1 =0
-

8y(xz +2y- 1) =0

(y=0
↳ (0 + 2y21) =03

xX+y- 1 = 0
Punti critici sono 10

,0) a tutt ipti
(X , y) Che risolvono X2 + 2 y=z=0



f(x, y) = (x +2y- 1)2

#,y)20 e f(x ,y) =0E)X +2y- 1 = 0

-

pri elisce
toth . i plant critici
che soddisfano+-10
sono Luth PUNTI DI MINIMO ASSOLUTO

(perche la funzione è positiva dappertutto e
zeo solo su quei punte



Studio la natura di (0
.
0).

mi calcolo l'hestano

(x , y) = [x(ty- 1) It f(0,0)=(
f(x , y)=y( +2y2 - 1)↓

f(xy f(x , y)

Hf(X , y) = G
+4(2x +0+0 #(0 + (y+0)
+4 . 0 -(2 . 0) 4 .0 (20)( 4x . (0 + 4y+0) 8 . (xxy2 - 1) +y.(0

Ef(xy



autovalori sonoHf10
,
% = )-0-8) -4e - 8

d
regativi

↓
Hf10 , 0) è negativa a per il niterio

Hesheva (0 ,0) è punto DI MASSIMO

Locale.

70 10 +0

Y



E f(x ,y) = eg((1) + yz - 2yx

P = ((x ,y) + (r2x2 1303 =

=((x ,y)tIR X31 oppois Xc-1]

#



f(x , y) =(-1) + y- 21y

(x , y)= 2x +-2
f(xy) = 2-

[
2



[
+2)

= 0 Sy = X y = X

G [x =2
x=v

x = -12

y-
V

Ez

e soluzioni

sonole punti
D=3(x ,y) X 10]

( 5, -2) +D] CRITIC



f(y ,y) = lg(x- 1) +yz -2xy

= ·
(xy)=2x

He(X ,y)=J -2)



Hf(X , y)=-I
- 2 2

(
4 - 2 - 8

2 .2 - 2 - 4 .2 - 2

) = ( - 2 2
( =

det H = - 6 . 2

= (
- 6

-

2
- (-2)())

-22 =
- 12 - 4 =- 16



Hf(V
,
V2) e indefiente (detHco)

(E,2) è pto di SELLA

I
- 2

HEGE, -2)=(
(-5
,
-2) è pro di SELLA



Es f(x)=X
. (3x-yz)

D= IR2

(x , y)=3x- y)+
= ex . [6x -2yz+3)(xy)= (0-2y)=y

anco pri critici EX. (6x -2yz+3) = 0
20EX E#2= 0 =y = 0



Sx(6x
-(yz+3) =00/(6x +0 +3) = 022( 2y) = 0 - y=0u

22x30X (6x+3 =0(x= -E
y =0 y = 0

L'unico plo critico è (-E , %)

Hf(x , y) =I
283x(6x-2y'+3) + 22x .6284(zy)282X . ( -2y) E (-2)



28x(6x -2y +3) + 2246 2924 . (-2y)
Hf(x , y) = ( 2EY(- 2y) (2x ( -2) (
H7)++ 25 ! 0

u

( S2! O E' ( - 2)

6
.- matrice indefinita

↓= Get) (20 e prod
SELLA


