ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 12.02.2024

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(z) =log (e'z + % |z| + 1)
(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie;
Poich el*l + $]z| +1> 1 per ogni z € R vale
Dom f =R e f(z)>0 VzelR.

Inoltre f(z) = f(—=z), cio f pari.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

1
lim el + 3 |z| +1 = 400 quindi lim f(x)= +o0.

T—r—+00 T—+00
Dato che f pari vale lim,_,_o f(x) = 400.

Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

! 1
lim @ = lim log (e$+§$+1) = lim log (em (1"‘6%-1-@7))
r—+0co I T—+00 T 25-F00 "
log(e”) +1log (1+ & + &
= lim Og(e ) Og( € e ) =1
T—+00 T

poich
. T 1
i o (14 5 ) =0

grazie alla gerarchia degli infiniti e la continuit della funzione log.

Analogamente
lim f(x) —2z= lim log(e”) + log 14—1—%i —x=0
T——+00 r——+00 eT eT
quindi ¥y = x asintoto obliquo di f per x — +oo. Poich f pari, y = —x asintoto obliquo di f per
T — —00.

(c) calcolare la derivata e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f continua e derivabile in IR\ {0} perch somma e composizione di funzioni derivabili e per
x > 0 vale
e’ + %

/!
T) = ———F".
/(@) ef”+%a:+1



Figure 1: Grafico di f

Quindi grazie alla gerarchia degli infiniti lim,_, 1o f'(z) = 1, inoltre vale

3
li ! = —.
Dato che f pari, f’ dispari, quindi
3
lim f'(x) = —°.
A S =g

Quindi f non derivabile in z = 0 e pi precisamente ha un punto angoloso in x = 0.

Dato che f’(z) > 0 per ogni x > 0 la funzione f crescente in (0,+00). Essendo pari, f quindi
decrescente in (—00,0). Dato che f continua in 0, deduciamo che f ha un punto di minimo globale in 0
con valore f(0) = log2 = inf f. Grazie al teorema di Fermat concludiamo che non ci sono altri massimi e
minimi relativi, infine sup f = 400 perch lim,_, o f(x) = +oc.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f. Vedere Figura 1.

Esercizio 2 (punti 8) Determinare in campo complesso le soluzioni di
24 (40 —2v3)2% — (44 4V3i) =0,

scriverle in forma esponenziale o trigonometrica e disegnarle sul piano di Gauss.

Avendo un’equazione di quarto grado, otterremo 4 soluzioni contate con la loro molteplicit. Poniamo

w = z?: in questo modo w soddisfa ’equazione di secondo grado

w? 4 (4 — 2V3)w — (4 +4V3i) = 0

Le due soluzioni wi e wy di questa equazione sono date dalla nota formula

w __b+§1 o w _—b-f—fz
YT o >7 T 2a
dove &1 e & = —&; sono le due soluzioni di €2 = b? — 4ac. Nel nostro caso abbiamo a = 1,b = 4i — 2V/3,¢ =

—(4 4 4/3i) quindi
b? — dac = (4 — 2V/3)% + 4(4 + 4V/3i) = 12.



Im(z)

0.0 - 4 Re(z)

Figure 2: Soluzioni in €

In particolare abbiamo & = V12 = 2v/3 e & = —2v/3, e quindi

_2\/3—42i+2\/§_2(\/§_i)’ _2@—4;—2\/3_

w1 w2 —21.

Le quattro soluzioni dell’equazione saranno le due radici z; e zo di wy e le due radici z3 e z4 di wo: per

determinare le radici di wy osserviamo che

lwi| =1/ (2V3)2 + (2)2 = 4 e Arg(wy) = arctan <—\}§> = —%,

Inoltre
|we| =2 e Arg(wg) = — =,
quindi
i s T
z3 = V2e 't =2 (cos <_Z> + 2s1n (——)) =1—-1
e

3 3 3
Z4 = —23 = \@6’37 =2 <cos (I) + 7sin <I>> =—1+i.

Tutte le radici hanno molteplicit 1.

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

i’f n® (cosh (%) — 1)

n=3

3logn — arctann

Osserviamo che la serie ha termini definitivamente positivi, in particolare la convergenza e la conver-

genza assoluta sono equivalenti. Dallo sviluppo del coseno iperbolico abbiamo che

1 11 1
h(=—)-1~: -
o8 <2n> 2 (2n)2 ~ 8n?’




inoltre dato che arctann — 7, il denominatore asintotico a 3logn. Quindi
n® (cosh (ﬁ) - 1) n®—2

tn = 3logn —arctann  24logn’

Dal teorema del confronto asintotico con le serie campione deduciamo che > >°

n—1 Gn converge se a —2 < —1
cio per a < 1 e diverge a +o0o se a —2 > —1 cio se a > 1.

Esercizio 4 (punti 8)
(a) Calcolare I'integrale

1
/ |z|v 22 + 5 dx.
-1
Poich f(x) = |z|vVaz? +5 pari vale f_ll f(x)dx =2 fol f(z)dx. Quindi, ponendo y = 2% + 5 otteniamo
1 1 6 9 6 2
/ lz|Va? +5de = 2/ zvVx? +5dx :/ Vydy = {Byg] =3 (6% — 5%) .
-1 0 5 y=5
(b) Studiare la convergenza di

+o0 1 -~
/ arctan <a> . (\/x + 5)a ! dxr pera € R.
2

T

La funzione f(x) = arctan (m%) - (Vz +5) “~1 continua in [2,+00) quindi l'integrale un integrale in

senso improprio solo per z — +o0.
Per ogni a € IR vale

(\/x 5)%4 ~ ' per x — +o0.

Mentre
) I% if a >0,
arctan <a:a> ~¢h ifa=0, per x — +00
5 ifa <0,

dove nel primo caso abbiamo usato il comportamento asintotico di arctan(y) per y — 0. Quindi

a—4

xrz ¢ ifa>0,
f(z) ~ gnz% ifa=0, per x — +00.
gfcaT_zl if a <0,

Dal teorema del confronto asintotico con le funzioni campione deduciamo che

e se a > 0 l'integrale converge se inoltre %‘4 —a < —1 cio se a > —2. Quindi l'integrale converge per
ogni a > 0.

e se a < 0 l'integrale converge se inoltre “2;4 < —1 cio se a < 2. Quindi 'integrale converge per ogni
a<0.

In conclusione l'integrale converge per ogni a € R.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

1
arctan(z) =z — gx?’ + o(z*),

cosh(z) =1+ %wQ + %x‘l + o(z").



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 12.02.2024

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(x) =log (26'37' + |z| + 1>

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie;

Poich 2¢l*l + |z| + 1 > 1 per ogni z € R vale
Domf=R e f(z) >0 Vzel.

Inoltre f(z) = f(—z), cio f pari.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
lim 2e 4+ |z] +1 =400 quindi lim f(z)= +o0.
T—+00 T—+00
Dato che f pari vale lim,_, o f(x) = +o0.

Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

x X -z 1
lim f(fE)_ lim 10g(2€ +SC—|-1) 1Og<6 (2+51+el))

—r = = lim
r—+o00 I T—+00 xT T—400 x

log(e®) 4+ log (2+ & + L

oy s Hlog 2+ F+5)
T—+400 €T
poich
. T 1

xgrfoolog <2 + p + €z> = log 2

grazie alla gerarchia degli infiniti e la continuit della funzione log.

Analogamente

T—r+00 Tr—r+00

1
lim f(z)—2z= lim log(e”:)—l-log;(?—l—;—l—em)—leog?

quindi y = « + log2 asintoto obliquo di f per z — 4o00. Poich f pari, y = —x + log2 asintoto obliquo
di f per x — —o0.

(c) calcolare la derivata e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f continua e derivabile in R\ {0} perch somma e composizione di funzioni derivabili e per

x > 0 vale
2e’ +1

/ —_
f(x)_Qeg”Jr x+1



Figure 3: Grafico di f

Quindi grazie alla gerarchia degli infiniti lim,_,~ f'(z) = 1, inoltre vale

lim f'(z) = 1.

z—0t

Dato che f pari, f’ dispari, quindi
lim f(z) = —1.

rz—0~

Quindi f non derivabile in 2 = 0 e pi precisamente ha un punto angoloso in z = 0. Dato che f’(x) > 0 per
ogni x > 0 la funzione f crescente in (0, +00). Essendo pari, f quindi decrescente in (—o0,0). Dato che f
continua in 0, deduciamo che f ha un punto di minimo globale in 0 con valore f(0) = log3 = inf f. Grazie
al teorema di Fermat concludiamo che non ci sono altri massimi e minimi relativi, infine sup f = 400 perch

limg 400 f(2) = +00.
(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 3.

Esercizio 2 (punti 8) Determinare in campo complesso le soluzioni di
A4 (20— V3)22 —(14iV3) =0

scriverle in forma esponenziale o trigonometrica e e disegnarle sul piano di Gauss.

Avendo un’equazione di quarto grado, otterremo 4 soluzioni contate con la loro molteplicit. Poniamo

w = z?: in questo modo w soddisfa I’equazione di secondo grado

w? + (2 —V3)w — (14iV3) =0

Le due soluzioni wi e wy di questa equazione sono date dalla nota formula

—b+& —b+ &
wy, = y (§ wo =
2a 2a
dove & e & = —¢&; sono le due soluzioni di €2 = b — 4ac. Nel nostro caso abbiamo a = 1,b = 2i —/3,¢ =

—1 — v/3i quindi
b? — dac = (2i — V3)* +4(1 + V3i) = 3.



Im(z)

Figure 4: Soluzioni in €

In particolare abbiamo & = v/3 e & = —/3, e quindi

VB-2itVB_ g VB-2-3
Ty TV e

w1 = — —
Le quattro soluzioni dell’equazione saranno le due radici z; e 2o di wy e le due radici 23 e z4 di wo: per

determinare le radici di wy osserviamo che

1 T
—V3+1=2 A = arctan | ——= | = ——
|w | + e rg(wy) = arctan < \/§> G’
quindi
= \@e_il% = \/§<cos (—1) + 7sin (—1)> €2 = —21 = \/ﬁei% = \/§ cos H—W + isin H—W
te - 12 12 2T - 12 12 ))
Inoltre .
wal=1 e Arg(w) = 2,
quindi
1
23 =¢€ "1 = (cos (—%) + isin (——)) = —2(1 —1)
e

u=-z=c1 = cos s + isin 37 :L(—l—l—i)
’ 4 4 2 ‘

Tutte le radici hanno molteplicit 1.

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

£ 0 (1 cos ()

= 2logn + arctann




Osserviamo che la serie ha termini definitivamente positivi, in particolare la convergenza e la conver-
genza assoluta sono equivalenti. Dallo sviluppo del coseno abbiamo che

1 — cos L pio_ 1
3n 2 (3n)2  18n?’

inoltre dato che arctann — 7, il denominatore asintotico a 2logn. Quindi

_n? (1 — cos (%)) ne—2

" 2logn +arctann  36logn’

Dal teorema del confronto asintotico con le serie campione deduciamo che Y 7 | a,, converge se a —2 < —1
cio per a < 1 e diverge a +oo se a —2 > —1 cio se a > 1.

Esercizio 4 (punti 8)
(a) Calcolare 'integrale

2
/ |z|v 22 + 4 dx.
-2

Poich f(x) = |z|vVz? +4 pari vale fi f(x)dr =2 f02 f(z) dx. Quindi, ponendo y = x? + 4 otteniamo

2 2 8 8
2 2
/ x|\/:1627+4dx:2/ xvx2—|—4dac:/ Vydy = [31/ ] :§<8%—4%).
—2 0 4

y=4

[N

(b) Studiare la convergenza di
too —a—3
/ arctan (z%) - (Vo + 4) dr peracR.
2

La funzione f(z) = arctan (z%) - (v + 4) ~*~% continua in [2, +00) quindi 'integrale un integrale in
senso improprio solo per x — +o0.

Per ogni a € IR vale
—a— —a—3
(\/x 4) “ 3~m 2 per x — +o0.

Mentre
5 ifa >0,
arctan (z%) ~ ¢ & if a =0, per x — 400
% ifa <0,

dove nel terzo caso abbiamo usato il comportamento asintotico di arctan(y) per y — 0. Quindi

—a—3 .
-xT 2 if a >0,

s
2
—a—3
flx)~q 527z ifa=0, per x — +00.
—a—3
-2 % ifa <0,

Dal teorema del confronto asintotico con le funzioni campione deduciamo che

—a—3

e se a > 0 l'integrale converge se inoltre =5 < —1 cio se a > —1. Quindi l'integrale converge per

a>0

e se a < 0 l'integrale converge se inoltre _"“2_3 4+ a < —1 cio se a < 1. Quindi I'integrale converge per

ogni a < 0. In conclusione l'integrale converge per ogni a € RR.




Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.
1
arctan(z) = x — §x3 + o(z"),
12

1 5
cos(z) =1— 5 + ﬂx4 + o(z?).



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 12.02.2024

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(x) =log (e‘ml + 2|x| + 1>

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie;

Poich el®l + 2|z| + 1 > 1 per ogni z € R vale
Domf=R e f(z) >0 Vzel.

Inoltre f(z) = f(—z), cio f pari.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
lim el + 22| +1 =400 quindi lim f(z)= +oo.
T—400 T—+00
Dato che f pari vale lim,_, o f(x) = +o0.

Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

xT €T Qﬁ L
lim f(IE)_ lim log(e +2‘T+1) log(e (1+61+ez))

—r = = lim
r—+00 I T—r+00 xT T—r+00 €T
log(e®) 4+ log (1 + 2 + L
= lim g(c?) g( £ £ ) =1
T—r—+00 x
poich
. 2z 1

(120 1) o

grazie alla gerarchia degli infiniti e la continuit della funzione log.
Analogamente
lim f(e) -2 = lim log(e”) +log (1+ %+~ ) —2=0
x%nlloo v T xﬁlrjloo ogle 8 et et T

quindi y = x asintoto obliquo di f per x — +oo. Poich f pari, y = —x asintoto obliquo di f per
T — —OQ.

(c) calcolare la derivata e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f continua e derivabile in R\ {0} perch somma e composizione di funzioni derivabili e per
x> 0 vale
e’ +2

/ —_
f(x)_ex+2x+1'



Figure 5: Grafico di f

Quindi grazie alla gerarchia degli infiniti lim, 4 f/(z) = 1, inoltre vale

3
lim f'(z) = 2.
Dato che f pari, f’ dispari, quindi
3
lim f'(x) = —2.
Jim 1) ==

Quindi f non derivabile in z = 0 e pi precisamente ha un punto angoloso in z = 0. Dato che f’(x) > 0 per
ogni & > 0 la funzione f crescente in (0, +00). Essendo pari, f quindi decrescente in (—o0,0). Dato che f
continua in 0, deduciamo che f ha un punto di minimo globale in 0 con valore f(0) =log2 = inf f. Grazie
al teorema di Fermat concludiamo che non ci sono altri massimi e minimi relativi, infine sup f = 400 perch
limg 4 o0 f(2) = +00.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Vedere Figura 5.

Esercizio 2 (punti 8) Determinare in campo complesso le soluzioni di
A (2V3 -4 — (4V3i+4) =0

scriverle in forma esponenziale o trigonometrica e e disegnarle sul piano di Gauss.

Avendo un’equazione di quarto grado, otterremo 4 soluzioni contate con la loro molteplicit. Poniamo

w = z?: in questo modo w soddisfa ’equazione di secondo grado

w? + (2V3 — 4i)w — (44 4v/3i) = 0

Le due soluzioni wy e wy di questa equazione sono date dalla nota formula

w __b+§1 o w _—b-f—fz
L™ T 27 g
dove &1 e & = —&; sono le due soluzioni di €2 = b — 4ac. Nel nostro caso abbiamo a = 1,b = 2v/3 —4i,c =

—(4 + 4+/3i) quindi
b2 — dac = (2V3 — 4i)? + 4(4 + 4V/3i) = 12.



Im(z)

“; Re(z)

10 -05 00 05 10
Figure 6: Soluzioni in €

In particolare abbiamo & = V12 = 2v/3 e & = —2v/3, e quindi
4i—2v/342V3
5 =

w1 =

Rk S NP

Qi, w2 5

Le quattro soluzioni dell’equazione saranno le due radici z1 e zo di w1 e le due radici z3 e z4 di ws: per
determinare le radici di wy osserviamo che

T
lwy| = 2 e Arg(wy) = 5
quindi
s ™ .. ™ .
2 =V2e'T =2 (cos <Z> + isin (Z)) =141
’ 5 5
29 = —21 = \@ei%r =2 <COS <Z> + 7sin <Z>> =—1—1q.
Inoltre
lwa| =1/ (2V3)2 + (2)2 =4 e Arg(ws) = arctan _ 1 +7= 5—7T,
V3 6
quindi
=211 =2 ) tisin (X
73 =2e"12 =2 cos | o5 18 D
e

7m 7 7
2y = —23 = 2”15 = 2 <— cos <172T> + isin (—;27)) .

Tutte le radici hanno molteplicit 1.

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

IX po (1 — cos (%))

= 3logn — arctann




Osserviamo che la serie ha termini definitivamente positivi, in particolare la convergenza e la conver-
genza assoluta sono equivalenti. Dallo sviluppo del coseno abbiamo che

1 1 1 1 1
—cos|— | ~<= =—

2n 2 (2n)2  8n?’
inoltre dato che arctann — 7, il denominatore asintotico a 3logn. Quindi

n (1 — cos (%)) no—2
an = ~

~ 3logn —arctann  24logn’

Dal teorema del confronto asintotico con le serie campione deduciamo che > >°

n—1 an converge se a —2 < —1
cio per a < 1 e diverge a 400 se a —2 > —1 cio se a > 1.

Esercizio 4 (punti 8)
(a) Calcolare I'integrale

1
/ |z|v/ 22 + 3dx.
-1

Poich f(z) = |z|Va? 4+ 3 pari vale f_ll f(z)dx =2 fol f(x) dz. Quindi, ponendo y = 22 + 3 otteniamo

1 1 4 9 414 9
/ :c|\/:1327+3dx:2/ x\/x2+3dx:/ Vydy = [yg] :f<4%—3%).
—1 0 3 y:3

3 3

(b) Studiare la convergenza di
+eo 1 a—4
/ arctan <a> . (\/x + 3) dxr pera € R.
2 X

La funzione f(z) = arctan (%) - (v 3)a_4 continua in [2, +00) quindi l'integrale un integrale in

z%
senso improprio solo per x — +oc.

Per ogni a € IR vale

Mentre
) x% if a >0,
arctan (a:a> ~¢h ifa=0, per x — +00
5 ifa<O,

dove nel primo caso abbiamo usato il comportamento asintotico di arctan(y) per y — 0. Quindi

a—4
rz ¢ ifa>0,

f(z) ~ g'x% ifa=0, per x — —+00.
T2 ifa<0,

Dal teorema del confronto asintotico con le funzioni campione deduciamo che
e se a > 0 l'integrale converge se inoltre ‘12;4 —a < —1 cio se a > —2. Quindi l'integrale converge per
ogni a > 0.
e se a < ( l'integrale converge se inoltre ‘12;4 < —1 cio se a < 2. Quindi I'integrale converge per ogni
a<0.



In conclusione 'integrale converge per ogni a € IR.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo ciod che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

1
arctan(z) = x — gars + o(z"),

1 1
cos(z) =1— 51:2 + ﬂm‘l + o(z”).
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Appello del 12.02.2024

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(x)—log *26 +\x|—i—1

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie;

Poich %6'“3' +|z|+1>1 per ogni x € R vale
Dom f =R e f(z)>0 VzelR.

Inoltre f(z) = f(—=z), cio f pari.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

1
lim 3 el 4]z +1 =400 quindi lim f(x)= +o0.

T—r—+00 T—+00
Dato che f pari vale lim,_,_o f(x) = 400.

Cerchiamo eventuali asintoti obliqui:

fm L@ _ g gGe et log (e” (3 + 2 + %))

= = lim
r—+o0 T z—+00 x T—+00 x
log(e®) + log (3 + % + %
— lim g( ) g (2 e [3 ) -1
T—+00 xT

poich
) 1 2z 1 1
lim log<+ex+ez>:log2:—log2

z—+00 2
grazie alla gerarchia degli infiniti e la continuit della funzione log.

Analogamente

1 1
lim f(z)—z= lim log(e®)+ log ( + x +

T —+00 T —+00 2 e’ e*

)—x:—logQ

quindi y = x — log2 asintoto obliquo di f per x — +o0o. Poich f pari, y = —x — log2 asintoto obliquo
di f per x — —o0.

(c) calcolare la derivata e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f continua e derivabile in IR\ {0} perch somma e composizione di funzioni derivabili e per
x > 0 vale
% e’ +1

!
Tr)=+—"———.
@ =i



Figure 7: Grafico di f

Quindi grazie alla gerarchia degli infiniti lim,_, 1o f'(z) = 1, inoltre vale

3
li "(z) = =.
Jim f(z) = 3
Dato che f pari, f/ dispari, quindi
3
li "(2) = —=.
Jm ) = =3

Quindi f non derivabile in z = 0 e pi precisamente ha un punto angoloso in x = 0. Dato che f'(x) > 0 per
ogni x > 0 la funzione f crescente in (0, +00). Essendo pari, f quindi decrescente in (—o0,0). Dato che f
continua in 0, deduciamo che f ha un punto di minimo globale in 0 con valore f(0) = log % = inf f. Grazie
al teorema di Fermat concludiamo che non ci sono altri massimi e minimi relativi, infine sup f = +oo perch

lim, 100 f(2) = +00.
(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 7.

Esercizio 2 (punti 8) Determinare in campo complesso le soluzioni di
A+ (V3-20)22 — (iV3+1)=0

scriverle in forma esponenziale o trigonometrica e e disegnarle sul piano di Gauss.

Avendo un’equazione di quarto grado, otterremo 4 soluzioni contate con la loro molteplicit. Poniamo

w = z%: in questo modo w soddisfa I’equazione di secondo grado

w? + (V3 —=2i)w— (1+iV3) =0

Le due soluzioni wy e wy di questa equazione sono date dalla nota formula

w b+ & o w b+ &
1™ g 2T g
dove &1 e & = —¢& sono le due soluzioni di €2 = b — 4ac. Nel nostro caso abbiamo a = 1,b = /3 — 2i,¢c =

—1 — v/3i quindi
b2 — dac = (V3 — 20)? +4(1 + V3i) = 3.



Im(z)

0.0 1 Re(z)

0.5 [I_I[I 0.5
Figure 8: Soluzioni in €

In particolare abbiamo & = /3 e & = —/3, e quindi
2i — /3 3 2i — -3
i—V3+v3 i \g V3 i V3.

wlzf:’b’ ’U]Q:

Le quattro soluzioni dell’equazione saranno le due radici z1 e zo di wy e le due radici z3 e z4 di wo: per
determinare le radici di wy osserviamo che

lw1] =1 e Arg(wy) = =

quindi
= = (cos () isin (7)) = sty esa = =1 = o = (cos () s ( ) = 510
Inoltre
lwa| = V3 +1=2 e Arg(ws) = arctan < > =
quindi
o () v ()
[§]

2= —23=1\2'0 —\f<cos(—i;r>+isin<—g>>.

Tutte le radici hanno molteplicit 1.

Esercizio 3 (punti 8) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € IR

% pe (cosh (%) — 1)
nz:l 2logn + arctann




Osserviamo che la serie ha termini positivi, in particolare la convergenza e la convergenza assoluta sono
equivalenti. Dallo sviluppo del coseno iperbolico abbiamo che

1 1 1 1
cosh| — | -1~ = —7,
3n 2 (3n)?2  18n?

inoltre dato che arctann — 7, il denominatore asintotico a 2logn. Quindi

_n? (cosh (?%n) — 1) no—2

n —

2logn + arctann  36logn’

o0

Dal teorema del confronto asintotico con le serie campione deduciamo che )" >° | a, converge se a —2 < —1

cio per a < 1 e diverge a +oose a —2 > —1 ciose a > 1.

Esercizio 4 (punti 8)
(a) Calcolare 'integrale

2
/ |z|v 22 + 2dx.
-2

Poich f(z) = |z|Va? 4+ 2 pari vale fEQ f(z)dx = 2f02 f(x) dz. Quindi, ponendo y = 22 + 2 otteniamo

2 2 6 9 416 9
/ $|\/$27—|-2de2/ xx/x2+2dx:/ Vydy = {33/3] 27(6%—2%).
-2 0 2 y=2

3

(b) Studiare la convergenza di
Feo —a—4
/ arctan (z%) - (Va + 2) dr peracIR.
2

La funzione f(z) = arctan (z%) - (v + 2) ! continua in [2,4+00) quindi l'integrale un integrale in
senso improprio solo per x — +o0.

Per ogni a € IR vale

Mentre
T ifa>0,
arctan (z%) ~ ¢ % if a =0, per x — 400
xz* ifa <0,

dove nel terzo caso abbiamo usato il comportamento asintotico di arctan(y) per y — 0. Quindi

—a—4 .
5rx 2 if a >0,
—a—4
fla)~S G277 ifa=0, per x — +00.
—a—4
x—z % ifa <0,

Dal teorema del confronto asintotico con le funzioni campione deduciamo che

—a—4

e se a > 0 l'integrale converge se inoltre =5— < —1 cio se a > —2. Quindi l'integrale converge per

ogni a >0

7“274 +a < —1 cio se a < 2. Quindi l'integrale converge per

e se a < 0 l'integrale converge se inoltre
ogni a < 0.
In conclusione 'integrale converge per ogni a € IR.



Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

arctan(z) =z — %x?’ + o(z"),

cosh(z) =1+ %xQ + ix‘l + o(z").



