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Osservazioni

@ Nei modelli visti finora, che importanza ha avuto la disciplina
di coda? Quando & stato necessario assumere FIFO?

© Nei modelli visti finora, se si considerano discipline della coda
che non dipendono dai tempi di servizio (FIFO, LIFO, SIRO):
- il diagramma degli stati e delle transizioni non dipende dalla
particolare disciplina scelta
le distribuzioni di N e N, sono invarianti rispetto alla disciplina
- L, Ly, W, W, sono invarianti (per M/G/1, il nostro calcolo di
W utilizza FIFO, ma la formula finale ottenuta & generale)
- cambiano, invece, le distribuzioni di W e di W,
- Var( WF/FO) < Var( Ws//qo) < Var( WL/FO)
© Consideriamo sistemi di code in cui i clienti sono suddivisi in
classi con diversa priorita:
- priorita preemptive /| nonpreemptive
- preemptive-resume | preemptive-repeat
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Sistema M/G/1 a priorita nonpreemptive

- r classi di clienti: la classe 1 ha priorita piu alta, ..., la classe r
priorita piu bassa

- priorita nonpreemptive

- disciplina di tipo FIFO all'interno di ciascuna classe

- processo degli arrivi di Poisson per ogni classe k, tasso Ak

- tempi di servizio generali:
v.a. Sk per classe k, con distribuzione fs, (s),
media E[Sk] = 1/ux, momento di secondo grado E[SZ] noti

- capacita infinita della coda per ogni classe
- definiamo Pk = /\k/,uk
- il sistema ha un tasso di utilizzo p = p1 +p2+ ...+ pr

- supponiamo per ora p < 1, quindi tutte le classi raggiungono
lo stato stazionario
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Sistema di code con r classi di priorita

AN, X X
>\2 — X X X
Necl % Servizio
e — o X X X
)\7 EEEm— >< X
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M/G/1 a priorita nonpreemptive:

tempo medio atteso in coda da un cliente di classe k

In condizioni stazionarie,

k k—1

—_ — 1 1

qu:W0+ E *Lq,‘f‘ E *M, (1)
i Hi i— M

dove:

W, =tempo rimanente per completare il servizio del cliente che
sta occupando il servente quando arriva il nuovo cliente di classe k

Ly = numero medio di clienti di classe i che sono gia in coda
nellistante in cui arriva il nuovo cliente di classe k

M; = numero medio di clienti di classe i che arrivano mentre il
nuovo cliente di classe k € in coda
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... calcoli (1)

Dall'incidenza casuale, supponendo noto che nellistante di arrivo
del nuovo cliente il servente stia servendo un cliente di classe i:

2 g2
o) = ey = "5

In condizioni stazionarie, la probabilita che il servente sia occupato
con un cliente di classe i € p;:

_ ! = pi- iE[S? "\ - E[S?
Wo = 3" - (Woliy = 32 P HEST _ 52 AEIST
i=1 i=1 i=1

Lo = XNi- Wy (3)
M = N\i- W (4)

prof.ssa Carla De Francesco Code con priorita



. calcoli (2)

Usando (2), (3) e (4), la (1) diventa:

k—1 k—1

qu—WO+ZPqu/+quZP/—W0+ZP/Wq/+quZP/
i=1 i=1 i=1 i=1

e ricavando Wg:

L W k=1 W
We = O+Z’f1 Pi%a per k=1,...r (5)
1‘2/:1 Pi

Risolvendo (5) ricorsivamente per k = 1, k = 2, ... si ottiene:

Wo

er k=1,...r
A-—a)d-a) F

dove a=0 e a=3r,p
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M/G/1 a priorita nonpreemptive:

tempo medio atteso in coda da un cliente di classe k

Alla fine, il tempo medio di attesa in coda di un cliente di classe k
in condizioni stazionarie & dato dalla

Wo

W = (1—a1)(1 — a)

dove a =0, a=Xr, p
_ 1
W, = 2;)\/ - E[S?]

- Dipende solo da media e varianza di S;, non da f5(s)

- La condizione p < 1 assicura che tutte le classi di clienti
raggiungano lo stato stazionario

- Seinvece p1 +pa2+ ...+ pp <1< py+p2+...+ pps1 per
qualche p, solo le classi 1, ..., p raggiungono lo stato
stazionario (la formula per W va modificata di conseguenza)
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M/G/1 a priorita nonpreemptive:

formula di Little

La formula di Little & ancora applicabile, ma facendo riferimento ad
ogni singola classe.

Numero medio di clienti della classe k in coda =
Tempo medio trascorso nel sistema da un cliente di classe k =

— — 1
Wk = qu + —
Lk
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M/G/1 a priorita nonpreemptive:

costo minimo del tempo trascorso nel sistema (1)

Cx = costo per ogni unita di tempo che un cliente di classe k
spende nel sistema

Problema: assegnare le priorita in modo da minimizzare il costo
atteso C (per unita di tempo) del tempo totale che tutti i clienti
spendono nel sistema, calcolato dalla

r r r
C:ZCi-L/:ZCi‘pi+ZCi')\i'qu
i=1 i=1 i=1

ottenuta sapendo che L; = \i W, = X\i(Wqi + 1/ 1)

Soluzione:
Per ogni classe calcolare il rapporto fx = cx/E[Sk] = Ckpik
Dare priorita piu alta alle classi con f; piu alto
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M/G/1 a priorita nonpreemptive:

costo minimo del tempo trascorso nel sistema (2)

Teorema (senza dim):

Per minimizzare il costo atteso C bisogna assegnare le priorita
secondo i rapporti fx: piu alto il rapporto, piu alta la priorita della
classe.

Intuitivamente, questo significa servire prima i clienti della classe
con ¢ piu alto e con tempo medio di servizio piu basso.

Corollario:

Per minimizzare il tempo totale trascorso nel sistema da tutti i
clienti (ck = 1 per ogni k), assegnare le priorita secondo i tempi
medi di servizio, per ogni classe di clienti: piu basso il tempo
medio di servizio, piu alta la priorita della classe:

SEPT = disciplina di coda Shortest Expected Time First
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M/M/1 a priorita preemptive

@ M/M/1 con r classi di clienti a priorita preemptive

@ tutti i clienti hanno lo stesso tasso di servizio

@ preemptive-resume = preemptive-repeat per la mancanza di
memoria della distribuzione esponenziale dei tempi di servizio

Si pud dimostrare che il tempo medio trascorso nel sistema da un
cliente di classe k € dato dalla formula

W — 1/
W= G a )= a)

doveax=>"%.p e a=0

per k=1,...,r
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