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Esercizi risolti sulle condizioni di complementarieta primale-duale

Esercizio 1. Dato il problema

min 201 —  I9
S.t. T + 2.7}2 Z 7
200 — X9 > —6
—35131 + 2232 Z 8
T s i) Z 0

applicare le condizioni di complementarieta primale-duale per verificare se la soluzione
[x1, x9] = [0, 6] & ottima.

SOLUZIONE
Per verificare se la soluzione proposta e ottima dobbiamo verificare che sia una soluzione
primale ammissibile e che sia possibile trovare una soluzione del problema duale che sia

1.

ammissibile e in scarti complementari con la soluzione primale data.

Verifica dell’ammaissibilita primale della soluzione data:
r1+20,=0+2-6=12>7 (OK)

200 —x9=2-0—6=—6 > —6 (OK)

—311+ 25 =-3-0+2-6=12> 8 (OK)
z1=02>0,29 =6 >0 (domini OK)

Passaggio al duale:

max Tu; — 6us + 8us
s.t. U + 2U2 - 3U3 S 2
2U1 — Uy + 2U3 S —1
U o, U , uz > 0

Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale:
o u(x;+2x9—7) =0 — u1(5) =0 — uy = 0 (prima condizione);

o uy(2x; —x9+6) =0 — uz(0) =0 — // (non ¢ possibile dedurre alcuna condizione
di complementarieta su us);

o uz(—3xy + 229 — 8) — uz(4) = 0 — ug = 0 (seconda condizione).

o (u; +2ug — 3uz — 2)x; = 0 — (ug + 2ug — 3uz —2) -0 =0 — // (non ¢ possibile
dedurre alcuna condizione di complementarieta sul primo vincolo duale);

o (2uy —us+2uz+1)xe =0— (2u —ug +2uz3+1)-6 =0 — 2u; — us + 2uzg = —1
(terza condizione).
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4. Sistema di equazioni per l'tmposizione delle condizioni di complementarieta primale
duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita duale:

u; =0 (cepd) u; =0
uz =0 (ccpd) = ¢ us =1
2uy — ug + 2uz = —1 (ccpd) ug =0

5. Verifica ammassibilita duale:
la soluzione duale trovatas:

e soddisfa i vincoli di dominio (uy, ug, uz > 0);

e soddisfa i due vincoli duali (u; + 2uy — 3uz = 2 < 2, 2u; — ug + 2uz3 = —1 < —1);

6. Conclusioni:
Abbiamo a disposizione una soluzione primale x e una soluzione duale u tali che:

e r ¢ ammissibile primale (come da verifica);
e v ¢ ammissibile duale (come da verifica);
e 1 e u sono in scarti complementari (per costruzione).

Pertanto, le due soluzioni sono ottime per i rispettivi problemi primale e duale.

[Per verifica, i valori delle funzioni obiettivo sono uguali: 227 —xs = —6 e Tu; —6uy+8uz =
—6, il ché verifica il Corollario 2 della dualita (all’ottimo, i valori delle funzioni obiettivo
primale e duale coincidono).]
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Esercizio 2. Dato il problema

max To + I3
s.t. —xr1 — X9 + 2z3 < 1
=211 + @ < 2
21’2 2 -3
211 4+ x3 = 2
1 libera
T9 Z 0
T3 S 0

enunciare le condizioni di complementarieta primale-duale ed applicarle per verificare se
la soluzione [x1, z9, 23] = [1,4,0] ¢ ottima.

SOLUZIONE

Prima di tutto, come richiesto, enunciare le condizioni complementarieta primale-duale,
ad esempio fissando una forma per il problema primale [vedi, nelle dispense sulla du-
alita, I’enunciato del Teorema 5 e, in particolare, le successive osservazioni sull’estensione
delle condizioni ai singoli vincoli]. Qui sottolineiamo che le condizioni includono anche
'ammissibilita delle soluzioni primale e duale.

Procediamo con la verifica dell’ottimalita della soluzione data per il problema di program-
magzione lineare proposto.

1. Verifica dell’ammissibilita primale della soluzione data:
—ZL’1—$2+2I3:—1—4+2'0:—5§ 1 (OK)
—2r1+my=—-2-1+4=2<2(0K)
2ry =2-4 =8> -3 (OK)

201 +x3=2-140=2 (OK)
ro =42> 0,23 =0 <0 (domini OK)

2. Passaggio al duale:

min Uy + 2uy — 3uz + 2uy
st. —u; — 2uy + 2uy = 0
—u1 +  us + 2us > 1
2uq + ug <1
U, U > 0
us S 0
Uy libera

3. Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale:
o ui(—xr1 —x9+2x3—1)=0—= u(—6) =0 — uy = 0 (prima condizione);

o uy(—2x1+1x9—2) =0 — u3(0) =0 — // (non ¢ possibile dedurre alcuna condizione
di complementarieta su us);
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e u3(2x9+3) =0 — uz(1l) = 0 — uzg = 0 (seconda condizione);

e il quarto vincolo primale e di uguaglianza: non ci sono da imporre condizioni di
complementarieta con la relativa variabile duale uy (la condizione uy(2x14+23—2) = 0
e diretta conseguenza dell’ammissibilita primale).

e [l primo vincolo duale ¢ di uguaglianza: non ci sono da imporre condizioni di com-
plementarieta con la relativa variabile z; (la condizione (—u; —2us+2us—0)x; =0 &
diretta conseguenza dell’ammissibilita duale; infatti, I’equazione —u; —2us+2uy = 0
sard comunque da considerare come condizione di ammissibilita duale');

o (—uptus+2us— 1) =0—= (—ug +us+2u3—1)-4=0— —uy +us+2uz—1=0
(terza condizione);
° (2u1+u4—1)x3:0—>(2u1+u4—1)0:0—>//

4. Sistema di equaziont per l'imposizione delle condizioni di complementarieta primale
duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita duale:

u =0 (cepd) u =0
us =0 (cepd) ug =1
—uy +us +2uz =1 (ccpd) - uz =0
—uy — 2ug + 2uy = 0 (ammiss. duale) us =1

5. Verifica ammassibilita duale:
la soluzione duale trovata:

e soddisfa i tre vincoli duali (—uy —2us+2uy =0, —ug +us+2uz =1> 1, 2uy +uy =
1<1);

e soddisfa i vincoli di dominio (u1,us > 0, ug < 0,uy libera).

6. Conclusioni:

Abbiamo a disposizione una soluzione primale x e una soluzione duale u tali che:
e z ¢ ammissibile primale (come da verifica);
e u ¢ ammissibile duale (come da costruzione e da verifica);

e 1 ¢ u sono in scarti complementari (per costruzione).

1Se si considerano erroneamente le condizioni di complementarietd per questo vincolo duale, avendo
x1 # 0, si inserirebbe comunque questo vincolo tra le condizioni utilizzate al punto successivo per deter-
minare una opportuna soluzione duale, ma il procedimento non e corretto.
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Pertanto, le due soluzioni sono ottime per i rispettivi problemi primale e duale.

[Per verifica, i valori delle funzioni obiettivo sono uguali: xo4x3 = 4 e uy+2us—3uz+2uy =
4, il ché verifica il Corollario 2 della dualita (all’ottimo, i valori delle funzioni obiettivo
primale e duale coincidono).]
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Esercizio 3. Dato il problema

min 2x; + 29 + 3

st. —x1 — X9 4+ 223 + x4 > 1
-] + i) — 23}4 < 2
21’2 + T3 = =3
T, ry > 0
i) S 0
T3 libera

applicare le condizioni di complementarieta primale-duale per verificare se la soluzione
[x1, T2, x3, 4] = (0,0, —3,7] & ottima.

SOLUZIONE

Per verificare se la soluzione proposta e ottima dobbiamo verificare che sia una soluzione
primale ammissibile e che sia possibile trovare una soluzione del problema duale che sia
ammissibile e in scarti complementari con la soluzione primale data.

1. Verifica dell’ammissibilita primale della soluzione data:
—$1+ZE2—2$4:O+0—2'7:—14§2 (OK)
200+ 23 =0—3 = -3 (OK)
1 =0>0,20=0<0,24 =7 >0 (domini OK)

2. Passaggio al duale:

max u; + 2us — 3us
st. —up —  u < 2
—u; -+ U + 2U3 Z 1
2U1 —f- Uz = ]_
Uy — 2U2 S 0
Uy Z 0
(%) S 0
U3 libera

3. Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale:
(] ul(—$1—$2+2$3+$4—1) :O—>U1<O> :O—>//,
o uy(—x1+x9 — 214 —2) =0 = uz(—16) = 0 — up = 0 (prima condizione);

e il terzo vincolo primale e di uguaglianza, quindi non ci sono da imporre condizioni
di complementarieta con la variabile duale us (che ¢ libera), visto che la condizione
uz(2x2 + x3 + 3) = 0 deriva dall’ammissibilita primale.
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o (—uy—upy—2)r1=0—(—u; —uy—2)-0=0—//

° (—u1+u2+2u3—1)$2:0—>(—u1+u2+2u3—1)020—)//

il terzo vincolo duale ¢ di uguaglianza: non ci sono da imporre condizioni di com-
plementarieta con x3 (ma ricordiamo che 2u; +u3 = 1 € condizione di ammissibilita
duale da imporre tra le equazioni del sistema, e dalla quale deriva la condizione
(2U1 + us — 1)1’3 = 0),

(up —2us — 0)xy = 0 — (ug — 2uz) - 7=0 — u; — 2uy = 0 (seconda condizione).

4. Sistema di equaziont per l'imposizione delle condizioni di complementarieta primale
duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita duale:

uy =0 (cepd) up =0
uy —2uy =0 (cepd) =< u=0
2uy +uz =1 (ammiss. duale) us =1

5. Verifica ammissibilita duale:
la soluzione duale trovata:

e soddisfa i quattro vincoli duali (—u; — ug < 2, —uy + ug + 2u3z > 1, 2uy + uz = 1,
Uy — 2U2 S 0),

e soddisfa i vincoli di dominio (u; > 0, us < 0, ug libera).
6. Conclusioni:
Abbiamo a disposizione una soluzione primale = e una soluzione duale u tali che:
e z ¢ ammissibile primale (come da verifica);
e u ¢ ammissibile duale (come da costruzione e da verifica);
e 1 e u sono in scarti complementari (per costruzione).

Pertanto, le due soluzioni sono ottime per i rispettivi problemi primale e duale.

[Per verifica, i valori delle funzioni obiettivo sono uguali: 221 — 29 + 23 = —3 e uy + 2uy —
3us = —3, il ché verifica il Corollario 2 della dualita (all’ottimo, i valori delle funzioni
obiettivo primale e duale coincidono).]
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Esercizio 4. Dato il problema

max rT — i)
s.t. o < 1
2.731 + T S 5
—x1 — 3z = 10
r1 + X > =2
T Z 0
To libera

applicare le condizioni di complementarieta primale-duale per verificare se la soluzione
(1, x9] = [2, —4] & ottima.

SOLUZIONE

Per verificare se la soluzione proposta e ottima dobbiamo verificare che sia una soluzione
primale ammissibile e che sia possibile trovare una soluzione del problema duale che sia
ammissibile e in scarti complementari con la soluzione primale data.

1. Verifica dell’ammissibilita primale della soluzione data:
e = —4 <1 (OK)
201 +29=2-2—-4=0<5 (OK)
-1 — 39 =—2—3-(—4) =10 (OK)
I1+$2:2—4:—22 —2 (OK)
1 =2 >0 (domini OK)

2. Passaggio al duale:

min w; + dSus + 10us — 2uy
s.t. 2U2 — us + Uy Z 1
Uy + Uy — 3U3 + Uy = — 1
U, Uy > 0
U3 libera
Uy S 0

3. Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale:
o u(ra—1)=0— u(—5) =0 — u; = 0 (prima condizione);
o uy(2x; + 29 —5) =0 — uz(—5) = 0 — up = 0 (seconda condizione);

e il terzo vincolo primale e di uguaglianza, quindi non ci sono da imporre condizioni di
complementarieta con la variabile duale ug. In altre parole, la condizione ug(—z1 —
3x) = 0 vale per ammissibilita primale;

o uy(x;+x2+2)=0—uy(0)=0—//
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o 2uy—ugtus—1)r;=0— Quy—uz+us—1)-2=0— 2uy —uz +uyg = 1 (terza
condizione);

e il secondo vincolo duale ¢ di uguaglianza, quindi non ci sono da imporre condizioni
di complementarieta con z5. In altre parole, la condizione (u; +us —3ug+us+1) =0
deriva dall’ammissibilita duale.

4. Sistema di equazioni per l'imposizione delle condizioni di complementarieta primale
duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita duale:

up =0 (ccpd) up =0 up =0
Uy =0 (ccpd) Uy =0 Uy =0
2ug —ug +uy = 1 (ccpd) = Uz = uy — 1 = us =1
uy + ug — 3uz +uy = —1 (ammiss. duale) ug=3(ug —1)—1 Uy = 2
5. Verifica ammissibilita duale:
la soluzione duale trovata:
e soddisfa i due vincoli duali (2uy — ug + uy > 1, ug + ug — 3ug + uy = —1);

e non soddisfa i vincoli di dominio (uy,us > 0, ug libera, uy > 0, invece dovremmo
avere uy < 0).

6. Conclusioni:

La soluzione trovata ¢ 'unica soluzione del sistema di cui al punto 4 e, quindi, I'unica che
soddisfa i vincoli duali di uguaglianza e che ¢ in scarti complementari con la soluzione pri-
male data. Tale soluzione pero non € ammissibile per il problema duale. Pertanto non
¢ possibile trovare nessuna soluzione ammissibile duale che sia in scarti complementari
con la soluzione primale data, che, quindi, non & ottima (ricordiamo che le condizioni di
complementarieta primale-duale, che comprendono ’ammissibilita primale e duale, sono
condizioni necessarie oltre che sufficienti).
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Esercizio 5. Dato il problema

max 2
s.t. I
21‘1
£y
£
x1

-

+ +

X2
X2
)

21‘2

X2

X2

< 4
+ T3 > 8
— r3 = —1
—|— 21’3 = 4
T3 libere
< 0

applicare le condizioni di complementarieta primale-duale per verificare se la soluzione

(1, 29, 23] = [9, —5, 0] & ottima.

SOLUZIONE

Per verificare se la soluzione proposta ¢ ottima dobbiamo verificare che sia una soluzione
primale ammissibile e che sia possibile trovare una soluzione del problema duale che sia
ammissibile e in scarti complementari con la soluzione primale data.

1. Verifica dell’ammissibilita primale della soluzione data:

2142 =9—5=4<4 (OK)

$1+$2+2$3:9—5—|—2-0:4(OK)

zy = —5 < 0 (domini OK)

2. Passaggio al duale:

min 4u; + 8us — ug3 +
s.t. U + 2us +  uz +
uy — Uy + QU3 +
Uy — Uus +
Uy
Uz
us 3

4U4
Uy
Uy
2U,4

Uyg

INTV I IAC

S OO N

libere

3. Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale:

o u(z1+22—4)=0—=>u(0)=0—//;

o uy(2xy —x9+ 23 —8) =0 — uz(15) = 0 — uy = 0 (prima condizione);

e il terzo vincolo primale ¢ di uguaglianza, quindi non ci sono da imporre condizioni
di complementarieta con la variabile duale ug, visto che la condizione uz(xy + 229 —
x3 + 1) = 0 vale per ammissibilita primale;

e il quarto vincolo primale ¢ di uguaglianza, quindi non ci sono da imporre condizioni
di complementarieta con la variabile duale uy, visto che la condizione uy(x; + xo +
2x3 — 4) = 0 vale per ammissibilita primale.
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® U + 2us + uz + ug = 2 € un vincolo duale di uguaglianza, per cui non ci sono da
imporre condizioni di complementarieta con x4, visto che la condizione (u; + 2uy +
ug + uyg — 2)x1 = 0 deriva dall’ammissibilita duale;

Nota. Se si considerano erroneamente le condizioni di complementarieta
per questo vincolo duale, avendo x; = 9 # 0, si inserirebbe comunque
questo vincolo tra le condizioni utilizzate al punto successivo per deter-
minare una opportuna soluzione duale: siamo in un caso “fortunato”, ma
il procedimento non e corretto, come risultera tra poco evidente.

o (u3—ugt2ustus—1)rs = 0 — (ug—ug+2uztus—1)(=5) = 0 = uy—ug+2uztuy = 1

(seconda condizione);

® Uy —uz + 2uy = 0 € un vincolo duale di uguaglianza, per cui non ci sono da imporre
condizioni di complementarieta con 3, visto che la condizione (uy —uz+2uy—0)x3 =

0 deriva dall’ammissibilita duale.

Nota. In questo caso, a differenza del precedente, se si considerasse la
condizione (uy — uz + 2u4)r3 = 0 come condizione di complementarieta,
avendo x3 = 0, non si inserirebbe il vincolo duale come equazione da
aggiungere al sistema di cui al successivo Punto 4. Se, per giunta, ci
si scordasse, sempre nel successivo Punto 4, di considerare la corrispon-
dente equazione derivante dall’ammissibilita duale, si avrebbe un sistema
di tre equazioni in quattro incognite. Qualcuno, alla ricerca di un quarto
vincolo, potrebbe imporre la dualita forte (inserire cioe un vincolo che san-
cisca I'uguaglianza tra i valori delle funzioni obiettivo primale e duale): &
un procedimento che potrebbe portare a un risultato corretto, ma non ri-
solve I’esercizio nel modo richiesto, cioe con 'applicazione delle condizioni

di complementarieta primale-duale.

4. Sistema di equazioni per l'imposizione delle condizioni di complementarieta primale
duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita duale:

uy =0 (cepd)
uy — ug +2u3 +uy =1 (cepd)
uy + 2ug + uz +uy = 2 (ammiss. duale)
U — ug + 2ug =0 (ammiss. duale)

Uy =
Ug —
Uz =
Uyg =

5. Verifica ammissibilita duale:
la soluzione duale trovata:
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e soddisfa i tre vincoli duali (u; + 2us + uz + ug = 2, ug — us + 2uz + uy < 1,
ug — uz + 2uy = 0);

e soddisfa i vincoli di dominio (u; > 0,uy < 0, us, uy libere).
6. Conclusioni:
Abbiamo a disposizione una soluzione primale x e una soluzione duale u tali che:
e r ¢ ammissibile primale (come da verifica);
e v ¢ ammissibile duale (come da costruzione e da verifica);
e x e u sono in scarti complementari (per costruzione).

Pertanto, le due soluzioni sono ottime per i rispettivi problemi primale e duale.

[Per verifica, i valori delle funzioni obiettivo sono uguali: 2z7 + x5 = 13 e 4uy + 8uy —
ug +4uy = 13, il ché verifica il Corollario 2 della dualita (all’ottimo, i valori delle funzioni

obiettivo primale e duale coincidono).]
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