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Esercizi sul metodo del simplesso

0) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare (“contadino”).

max 3000z,
s.t.

Zy,
7$L

10xL

+ 5000z p
+ rp <12
< 70
3zp < 18
+ 20xp < 160

Soluzione. Possiamo in questo caso preliminarmente semplificare i valori numerici
in gioco, trasformando il problema in un problema equivalente come segue:

Inizializzazione: forma standard
Riscriviamo quindi il problema in forma standard (min {ch cAr =b,x > 0}):
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Inizializzazione: base ammissibile
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Avendo aggiunto le variabili di slack sq, s9, s3 e s4, disponiamo di una base ammis-
sibile di partenza B = {s1, 2, s3, S4} e il problema & gia in forma canonica rispetto
alla base B. Organizziamo i dati in forma tableau.

—z
S1
52
53

5S4
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T, Tp S Sy S3 S5 2z b
-3 -5 0 0 0 0|-1|0
1 1 1 0 0 0] 0]12
1 0 0 1 0 0] 0]10
0 00 1 0/ 0]6
1 2 0 0 0 1| 0]16




Esercizi sul metodo del simplesso

Iterazione 1
Notiamo che il tableau ¢ in forma canonica rispetto alla base B, quindi
possiamo usarlo per applicare i passi del simplesso.

Al momento, la situazione ¢ la seguente:

51 1000
S2 xr 0100
Irp = S3 xF:|:.17P:| B:[Al A2 A3 A4}: 0010
S4 0001

con soluzione: = = (xp,xp, s1, S2, 83, 84) = (0,0,12,10,6,16) di valore z = 0.
All’iterazione 1, siamo quindi sul vertice (0,0) della regione ammissibile.

Per valutare 'ottimalita di tale soluzione controlliamo i costi ridotti ricordando che,
se tutti i costi ridotti rispetto alla base B sono non negativi (> 0), allora la soluzione
di base associata a B e ottima. Come si osserva dalla prima riga del tableau, sono
presenti alcuni costi ridotti negativi (=3 e —5), quindi la condizione di ottimalita
non e rispettata. Procediamo dunque con 'operazione di cambio base. Scegliamo
come variabile che entra nella nuova base, una variabile x; con ¢, < 0, ad esempio
xp. Il quoziente minimo che individua la variabile uscente e

9= mi bi N G 12}2‘616 _6_
= idiesaay M S YT O T 2 T

che corrisponde alla variabile s3 che dunque esce di base.

Iterazione 2

Consideriamo la nuova base B = {s1, s3, xp, S4}. Dobbiamo riportare il tableau
alla forma canonica rispetto alla nuova base. Eseguiamo pertanto 'operazione
di pivot sull’elemento in riga 3 e colonna 2 (elemento riquadrato nel tableau prece-
dente). Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base es-

eguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

T Xp S1 Sy S3 S4 2z b

—z |=3 0 0 0 5 0|—1/30 Ry + Ry +5R3
51 1 0 1 0 -1 0| 0[6 Ry < Ry — Rs
52 1 0 0 1 0 0| 0[10 Ry <+ Ry

zpl 0 1 0 0 0| 0| 6 Ry < Ry
54 0 0 0 -2 1| 0 Ry« Ry — 2Rs
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Esercizi sul metodo del simplesso

Ora, la situazione ¢ la seguente:

S1 1 010
52 L 0100
BT ap xF::{33} B=lAv A Ap A= g 1y
S4 00 21
con soluzione: © = (x, zp, s1, 82, 53, 54) = (0,6, 6,10,0,4) di valore z = —30.

All'iterazione 2, siamo quindi sul vertice (0,6) della regione ammissibile,
adiacente al precedente vertice (0,0).

Avendo dei costi ridotti negativi nella riga Ry, non abbiamo raggiunto la condizione
di ottimalita e procediamo dunque con l'operazione di cambio base. Poiché I'unico
costo ridotto negativo corrisponde alla variabile x, x entra nella nuova base.

Dato che h = 3, il quoziente minimo &

: b (610 4] 4
0 :ir{g%#l{aip Da;p > 0} —mln{I,T,g,I} =1 =4

che corrisponde alla variabile s4, e dunque s4 esce di base.

Iterazione 3

Consideriamo la nuova base B = {s1, $2, xp, 1} e riportiamo il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base B, esequendo 'operazione di pivot sull’elemento
in riga 4 e colonna 1 (elemento riquadrato nel tableau precedente).

T Xp S1 S9 S3 S4 2z b

—2z 0O 0 0 0 -1 3|—-1/42 Ry < Ry + 3Ry

51 0 0 1 0 [1] =1] o] 2 Ry <+ Ry — Ry

So 0 0 O 1 2 —1 0 6 R2 < R2 — R4

Tp 0O 1 0 0 1 0 0|6 R3 < R3

Ty, 1 0O 0 0 -2 0 4 R4 < R4

Ora, la situazione ¢ la seguente:
S1 1011
S2 S4 0101
*B = Tp xF:{S?,] B:[Al Az Ap AL]: 0010

xrr 00 21
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Esercizi sul metodo del simplesso

con soluzione: x = (1, Zp, 51, S2, 53, 54) = (4,6,2,6,0,0) di valore z = —42.

All'iterazione 3, siamo quindi sul vertice (4, 6) della regione ammissibile,
adiacente al precedente vertice (0, 6).

Avendo dei costi ridotti negativi nella riga Ry, non abbiamo raggiunto la condizione
di ottimalita e procediamo dunque con 'operazione di cambio base. Poiché I'unico
costo ridotto negativo corrisponde alla variabile sz, s3 entra nella nuova base.

Dato che h = 3, il quoziente minimo ¢

. bi (266 4 2
Gzi:r{}%g’4{a—ﬁ.a¢3>0}—mln{I,g,I,/Zé}_I_Q

che corrisponde alla variabile s;, e dunque s; esce di base.

Iterazione 4

Consideriamo la nuova base B = {s3, $2,zp, 1} e riportiamo il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base B, esequendo 'operazione di pivot sull’elemento
in riga 1 e colonna 5 (elemento riquadrato nel tableau precedente).

Tp, xp S1 Sy 83 Si 2z b
—Zz 0 O 1 0 0 2|-1/44 Ry < Ry + Ry
S3 0 O 1 0 1 -1 0 2 R+ Ry
So 0 0 -2 1 0 1 0 2 Ry <+ Ry — 2R,
Tp 0 1 -1 0 0 1 0 4 Rs +— Rs — Ry
Ty 1 0 2 0 0 —-1] 0] 8 Ry+ Ry + 2R,
Ora, la situazione e la seguente:
S3 0011
S9 S4 0101
B ap xF:[sl} B=lAs A Ap Au]=17 g
Ty 00 21
con soluzione: = = (xr,Tp, s1, S2, S3,54) = (8,4,0,2,2,0) di valore z = —44.

All’iterazione 4, siamo quindi sul vertice (8,4) della regione ammissibile,
adiacente al precedente vertice (4, 6).
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Esercizi sul metodo del simplesso

Osserviamo che tutti i costi ridotti nella riga Ry del tableau sono non negativi e
quindi la soluzione di base corrente ¢ ottima. La soluzione ottima del problema in
forma standard & z = (z, zp, 1, S2, 3, 84) = (8,4,0,2,2,0), con valore ottimo della
funzione obiettivo zp;;ny = —44. Riguardo al problema di partenza, abbiamo che
la soluzione ottima si trova per (zr,zp) = (8,4) con valore della funzione obiettivo
pari a zyprax = —zurn = 44. Ricordando che avevamo diviso per 1000 la funzione
obiettivo, abbiamo che il valore per la funzione obiettivo prima della semplificazione
¢ pari a 44 000.

1) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 3r1 + T2 + 33
st. 2¢1 + a9 4+ w3 < 2
ry + 2.2132 + 3373 < 5
201 + 2x9 + w13 < 6
T s 1) y T3 > 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard (min {¢"z : Az = b,z > 0}).

min —3x7 — T9 — 33
s.t. 2271 + To + T3 + 24 = 2
Ty + 215 + 3x3 + x5 = 5
261 + 219 + 3 + x¢ = 6
ri , Xy , XT3 , Xy , Tz , x5 => 0

Avendo aggiunto le variabili di slack x4, x5 e x4, disponiamo di una base ammissibile
di partenza B = {x4, x5, 26} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla base
B. Organizziamo i dati in forma tableau.

T ®y X3 x4 Ty Tg 2 b

—z -3 -1 -3 0 0 0|-1]0

4 1 1 1 0 0] 02

Ts 1 2 3 0 1 0 05

T 2 2 1 0 0 1 016

Al momento, la situazione e la seguente:

Ty T 1 00
Irp = I Tp = i) B = [A4 A5 AG] = 010
Tg T3 0 01
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Esercizi sul metodo del simplesso

con soluzione: = = (1, X2, T3, T4, x5, 26) = (0,0,0,2,5,6) di valore z = 0.

Per valutare I'ottimalita di tale soluzione controlliamo i costi ridotti ricordando che,
se tutti i costi ridotti rispetto alla base B sono non negativi (> 0), allora la soluzione
di base associata a B e ottima. Come si osserva dalla prima riga del tableau, sono
presenti alcuni costi ridotti negativi (=3, —1 e —3), quindi la soluzione di base
B non verifica le condizioni di ottimalita. Procediamo dunque con 'operazione di
cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo come variabile che entra
nella nuova base, la variabile zj, con h = min {j : ¢; < 0} = min {1,2,3} =1, quindi

x1 entra in base. Dato che h = 1, il quoziente minimo e 6 = min, {_—Z ta; >0 =
=12, ;1
2

256
min {5, T 5} =5= 1, che corrisponde alla variabile z, e dunque z4 esce di base.
Consideriamo la nuova base B = {x1, x5, 76} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento in riga 1 e colonna 1 (elemento riquadrato nel tableau precedente).
Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le
seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: R, + R1/2, Ry < Ry — R1/2, Rs < R3 — Rl, Ry + Ry + 3/2R1

T i) T3 Ty Ty Tg z B

—z 0 1/2 =3/2 3/2 0 0|-1]3

1 1 1/2 1/2 1/2 0 0 1

x5 0 3/2 |5/2| =1/2 1 0 4

Zg 0 1 0 -1 0 1| 04

Ora, la situazione e la seguente:

1 T 2 00
rp = Ts Tp = I3 B= [Al A5 AG] = 1 10
Tg Ty 2 01
con soluzione: = = (1, X2, T3, T4, x5, 26) = (1,0,0,0,4,4) di valore z = —3.

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—3/2, quindi la soluzione di base corrente non soddisfa le condizioni di ottimalita.
Procediamo dunque con I'operazione di cambio base. Poiché il costo ridotto negativo
corrisponde alla variabile x5, x5 entra nella nuova base.

bi 1 4
Dato che h = 3, il quoziente minimo e 6 = 221513 {C_L—zg D3 > O} = min {m, 5/—2, %y} =

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 7



Esercizi sul metodo del simplesso

4
% =% che corrisponde alla variabile x5 e dunque x5 esce di base.
Consideriamo la nuova base B = {x1,z3, 26} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento in riga 2 e colonna 3 (elemento riquadrato nel tableau precedente).
Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le
seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry -2/5, Ry + Ry — Ry/5, Ry < Ro + 3/5R;.

ry X2 I3 Ty Ts g Z b
—2z 0o 75 0 6/5 3/5 0|—-1|27/5
T 1 15 0 3/5 —1/5 0| 0] 1/5
T3 0 3/5 1 —-1/5 2/5 0| 0] 8/5
Tg 0 1 0 —1 0O 1| O 4

Ora, la situazione e la seguente:

1 T2 210
rp = I3 Tp = Ty B:[Al A3 A()]: 1 3 0
Te Ts 2 1 1

con soluzione: = = (x1,x2, T3, 14, x5, 26) = (1/5,0,8/5,0,0,4) di valore z = —27/5.

Osserviamo che tutti i costi ridotti nella prima riga del tableau sono non negativi e
quindi la soluzione di base corrente ¢ ottima. Il problema di programmazione lineare
originale ammette dunque una soluzione ottima = = (z1,z9, x3) = (1/5,0,8/5) di
valore zpax = —zyiy = 27/5.

Osservazione: Avremmo potuto risolvere I'esercizio senza applicare la regola
anti-ciclo di Bland, come mostrato di seguito. Tuttavia, ricordiamo che tale regola
assicura la convergenza del metodo del simplesso anche in presenza di soluzioni di
base degeneri, situazioni nelle quali si potrebbe tornare a visitare soluzioni di base
gia considerate con il rischio di ciclare.

Ritorniamo al tableau iniziale:
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Esercizi sul metodo del simplesso

r1 X9 XT3 Ty Ty Tg 2 b
2 |-3 -1 =3 0 0 0|-1|0
T4 2 1 1 0 0 2
5 1 2 3 0 1 0 5
g 2 2 1 0 0 1 6

Avendo aggiunto le variabili di slack (x4, x5 e x), disponiamo di una base ammis-
sibile di partenza B = {x4, 5,26} e il tableau ¢ gia in forma canonica rispetto a
B. Osserviamo che i costi ridotti non sono tutti non negativi e quindi la base cor-
rente non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo dunque con l'operazione
di cambio di base. Se non seguiamo la regola di Bland, possiamo far entrare in
base una qualsiasi variabile con costo ridotto strettamente negativo. Per esempio,
scegliamo come variabile entrante, la variabile 5. Dato che h = 2, il quoziente
minimo ¢ # = min {ﬂ Qg > O} = min {g, §, 9} = 2 = 2, che corrisponde alla
i=1,2,3 | Qo 1°'2°2 1

variabile x4 e dunque x4 esce di base.

Consideriamo dunque la nuova base B = {xq, 25,26} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 2 riquadrato nel tableau precedente.

Operazioni: Ry < Ry — 2Ry, R3 + R3 — 2R, Ry <+ Ry + R;.

T, my T3 x4 T3 Tg 2 b

—Zz -1 0 -2 1 0 0]—-1|2

To 2 1 1 1 0 0 2

T -3 0 -2 1 0 1

w6 |-2 0 -1 -2 0 1 2

Ora, la situazione e la seguente:

) T 1 00
rp = Ts Tp = T3 B = [AQ A5 AG} = 210
Te Ty 2 01
con soluzione: = = (1, xs, T3, T4, x5, 2) = (0,2,0,0,1,2) di valore z = —2.

Osserviamo che i costi ridotti non sono tutti non negativi e quindi la base corrente
non soddisfa le condizioni di otimalita. Tra le variabili con costo ridotto negativo,
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scegliamo come variabile che entra in base (senza seguire la regola di Bland), la
variabile 3.

bi 21 2
Dato che h = 3, il quoziente minimo ¢ # = min {— Qg > 0} = min {I’ I,Z{} =

1=1,2,3 ;3
1= 1, che corrisponde alla variabile x5 e dunque x5 esce di base.

Consideriamo la nuova base B = {xq,x3, 26} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento riquadrato nel tableau precedente.

Operazioni: Rl — Rl — RQ, Rg — R3 + RQ, R(] — Ro -+ 2R2

Ty T2 T3 Ty Ty Te 2 b

—z -7 0 0 -3 2 0|-1/4

Ty 1 0 3 -1 0| 01

T3 -3 0 1 -2 1 0| 01

T -5 0 0 -4 1 1| 03

Ora, la situazione ¢ la seguente:

i) T 1 10
rp = I3 Tp = Ty B:[AQ A3 A()]: 230
Tg Ty 2 1 1
con soluzione: = = (1, xe, T3, T4, x5, 26) = (0,1,1,0,0,3) di valore z = —4.

Osserviamo che i costi ridotti non sono tutti non negativi e quindi la base corrente
non soddisfa le condizioni di otimalita. Tra le variabili con costo ridotto negativo,
scegliamo come variabile che entra in base, la variabile x;. Dato che h = 1, il

. L (b (1 1/ 3 1
quoziente minimo ¢ 6 = min ¢ — : a@;; > 0 = min< —, , = —, che cor-

risponde alla variabile x5 e dunque x5 esce di base.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x1, 23,76} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 1 riquadrato nel tableau precedente.

Operazioni: Rl — R1/5, R2 — R2 + 3/5R1, Rg — Rg + Rl, R(] — Ro + 7/5R1

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 10
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T1 Ty I3 Ty Ty T X2 b
—z 0 7/5 0 6/5 3/5 0|—-1]27/5
1 1 15 0 3/5 —1/5 0 1/5
T3 0 3/5 1 —-1/5 2/5 0 8/5
Tg 0 1 0 -1 0 1 4

Ora, la situazione e la seguente:

T T 210
rp — T3 Tp = Ty B = |:A1 A3 AG :| = 1 30
Tg Ts5 2 11

con soluzione: = = (x1,x2, T3, 14,25, 26) = (1/5,0,8/5,0,0,4) di valore z = —27/5.
Osserviamo che tutti i costi ridotti sono non negativi e quindi la base corrente
e ottima. Quindi, la soluzione z = (x1, z9, x3, 4, T5,26) = (1/5,0,8/5,0,0,4) di
valore z = —27/5 & una soluzione ottima e x = (1, %2, x3) = (1/5,0,8/5) ¢ una
soluzione ottima per il problema originale, di valore ottimo z = 27/5 (ovviamente,
lo stesso valore trovato precedentemente).

2) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

min 7&31 + 2$2 + 5373 — Ty
s.t. 4.7)1 + 31’2 + 21’4 < 2
ry — 31’2 - T3 S 1
ro, T2, ry =2 0
T3 S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché z3 < 0, introducia-

mo una nuova variabile £3 = —x3 con Zz > 0.
min 7ry + 2x9 — 5Tz — 14
s.t. 41’1 + 3LL’2 + 2.I4 + x5 = 2
rT — 3ZL'2 + i‘g + x5 = 1
T ) T3 ’ 52‘3 ) Ty y Ts y Te > 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (x5 e z4), disponiamo di una base ammissibile
di partenza B = {z5, x4} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla base B.
Organizziamo i dati in forma tableau.
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T4 Ty &3 T4 x5 Tg 2 b

—z 7T 2 -5 -1 0 0|-1]0

x5 4 3 0 2 1 0 2

T 1 -3 0 0 1 1

La situazione ¢ la seguente:
I
Ts T2 10
:CB_{$6} Tp = fs B:[A5 AG]_{O 1}

Ty

con soluzione: = = (1, X2, T3, x4, x5, 26) = (0,0,0,0,2,1) di valore z = 0.

Come si osserva dalla prima riga del tableau, sono presenti alcuni costi ridotti neg-
ativi (=5 e —1), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Pro-
cediamo dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland,
scegliamo come variabile che entra in base, la variabile con costo ridotto negativo di

. . .. A~ .. < . 7 _
indice minimo, ovvero Z3. Il minimo rapporto ¢ dunque # = min {— tai3 > 00 =
i=1,2 ;3
1

1
min {% , I} =71= 1, che corrisponde alla variabile xg, quindi x¢ esce di base.

Consideriamo la nuova base B = {x5, 3} ed eseguiamo l'operazione di pivot sull’ele-
mento in riga 2 e colonna 3 (elemento riquadrato nel tableau precedente). Per
riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < R+ 5R».

1 To T3 Xy Ts xg 2 b
—z 12 =13 0 -1 0 5|—-1|5
5 4 0 2 1 0| 0[2
T3 1 -3 1 0 0 1] 01

Ora, la situazione e la seguente:
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A
Ty ) 1 0
xB:{j?’} Tp = L4 B:[A5 AS]:{O 1}
Ze
con soluzione: = = (1, xq, T3, x4, x5, 26) = (0,0,1,0,2,0) di valore z = —5.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti neg-
ativi (—13,—1 < 0), quindi la base corrente non soddisfa le condizioni di oti-
malita. Seguendo la regola di Bland, scegliamo come variabile con costo ridotto
negativo che entra in base, la variabile z,. Il quoziente minimo e, dunque, 0 =

b; . [2 1 2 ) L -
min {_— Qg > 0} = mln{ Z{} =3 che corrisponde alla variabile x5, quindi

=12 | Qs 3’
x5 esce di base.

Consideriamo la nuova base B = {x3, 3} ed eseguiamo I'operazione di pivot sull’ele-
mento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma cano-
nica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry « R1/3, Ry +— Ry + Rl, RO — R() + 13/3R1

Ty Te I3 Ty Ty Tg 2 b
—z 88/3 0 0 23/3 13/3 5| —1[41/3
X9 4/3 1 0 2/3 1/3 0| 0| 2/3
T3 5 0 1 2 1 1] O 3

Ora, la situazione ¢ la seguente:

T
T2 Ty 3 0
3332{:%3} Tp = s B:[A2 A3}:{_3 1}
Te
con soluzione: = = (x1, X2, T3, x4, x5, 26) = (0,2/3,3,0,0,0) di valore z = —41/3.

Osserviamo che tutti i costi ridotti nella prima riga sono non negativi, quindi la base
corrente B = {zy, T3} € ottima e x = (x1, 2, T3, 24, x5, 26) = (0,2/3,3,0,0,0) & una
soluzione ottima con valore ottimo z = —41/3. 1l problema di programmazione li-
neare originale ammette dunque una soluzione ottima x = (x1, x2, x3, x4) = (0,2/3,
—3,0) di valore z = —41/3.
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3) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 31’1 + QIQ — 5:133
s.t. 41’1 — 2%2 + 21’3 S 4
—21’1 + To — xT3 Z —1
x1 ) T2 ; T3 Z 0
Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard.
min —3x; — 219 4+ bz3
st. 4dxy — 2x9 4+ 233 + 14 =
201 — To + 13 + x5 = 1
X ) T2 ) T3 , L4 , s 2 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (x4 e z5), disponiamo di una base ammissibile
di partenza B = {x4, x5} e il problema & gia in forma canonica rispetto a tale base.
Procediamo organizzando i dati in forma tableau.

Ty T2 T3 Ta Ty Z b
—z -3 -2 5 0 0|/—-1]0
Ty 4 -2 2 1 0 4
T -1 1 0 1 1

La situazione ¢ la seguente:
T
T 1 0
$B:{mg} Tp = | %2 B:[A4 AB]:{O 1}

con soluzione: = = (x1,x2, T3, x4, 25) = (0,0,0,4, 1) di valore z = 0.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(—3 e —2), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita.

Attenzione: Potremmo gia concludere che il problema ¢ illimitato os-
servando la colonna A,. In ogni caso, arriveremo alla stessa conclusione
seguendo pedissequamente I'algoritmo del simplesso e applicando la regola
di Bland, che ci fa considerare una colonna diversa.
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Procediamo con I'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile z;. Per

scegliere la variabile che esce di base calcoliamo il minimo rapporto § = mir% {_—l Qi > 0} =
=12 Qi1
4 1 1

min {Z’ 5} =5 Poiché il minimo rapporto 6 = % corrisponde alla variabile x5, x5
esce di base.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x4, 21} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry <— Ry/2, Ry < Ry — 2Ry, Ry < Ry + 3/2R,.

T i) r3 T4 Ty z Z)
—z 0 —7/2 13/2 3/2| —113/2
Ty 0 0 0 1 -2} O 2

e}

1 1 —1/2 1/2 0 1/2| 0]1/2
Ora, la situazione e la seguente:
X2
T 1 4
IB:{J:?} Tp= | T3 B:[A4 Al]:{o 2]
Ts
con soluzione: = = (1, X2, T3, x4, x5) = (1/2,0,0,2,0) di valore z = —3/2.

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—7/2 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Osserviamo
inoltre che le restanti entrate della colonna relativa a tale costo ridotto negativo
sono tutte non positive, possiamo quindi concludere che il problema ¢ illimitato.
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4) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

min —x; — 319 + I3
s.t. 21’1 + T S 3
r, + To + 3£L‘3 S 6
2£B1 + To + 3!133 S 8
Z1 ’ X2 ) Zs3 2 0
Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard.
min —xr; — 39 + I3
st. 2z + 1o + x4 = 3
rp + T2 + 3373 + 5 = 6
21’1 + To + 3ZL'3 + x = 8
I s i) s T3 , L4 , s , Tg Z 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z4, x5 e ), disponiamo di una base ammissi-
bile di partenza B = {x4, x5, 26} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla
base B. Organizziamo i dati in forma tableau.

T Ty T3 Ty Ty Tg 2 b

—z -1 -3 1 0 0 0|-1]0

4 1 0 1 0 0 3

x5 1 1 3 0 1 0 6

T 2 1 3 0 0 1 8

La situazione ¢ la seguente:

T4 xq 100
rp = Iy Tp = i) B:[A4 A5 Ag}: 010
Te x3 0 01

con soluzione: z = (1, X9, T3, T4, x5, 26) = (0,0,0,3,6,8) di valore z = 0.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti neg-
ativi (—1 e —3), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Pro-
cediamo dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland,
scegliamo come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile

x1. Per scegliere la variabile che esce di base calcoliamo 6 = min {_— D > O} =
1=1,4, ;1

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 16



Esercizi sul metodo del simplesso

368 3
n 379 ( =3 Poiché il minimo rapporto 6 = % corrisponde alla variabile x4,
x4 esce di base.

mi

Consideriamo dunque la nuova base B = {x1, 5,76} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry/2, Ry < Ry — R1/2, R3 <~ R3 — Ry, Ry < Ry + Ry/2.

Ty To I3 Ty Tz Tg Z b
—z 0 =5/2 1 /2 0 0|-1]3/2
T 1 |1/2) 0 /2 0 0 01]3/2
T5 0 /2 3 =1/2 1 0 9/2
Te 0 0 3 -1 0 1 5)

Ora, la situazione ¢ la seguente:

1 ) 2 00
rp — Iy Tp — XT3 B = [Al A5 AG :| = 1 10
Te Ty 2 01
con soluzione: = = (x1, s, T3, T4, T5,Tg) = (3/2,0,0,0,9/2,5) di valore z = —3/2.

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—5/2 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Poiché il
costo ridotto negativo, —5/2, corrisponde alla variabile x5, scegliamo x5 come vari-

abile che entra in base e poiché il minimo rapporto # = min {—l taip >0 =
i=1,23 | Gyo

3/2 9/2 3/2

n L, L, g = L = 3 corrisponde a z1, scegliamo come variabile uscente,
1/271/2 1/2

la variabile z;.

Consideriamo dunque la nuova base B = {xs, 25,76} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry + Ry -2, Ry + Ry — Ry, Ry + Ry + 5R;.
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Ty Ty T3 T4 Tz X6 2 b

—z 0O 1 3 0 0]-11]9

To 1 0 1 0 O 3

Ts -1 0 3 -1 1 0 3

X6 0o 0 3 -1 0 1 5

Ora, la situazione e la seguente:

T2 Z1 100
rp = Ty Tp = T3 B= [AQ A5 AG} = 1 10
Tg Ty 1 01
con soluzione: = = (x4, e, T3, T4, 5, x6) = (0,3,0,0,3,5) di valore z = —9.

Osserviamo che i costi ridotti nella prima riga del tableau sono tutti positivi o
nulli e quindi la base corrente, B = {9, 5,6}, € ottima. La soluzione ottima e
r = (1,9, X3, T4, x5, 26) = (0,3,0,0,3,5) di valore z = —9. Il problema originale
ammette dunque una soluzione ottima x = (x1, z9, 23) = (0, 3,0) di valore z = —9.

5) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 3r; + 219

s.t. T < 7
3/21’1 + ) S 10
rr o, rg =2 0
Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard.
min —3z; — 219
s.t. To + X3 = 7
201 4+ 1/2x + 14 = 10
3/2$1 + T2 + x5 = 10
I s ) , X3 , X4 , Is Z 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z3, x4 e x5), disponiamo di una base ammissi-
bile di partenza B = {x3, x4, 25} e il problema ¢ gia in forma canonica rispetto alla
base B. Organizziamo i dati in forma tableau.
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Ty To T3 Ty Ty X b
—z | -3 =2 0 0 0|-1]| 0
23 0 1 1 0 0 7
4 /2 0 1 0 10
s [3/2 1 0 0 1 10

La situazione e la seguente:

T3
rp = Ty $F:|:x1:| B:[A:g A4 A5}:

X2
X5

SO
O = O
_ O O

con soluzione: z = (1, xs, T3, x4, x5) = (0,0,7,10,10) di valore z = 0.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(=3 e —2), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile z; e scegliamo
come variabile uscente dalla base la variabile che corrisponde al minimo rapporto
0 = zglgs{ab_:l D Qi > O} = min{g, %,31—/02} = % = 5, quindi la variabile x4
esce di base.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x3, 21, x5} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry + R2/27 Rg — R3 — 3/4R2, R(] < Ro + 3/2R2

T Ty I3 Ty Ty % b
—z 0 =5/4 0 3/2 0|-1| 15
X3 0 1 1 0 O 7
1 1 14 0 1/2 0] 0 )
x5 0 [5/8] 0 —3/4 1 5/2

La situazione e la seguente:
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x3 . 1 00
rp = T xF:|:ZE2:| B:[Ag Al A5:|: 0 2 0
5 ! 0 3/2 1
con soluzione: z = (1, xs, T3, T4, x5) = (5,0,7,0,5/2) di valore z = —15.

Nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo in corrispondenza
della variabile x5, —5/4 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di oti-
malita. Scegliamo come variabile che entra in base, la variabile x5 e poiché il minimo

uoziente 6 min bi Qo > 0 min 75 572 5/2
Z = — G = T 142 5/e — Eia
q =123 | G 171/475/8 5/8
alla variabile xs, scegliamo x5 come variabile che esce di base.

= 4 corrisponde

Consideriamo dunque la nuova base B = {z3,x1, 22} ed eseguiamo 'operazione
di pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova
base.

Operazioni: Rs < Rs - 8/5, R, < Ry — 8/5R3, Ry + Ry — 2/5R3, Ry < Ry + 2R3.

Ty Ty T3 T4 Ty z b
—z 0O 0 O 0 21 —1120
3 0 0 1 6/5 -85 0] 3
1 1 0 0 4/5 —2/5| 0
s | 0 1 0 —6/5 8/5| 0| 4
La situazione ¢ la seguente:
I3 . 1 0 1
= | xF_[xﬂ B=[A3 A A]=|0 2 1/2
B ° 0 3/2 1
con soluzione: = = (x1, e, T3, 4, T5) = (4,4,3,0,0) di valore z = —20.

I costi ridotti nella prima riga sono tutti non negativi e quindi la base corrente B =
{3, 71,22} € ottima. La soluzione ottima & x = (1, a9, 3, 24, x5) = (4,4,3,0,0) di
valore z = —20. Il problema di programmazione lineare originale ammette dunque
una soluzione ottima x = (z1,x5) = (4,4) di valore zpax = —2zpv = 20.
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6) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 2x; + 3z — x3 + 314
st. xx1 — To + 223 + x4 > —2
207 4+ 2w + w3 + 4dxy <4
rT1 — X9 + 2x3 < 2
T s To y I3 2 0
Ty S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché x4, < 0 introduciamo

una nuova variabile , = —x4 con 24 > 0
min —21’1 — 3.’152 + r3 + 3;%4
s.t. —x1 + Tro — 2.733 + JA34 + x5 = 2
2£L‘1 —|— 21’2 —|— r3 — 41?4 + Tg = 4
rT — To + 2I3 + z7 = 2
T ) o) ) T3 ) 364 y X5 y L6 , L7 Z 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z5, x¢ € z7), disponiamo di una base ammissi-
bile di partenza B = {5, xs, 27} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla
base B. Organizziamo i dati in forma tableau.

Ty i) xT3 Ty Iy Tg X7 z

b
—z -2 -3 1 3 0 0 0}-1]0
Ts -1 1 -2 1 1 0 0 2
g 2 1 -4 0 1 0 4
Ty 1 -1 2 0 0 0 1 2
La situazione e la seguente:
s " 100
rp = T Tp = 2 B:[A5 A6 A7]: 010
T3
Ty . 0 01
Ty

con soluzione: = = (x1, xe, T3, T4, T5, Tg, x7) = (0,0,0,0,2,4,2) di valore z = 0.

La base B non soddisfa le condizioni di otimalita in quanto nella prima riga del
tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi (—2 e —3). Procediamo dunque
con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo come
variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile z; e, come variabile
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b
uscente, la variabile che corrisponde al minimo rapporto # = min {_—z tap >0p =
1=1,2,3 (0751

271
per la regola di Bland, fra le due, scegliamo come variabile uscente quella con indice
minore, quindi x4 esce di base.

2/ 4 2
min Z{ = 2. Poiché sia x¢ che x7 corrispondono al minimo rapporto 6 = 2,

Consideriamo dunque la nuova base B = {x5, 21,27} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: R2 — R2/27 Rl — Rl + R2/2, Rg — Rg — R2/2, R() — Ro + RQ.

T1 o T3 T4 s re 7 2z b
—z 0 -1 2 -1 0 1 0]—-1/4
x5 0o 2 -3/2 -1 1 1/2 0 4
) 1 1/2 =2 0 1/2 0 2
X7 0o -2 3/2 2 0 —-1/2 1 0
Ora, la situazione e la seguente:
s ? 1 -1 0
rgp = T Tp = AS B:[A5 A1 A7}: 0 2 0
Ty
T 0 11
L6
con soluzione: = = (1, xq, T3, &4, x5, Tg, T7) = (2,0,0,0,4,0,0) di valore z = —4.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti neg-
ativi (—1 e —1), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Pro-
cediamo dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland,
scegliamo come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile

bi

x5. Per scegliere la variabile che esce di base calcoliamo 6 = .Il}iélg {— Qo > O} =
=125 G2

4 2 0

n<5,7,

21 /~2
per la regola di Bland, scegliamo come variabile uscente quella con indice minore,
ovvero x; esce di base.

mi = 2. Poiché sia x5 che x; corrispondono al minimo rapporto 6 = 2,

Consideriamo dunque la nuova base B = {x5, 29, 27} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.
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Operazioni: Rl <— Rl — 2R2, R3 — Rg + 2R2, Ro < R(] + RQ.

T1 o T3 T4 Xs Tg T7r 2z b
—z 1 0 5/2 -3 0 3/2 0|-1|6
s |—2 0 —5/2 1 —1/2 0 0
T 11 1/2 -2 0 1/2 0 2
X7 2 0 5/2 -2 0 1/2 1 4
Ora, la situazione e la seguente:
s il 1 10
rp = i) Tp = A3 B:[Ag) A2 A7}: 0 2 0
Ty
T 0 -1 1
Ze
con soluzione: = = (1, xq, T3, &4, x5, Tg, v7) = (0,2,0,0,0,0,4) di valore z = —6.

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—3 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Scegliamo come variabile che entra in
base, la variabile corrispondente a tale costo ridotto negativo, ovvero 4 e, come
variabile uscente dalla base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto § =

b; 0 2/ 4
Zglg?) {a_m DGy > O} = min {?Zé’;ﬁ = 0, ossia la variabile x5.

Consideriamo dunque la nuova base B = {Z4, 22, 27} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry + R1/3, Ry <+ Rs + 2/3R1, Rg — Rg + 2/3R1, R() — Ro + R;.

T1 X T3 Ty T xe xT7 2z b
—z -1 0 0 O 1 1 0|-1|6
T4 -2/3 0 =5/6 1 1/3 —-1/6 0 0
T -1/3 1 =7/6 0 2/3 1/6 0 2
7 2/3] 0 5/6 0 2/3 1/6 1 4

Ora, la situazione ¢ la seguente:
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“ X1

Ty x 1 10
rp — i) Tp = 3 B:[A4 AQ A7}: —4 2 0
Ts
T 0 -1 1
Te
con soluzione: x = (x1, 2, T3, T4, x5, g, x7) = (0,2,0,0,0,0,4) di valore z = —6. (Si

osservi che ¢ la stessa soluzione del passo precedente.)

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—1 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Scegliamo come variabile che entra in
base, la variabile corrispondente a tale costo ridotto negativo, ovvero x; e, come
variabile che esce di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto 8 =

) by . 0 2 4 4 o -
min ¢ — :a;; > 0 p = min , , —— ¢ = ——, quindi la variabile x; esce
i=1,2,3 | an /3" A1/372/3 2/3

di base.

Consideriamo la nuova base B = {4, %2, 21} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Rg — R3 . 3/2, Rl — R1 + Rg, RQ — R2 + R3/2, R(] — Ro + 3/2R3

T1 T T3 T4 Ty Tg Ty 2 b
—z 0 0 5/4 0 2 5/4 3/2|—-1]12
T4 0 O 0 1 1 0 11 0] 4
T 0 1 =3/4 0 1 1/4 1/2] 0] 4
1 1 0 5/4 0 1 1/4 3/2| 0| 6

Ora, la situazione ¢ la seguente:

Ty " 1 1 -1
rp — T9 Tp = 5 B:[A4 A2 Al]: —4 2 2
Tg
T 0 —1 1
T
con soluzione: x = (1, T2, 13, T4, Ts, Tg, v7) = (6,4,0,4,0,0,0) di valore z = —12.

Osserviamo che tuttii costi ridotti nella prima riga sono non negativi e quindi la base
corrente B = {1, 9, T4} € ottima. La soluzione ottima & x = (x1, xa, 3, T4, Ts5, Tg, T7) =
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(6,4,0,4,0,0,0) di valore z = —12. Il problema di programmazione lineare originale
ammette dunque una soluzione ottima x = (x1, 9, x3,4) = (6,4,0,—4) di valore

Zpmax = —2ZmIN = 12.

7) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max —2r; + To9 — 3x3
s.t. xry + 2.7}2 - ZT3 S 2
201 + 19y — x3 < 3
T, X9 > 0
T3 S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché z3 < 0 introduciamo

una nuova variabile 3 = —x3 con 23 > 0
min 2x; — w9 — 323
s.t. r, + 2ZE2 + i’g + x4 S 2
2.T1 + To + §33 + x5 < 3
T ’ T2 ) T3 y T4 y L5 > 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (x4 e z5), disponiamo di una base ammissibile
di partenza B = {z4, x5} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla base B.
Organizziamo i dati in forma tableau.

I ) f?g T4 Ty z B
—z 2 -1 -3 0 0]-1]0
Ty 1 1 1 0 2
Ts 2 1 1 0 1 3

La situazione e la seguente:
T
x 10
$B:{x§} Tp = | T2 B:[A4 AS]:[O 1}

T3

con soluzione: = = (1, X2, I3, x4,25) = (0,0,0,2,3) di valore z = 0.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti neg-
ativi (—1 e —3), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Pro-
cediamo dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland,
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scegliamo come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la vari-
abile x5 e per scegliere la variabile che esce di base calcoliamo il minimo quoziente
b; 23 2

0 = min{ — :Gpp >0p = ming -,-~ » = = = 1. Poiché il minimo rapporto ¢
i=12 | G;9 2°1 2

corrisponde a x4, scegliamo x4 come variabile uscente.

Consideriamo dunque la nuova base B = {z3, x5} ed eseguiamo 1'operazione di pivot

sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma

canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Rl — R1/2, R2 — R2 — R1/2, RO — RO + R1/2

Ty T T3 ry T5 2z b
2 [5/2 0 —5/2 1/2 0]-1]1
@ [1/2 1 [12] 12 0 1
zs 13/2 0 1/2 —1/2 1 2
La situazione e la seguente:
a1
x . 2 0
wB:{xi} Tp = | 3 B:[A2 AB]:{ll}
Ty
con soluzione: = = (x1, xs9, T3, x4, x5) = (0,1,0,0,2) di valore z = —1.

Nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo in corrispondenza
della variabile 23, —5/2 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita.
Procediamo dunque cambiando base. Scegliamo come variabile che entra in base,
la variabile corrispondente al costo ridotto negativo, ovvero I3 e, come variabile

bi
uscente, la variabile che corrisponde al minimo rapporto 6 = min {_— tai3 > 00 =
=12 443

. 1 2 1 A
min{ —, — » = — = 2, ovvero la variabile x,.
1/271/2 1/2

Consideriamo dunque la nuova base B = {23, x5} ed eseguiamo "operazione di pivot
3,45

sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry + 2R1, Ry + Ry — Rl, Ro — R() + 5R;.
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T, Xy T3 T4 T5 2 b
—z 5 5 0 3 0]-1]|6
T3 1 2 1 1 0 2
x5 1 -1 0 -1 1 1

2 . 10

3

$B:|:x5:| Tp = | T2 B:[A3 A5]:|:1 1:|
Ty

con soluzione: = = (1, X2, I3, x4, 25) = (0,0,2,0,1) di valore z = —6.

Osserviamo che tutti i costi ridotti nella prima riga sono non negativi e quindi la
base corrente B = {&3,x5} € ottima x = (z1, 2,23, 24, 25) = (0,0,2,0,1) & una

soluzione ottima di valore ottimo z = —6. Il problema di programmazione lineare
originale ammette dunque una soluzione ottima = = (z1,%2,23) = (0,0,—2) di
valore zpjax = —zyin = 6.

Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 2x; + 3xs — 12z4
st. x1 — X9 + 4dxg > =2
21 4+ 2z — b6zz3 < 4
T, — X < 2
1, X9 > 0
I3 S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché z3 < 0 introduciamo
una nuova variabile T3 = —x3 con I3 > 0

min —2x; — 3zs — 1213
s.t. —x1 + To + 4@‘3 + x4 = 2
21’1 + 2ZL‘2 —f- 6[12‘3 —I— Ty = 4
rT — i) + x5 = 2
I y i) s (’%3 , T4 , Is , Tg Z 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z4, 25 e x4), disponiamo di una base ammis-
sibile di partenza B = {x4, x5, z6} e il problema & gia in forma canonica rispetto a
B. Organizziamo i dati in forma tableau.
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T i) Z)A’Jg T4 Ty Tg z B

—z -2 -3 =12 0 0 0|-1]0

Ty -1 1 1 0 0 2

Ts 2 0 1 0 4

Tg 1 -1 0 0 1 2

La situazione e la seguente:

Ty 1 1 00
rp = Ty Tp = T2 B = [A4 A5 AG} = 010
Tg JAZ3 0 01

con soluzione: = = (x1, e, T3, T4, T5,26) = (0,0,0,2,4,2) di valore z = 0.

Nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi (—2, —3
e —12), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile z; e,
come variabile che esce dalla base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto
f# = min {_b—z DA > O} = min {/ZQZ, il, 2} = 2. Poiché sia x5 che xg corrispon-
i=1,2,3 | ;1 1'2°1
dono al minimo rapporto # = 2, per la regola di Bland, scegliamo come variabile
uscente quella di indice minimo, ovvero xs.

La nuova base & dunque B = {x4, 21, z6}. Eseguiamo 'operazione di pivot sull’ele-
mento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma cano-
nica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry R2/27 Ry + Ry + R2/2, R3 < Rg — R2/2, RO — Ro + Rs.

T1 Xg Tz T4 rs x5 2 b
—z 0 -1 -6 0 1 0|-1|4
x4 o 2 7 1 1/2 0 4
) 1 3.0 1/2 0 2
T 0 -2 =3 0 —-1/2 1 0

La situazione e la seguente:

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 28



Esercizi sul metodo del simplesso

Ty ) 1 -1 0

Irp = I Tp = Zﬁg B = [A4 Al A6 j| = 0 2 0

Te Ts 0 11

con soluzione: = = (x1, 2, T3, T4, T5, Tg) = (2,0,0,4,0,0) di valore z = —4.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(—1 e —6), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
quindi con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo come
variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile x5 e per scegliere la
variabile che esce di base calcoliamo # = min {_b—z Qg > O} = min {il, 2, Z(Z} =
i=1,2,3 | Q2 271 2

2. Poiché sia x4 che x; corrispondono al minimo rapporto # = 2, per la regola di
Bland, scegliamo come variabile uscente quella di indice minimo, ovvero z;.

Consideriamo la nuova base B = {x4, 22,26} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: R+ Ry — 2R2, Rs < Rs+ 2R2, Ry + Ry + Rs.

Attenzione: Dato che, nella colonna As, I'entrata che corrisponde alla
variabile uscente, x1, € gia 1 e in corrispondenza di R; e R3 abbiamo
entrate 2 e —2 rispettivamente, si potrebbe eseguire l'operazione R; <«
R+ R3. Tale operazione ¢ lecita, tuttavia si osservi che non e conveniente
in quanto con questa operazione si andrebbe a modificare anche la colonna
Ag, ottenendo un —1 nella prima riga, posizione nella quale dovrebbe
trovarsi uno 0 affinche il tableau sia in forma canonica rispetto alla base
B = {x4,x9,26}. Tale operazione comporterebbe, dunque, a dover risiste-
mare la colonna Ag e, inoltre, I'unica operazione possibile per risistemare
tale entrata sarebbe esattamente l'operazione opposta: Ry < R; — R3,
che ricondurrebbe al tableau precedente. Si osservi, quindi, che ¢ sempre
conveniente riferire le operazioni sulle righe alla riga che corrisponde alla
variabile uscente, in questo caso Rs.

T1 Xy Tz Ty rs T 2z b
—z 1 0 -3 0 3/2 0/-1|6
x| =2 0 1 —1/2 0 0
T 1 3 0 1/2 0 2
6 2 0 0 1/2 1 4
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La situazione ¢ la seguente:

Ty T1 1 10

rp = ) Tp = Zig B = [A4 A2 A6 j| = 0 2 0

Tg Ty 0 -1 1

con soluzione: = = (x1, s, T3, T4, T5, ) = (0,2,0,0,0,4) di valore z = —6.

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—3 < 0, quindi la base corrente B non soddisfa le condizioni di otimalita. Pro-
cediamo dunque con l'operazione di cambio base. Scegliamo come variabile che
entra in base, la variabile corrispondente al costo ridotto negativo, ovvero I3 e
come variabile che esce di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto
= min {_b—z Qg > O} = min {9, 2, é} = 9, quindi la variabile x4 esce di base.
i=1,2,3 | Q;3 1'3°3 1
Consideriamo la nuova base B = {3,292, 26} ed eseguiamo 'operazione di pivot
sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla forma
canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry — 3R1, R; + R3 — 3R1, Ry < Ry + 3R;.

T1 Tog T3 Ta rs T 2z b
-z -5 0 0 3 0 0(—-1]6
T3 -2 0 1 1 -=1/2 0 0
T 1 0 -3 2 0 2
X 8 0 0 -3 2 1 4
La situazione ¢ la seguente:
T3 T 4 10
rp = i) Tp = T4 B = [Ag A2 AG } = 6 2 0
Tg T 0 —1 1
con soluzione: = = (xy,x2, T3, x4, 25,26) = (0,2,0,0,0,4) di valore z = —6. (La

stessa soluzione del passo precedente.)

Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—5 < 0, quindi la base corrente B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procedi-
amo dunque con l'operazione di cambio base e scegliamo come variabile che entra in
base, la variabile che corrisponde al costo ridotto negativo, ovvero x; (nuovamente!)

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 30



Esercizi sul metodo del simplesso

e, come variabile che esce di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto

b; . 0/ 2 4 2 C 1.
0= Zg}l% {a—“ D > O} = min {Zé’ - g} = - ovvero la variabile .

Consideriamo dunque la nuova base B = {x3, 21,76} ed eseguiamo 'operazione di
pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il tableau alla
forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry RQ/?, R+ Ry + 2/7R2, Rg — R3 — 8/7R2, Ro — R() + 5/7R2

T D Ty Ts T 2 b
—z 0 5/T 0 6/7T 10/7 0|-1|52/7
T3 o 2/7 1 1/7 1/14 0 4/7
1 1 17 0 =3/71 2/T 0 2/7
T 0 =8/7 0 3/7 =2/7 1 12/7

La situazione e la seguente:

.@3 i) 4 -1 0
rgp = T Tp = Ty B:[Ag Al A6j| = 6 2 0
T Ts 0 11
con soluzione: x = (xy, 29, T3, 24,5, 26) = (2/7,0,4/7,0,0,12/7) di valore z =

—52/7.

Osserviamo che i costi ridotti nella prima riga sono tutti non negativi, quindi la base
corrente B = {&3, x1, 26} ¢ ottima. La soluzione ottima ¢ x = (x1, x9, T3, T4, T5, Tg) =
(2/7,0,4/7,0,0,12/7) di valore z = —52/7. 1l problema di programmazione lineare
originale ammette dunque una soluzione ottima = = (z1, z2, 23) = (2/7,0,—4/7) di
valore ZMAX — —ZMIN — 52/7
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9) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare partendo dalla
base {z1, 1z} oppure dalla base {x1,z4}.

max —3r; + Xy + 6x3 — 214
st. —2r1 — 31y — x3 + 224 = -3
2[13'1 — 21’2 + 21’3 + 41‘4 = 4
r1 o, X2 T4 > 0
T3 < 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché z3 < 0 introduciamo

una nuova variabile 3 = —x3 con 23 > 0
min 3z, — x2 + 623 + 214
s.t. 2.1‘1 + 31’2 - 112"3 - 2]34 = 3
21‘1 — 21’2 — 2[%3 + 41‘4 = 4
Z1 5 T2 ) i?} ) Xyg Z 0

Consideriamo la base B = {1, x5} e verifichiamo se ¢ una base ammissibile.
Organizziamo i dati in forma tableau, tralasciando la funzione obiettivo.

~

Ty T2 T3 T4

) 3 -1 -2

T 2 =2 =2 4

= W | o

Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla base B = {1, 2} eseguia-
mo per prima cosa l'operazione di pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 1 riquadrato
nel tableau precedente, applicando le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < R1/2, Ry + Ry — Ry.

X1 X2 Ts T4 b
X 1 3/2 —1/2 -1 3/2

s 0[-5] -1 6| 1

Ora eseguiamo ’operazione di pivot sull’elemento in riga 2 e colonna 2 riquadrato
nel tableau precedente, applicando le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry «— —Ry/5, Ry < Ry + 3/10R;.
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1 To i‘g Ty b
) 1 0 —4/5 4/5| 9/5
s 0 1 1/5 —6/5|-1/5

Allora, la soluzione associata alla base B = {z1,z2} ¢ x = (21,%2,23,74) =
(9/5,—1/5,0,0), ma x5 = —1/5 < 0, quindi la base B non & una base ammissi-
bile e pertanto il metodo del simplesso non puo essere applicato a questa base.

Ora, consideriamo la base B = {z1, 24} e ne verifichiamo 'ammissibilita. Con-
sideriamo il tableau iniziale.

A

Xy T2 X3 X4

) 3 -1 -2

Ty 2 -2 =2 4

= W | o

Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla base B = {z1, x4} eseguia-
mo per prima cosa l'operazione di pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 1 riquadrato
nel tableau precedente, come nel caso precedente.

Operazioni: Ry < R1/2, Ry + Ry — Ry.
I X2 T3 T4 b
1 1 3/2 —-1/2 —1|3/2
4 0 -5 -1 [6] 1

Ora eseguiamo 'operazione di pivot sull’elemento in riga 2 e colonna 4, applicando
le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < R2/6, Ry < Ry + Ry/6.
I ) i’g Ty l_)

v | 1 2/3 —2/3 0]5/3
e | 0 —=5/6 —1/6 1|1/6

Allora la soluzione associata alla base B = {x1, 24} & x = (21,29, 23, 24) = (5/3,0,0,
1/6). Osserviamo che zy, 9, &3, x4 > 0, quindi la base B = {x1, 24} & una base
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ammissibile e possiamo risolvere il problema applicando il metodo del simplesso a
partire da questa base.

Per testare l'ottimalita della base in oggetto, abbiamo bisogno dei costi ridotti.
Completiamo dunque il tableau con la funzione obiettivo.

A

1 T T3 Ty 2 b
—z 3 —1 6 2|-—1 0
T 1 2/3 =2/3 0| 0]5/3
Ty 0 =5/6 —1/6 1| 0[1/6

Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla base B = {z, x4}, dobbia-
mo esprimere la funzione obiettivo unicamente in termini delle variabili fuori base.
Eseguiamo, dunque, le seguenti operazioni sulla riga relativa alla funzione obiettivo.

Operazione: Ry < Ry — 3R;.

I T i’g Xy z b

1 1 2/3 —2/3 0] 0]5/3
4 0 -5/6 —1/6 1| 0|1/6

Operazione: Ry < Ry — 2Rs.

T D) T3 x4 2 b
—z 0 —4/3 25/3 0|—-1|-16/3
T 1 12/3] =2/3 0| 0 5/3
Ty 0 =5/6 —-1/6 1| 0 1/6

La situazione ¢ la seguente:

xgz[iﬂ xpz{izl B=[ 4 AM:B _ﬂ

con soluzione: = = (z1,x2, T3,24) = (5/3,0,0,1/6) di valore z = 16/3.
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Osserviamo che nella prima riga del tableau e presente un costo ridotto negativo,
—4/3 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Scegliamo come variabile che entra in
base, la variabile corrispondente a tale costo ridotto negativo, ovvero x5 e, come
variabile che esce di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto 6 =
ng% {ab—; g > O} = min {;j—g, 1//6} = ;;—g, ovvero la variabile x;.
Consideriamo dunque la nuova base B = {x5, x4} ed eseguiamo 1'operazione di pivot
sull’elemento in riga 1 e colonna 2 riquadrato nel tableau precedente. Per riportare il
tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti operazioni
sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry -3/2, Ry < Ry +5/4Ry, Ry + Ro + 2R;.
Ty X9 52‘3 Ty Z b

—z 2 0 7 0|-—-1| =2

ws [3/2 1 -1 0] 0]5/2

2 |54 0 -1 1| 0]9/4

La situazione e la seguente:
| 2 ™ . o 3 -2
P I P B R

con soluzione: = = (x1,x2, T3,24) = (0,5/2,0,9/4) di valore z = 2.

Osserviamo che tutti i costi ridotti nella prima riga sono non negativi e quindi la
base corrente B = {xy, x4} € ottima. La soluzione ottima e x = (xy, 29, T3,24) =
(0,5/2,0,9/4) di valore z = 2. 1l problema di programmazione lineare originale
ammette dunque una soluzione ottima x = (x1, z9, r3,24) = (0,5/2,0,9/4) di valore
IMAX = —ZMIN = —2.

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 35



Esercizi sul metodo del simplesso

10) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare partendo dalla
base {z4, x5, x¢} oppure dalla base {x1, x5, x¢}.

max x1 + 2x9 + 2x3
st. 2xy + xy — 23 > 1
T + 2x3 < 2
—xr1 — 219 — 23 < 3
r o, 3 > 0
T9 S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché x5 < 0 introduciamo

una nuova variabile To = —x9 con Ty > 0.
min —x; + 2, — 23
s.t. 21‘1 — JAIQ — 2[E3 — X4 =1
T + 2$3 + 5 = 2
—r1 + 23?'2 — I3 + x5 = 3
Ty, &y , x , Xy , T35 , g = 0

Consideriamo la base B = {z4, x5, x4} e verifichiamo se ¢ una base ammissibile.
Organizziamo i dati in forma tableau tralasciando la funzione obiettivo.

T T2 w3 Ty Ts Tg b
T4 2 -1 -2 0 0|1
s 1 0 2 0 1 0/2
Tg -1 2 -1 0O 0 1|3
Per riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla base B = {4, x5, %6}

eseguiamo 1’operazione di pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 4 riquadrato nel
tableau precedente, applicando la seguente operazione sulla prima riga.

Operazioni: Ry < Ry - (—1).

T1 To T3 Ta Ts Teg b
Ty -2 1 2 1 0 00—
x5 1 0 2 0 1 O
2% |-1 2 -1 0 0 1
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La soluzione associata alla base B = {x4, 5,26} € ® = (21, Lo, 23,24, T5,T) =
(0,0,0,—1,2,3). Osserviamo che z; = —1 < 0, quindi la base B non ¢ una base
ammissibile e il metodo del simplesso non puo, dunque, essere applicato a questa
base.

Consideriamo, ora, la base B = {x1, x5, 24} e riportiamo il tableau alla forma
canonica rispetto a tale base per verificarne ’ammissibilita.

Counsideriamo il tableau iniziale.

Ty By X3 Ty Ty Tg b
T -1 -2 =1 0 0]1
T 1 0 2 0 1 0]2
s | -1 2 -1 0 0 13

Eseguiamo 1’'operazione di pivot sull’elemento riquadrato nel tableau precedente,
applicando le seguenti operazioni sulle righe.

Operazioni: Rl < R1/2, R2 < RQ — R1/2, Rg < R3 -+ R1/2
T Ty T3 Ty x5 T b

o |1 12 -1 —1/2 0 012

s |0 12 3 1/2 1 0]3/2

v | 0 3/2 —2 —1/2 0 1|7/2

Ora il tableau ¢ in forma canonica rispetto alla base B = {1, x5, 26} e la soluzione
associata a tale base & x = (x1, T, T3, 4, 5, 76) = (1/2,0,0,0,3/2,7/2). Osservia-
mo che x1, 2o, x3, T4, T5, T > 0, quindi la base B ¢ una base ammissibile e possiamo
risolvere il problema applicando il metodo del simplesso a partire da questa base.

Per testare l'ottimalita della base in oggetto, abbiamo bisogno dei costi ridotti.
Completiamo dunque il tableau con la funzione obiettivo.

1 Ty w3 T4 Ty Te 2 b
—Zz -1 2 =2 0 0 0]-1 0
1 1 -1/2 -1 =1/2 0 0| 0]1/2
T o 12 3 1/2 1 0 3/2
Tg 0 3/2 -2 —1/2 0 1 7/2
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Per riportare tale tableau alla forma canonica rispetto alla base B = {z1, x5, 4},
eseguiamo la seguente operazione sulla riga relativa alla funzione obiettivo.

Operazione: Ry <+ Ry + R;.

I Ty T3 Ty Ty Tg 2 b
—z 0 3/2 -3 —1/2 0 0]-1]1/2
) 1 —1/2 -1 —=1/2 0 0 1/2
5 0 1/2 1/2 1 0 3/2
¢ 0 3/2 -2 —1/2 0 1 7/2

La situazione ¢ la seguente:

1 T2 2 00
Irp = T5 Tp = x3 B = [Al A5 Aﬁ } = 1 10
Tg T4 -1 0 1

con soluzione: x = (x1, To, x3, T4, T5, 26) = (1/2,0,0,0,3/2,7/2) di valore z = —1/2.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(=3 e —1/2), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile x3 e, come
variabile che esce di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto 6 =

bi 1 2 2
min E)—Z s a;3 > 0 p = min %, %,/72/2/ = %, ovvero la variabile x5.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x1,z3,76} ed eseguiamo 'operazione
di pivot sull’elemento in riga 2 e colonna 3 riquadrato nel tableau precedente. Per
riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry/3, Ry < Ry + Ry/3, R3 < R3 + 2/3Ry, Ry + Ry + Rs.

T Ty T3 T4 Ts Tg 2z b
—z 0 2 0 0 1 0]-1 2
s | 1 —1/3 0 —1/3 1/3 0 1
2 |0 1/6 1 1/6 1/3 0 1/2
v | 0 11/6 0 —1/6 2/3 1 9/2
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La situazione ¢ la seguente:

T i’g 2 =20
rp = xIs3 Tp = Ty B= |:A1 A3 AG :| = 1 2 0
T Ty -1 -1 1
con soluzione: = = (x1, 9, T3, T4, 5, T6) = (1,0,1/2,0,0,9/2) di valore z = —2.

Osserviamo che tuttii costi ridotti nella prima riga sono non negativi e quindi la base
corrente B = {x1, 3,6} ¢ ottima. La soluzione ottima ¢ x = (xy, &3, 3, T4, T5, Tg) =
(1,0,1/2,0,0,9/2) di valore z = —2. Il problema di programmazione lineare origi-
nale ammette dunque una soluzione ottima = = (x, z2,z3) = (1,0,1/2) di valore
ZMAX = —ZMIN = 2.

11) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 3r; + 4r, — 3
s.t. Ty + X3 — 3rz < 2
—x1 — 2x9 + 223 < 1
o — 4dxg < 2
rn , X3 , wx3 > 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard.

min —3x; — 4zy + I3
s.t. rp + T2 — 35(?3 + 24 = 2
—x1 — 2x9 + 213 + x5 = 1
To — 4£L'3 + x5 = 2
r , X3 , T3 , Ty , Tz , g = 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z4, x5 e ), disponiamo di una base ammissi-
bile di partenza B = {x4, x5, 26} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla
base B. Organizziamo i dati in forma tableau.

Ty xy X3 x4 Ty Tg 2 b
—2 |=3 =4 1 0 0 0[-1]0
4 1 -3 1 0 0 2
x5 | -1 -2 2 0 1 0 1
6 0 1 -4 0 0 1 2

L. De Giovanni - Ricerca Operativa 39



Esercizi sul metodo del simplesso

La situazione ¢ la seguente:

T4 x 100
rp = Ts Tp = T B= [A4 A5 AG :| = 010
T x3 0 01

con soluzione: = = (1, X2, T3, T4, 5, 26) = (0,0,0,2,1,2) di valore z = 0.

Nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi (—3 e —4),
quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo dunque con
I'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo come variabile
con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile x; e, come variabile che esce

bi
di base, la variabile che corrisponde al minimo rapporto # = min {_— Dap > 0} =

1=1,2,3 (0751
. [2 1 2 o
min § =, 77 = 7 Ovvero la variabile 4.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x1,z5, 26} ed eseguiamo 'operazione
di pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 1 riquadrato nel tableau precedente. Per
riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry + Ry + Rl, Ry + Ry + 3R;.

T X9 T3 Ty Ty T 2 b

—z 0O -1 -8 3 0 0|-1]6

1 1 1 -3 1 0 0 2

Ts 0O -1 -1 1 1 0 3

Tg 0O 1 -4 0 0 1 2

La situazione ¢ la seguente:

Z1 T2 1 00
Irp = T5 Tp = Z3 B = [Al A5 AG } = -1 1 0
Tg T4 0 0 1
con soluzione: = = (1, xq, T3, T4, x5, 26) = (2,0,0,0,3,2) di valore z = —6.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(=1 e —8), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Osserviamo
inoltre che il costo ridotto relativo alla variabile x3 ¢ negativo e le restanti entrate
della colonna Ajz, sono tutte non positive, quindi il problema ¢ illimitato.
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Si ricordi che e sufficiente che esista una colonna con costo ridotto negativo e con
le restanti entrate tutte non positive, per poter immediatamente concludere che il
problema ¢ illimitato. (In questo caso, anche se avremmo potuto proseguire con
il metodo del simplesso con la colonna A,, osservando la colonna As, possiamo
immediatamente concludere che il problema e illimitato.)

12) Risolvere il seguente problema di programmazione lineare.

max 2x; + 3rs — X3 + 314
s.t. Ty — To + 2333 — 2.2134 > —2
201 + 2x9 4+ x3 + 4dry < 4
rT — To + 2$3 S 2
Ty, X2 , T3 > 0
T4 S 0

Soluzione. Riscriviamo il problema in forma standard. Poiché z, < 0 introduciamo

una nuova variabile £, = —x4 con 4 > 0.
min —2r; — 3xz9 + w3 + 314
s.t. —xr; + To — 21‘3 — 2@'4 + Ty = 2
2!13'1 + 21’2 + r3 — 422‘4 + x4 = 4
ry — To + 2{E3 + 7y = 2
Ty o, ® , X3 , Ty , xT5 , Tg , 7 = 0

Avendo aggiunto le variabili di slack (z5, x¢ € z7), disponiamo di una base ammissi-
bile di partenza B = {5, xs, 27} e il problema & gia in forma canonica rispetto alla
base B. Organizziamo i dati in forma tableau.

T i) T3 Zi'4 Trs Tg X7 z B
—z -2 -3 1 3 0 0 0|-1]0
x5 -1 1 -2 -2 1 0 0] 0|2
6 2 1 -4 0 1 0| 04
Ty 1 -1 2 0 0 0 1| 0|2
La situazione e la seguente:
s il 100
rp = Te Tp = 2 B:[A5 A6 A7}: 010
L3
Ty N 0 01
Ty
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con soluzione: = = (1, X2, T3, T4, x5, Tg, x7) = (0,0,0,0,2,4,2) di valore z = 0.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(—2 e —3), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile z;. Dato
che h = 1, il quoziente minimo ¢ # = min {i DA > O} = min 2 711,2 =
i=1,2,3 | ;1 1'2°1

Poiché sia x4 che x7 corrispondono al minimo rapporto 6 = 2, per la regola di Bland,
scegliamo come variabile uscente quella di indice minimo, ovvero xg.

Consideriamo dunque la nuova base B = {x5, 21,27} ed eseguiamo 'operazione
di pivot sull’elemento in riga 2 e colonna 1 riquadrato nel tableau precedente. Per
riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe.

Operazioni: Rg <— RQ/Q, Rl — Rl + R2/2, Rg < R3 — R2/2, Ro <— Ro + Rg.

1 o T3 T4 Xs Tg T7 2 b
—z 0 -1 2 -1 0 1 0]-1/4
x5 0 2 -=3/2 -4 1 1/2 0 4
T 1 1/2 =2 0 1/2 0 2
7 0 -2 3/2 2 0 —-1/2 1 0
La situazione ¢ la seguente:
5 ? 1 -1 0
rp = T Tp = A3 B = [A5 A1 A7} = 0 2 0
Ty
T 0 11
Te
con soluzione: = = (1, X2, T3, 4, x5, Tg, T7) = (2,0,0,0,4,0,0) di valore z = —4.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti negativi
(=1 e —1), quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Procediamo
dunque con l'operazione di cambio base. Seguendo la regola di Bland, scegliamo
come variabile con costo ridotto negativo che entra in base, la variabile x5. Dato
che h = 2, il quoziente minimo ¢ # = min {ﬂ Qg > O} = min é, g, 0 =2
i=1,2,3 | Q2 21 2
Poiché sia x5 che x; corrispondono al minimo rapporto 6 = 2, per la regola di Bland,
scegliamo come variabile uscente quella di indice minimo, ovvero x;.
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Consideriamo dunque la nuova base B = {x5,zs, 27} ed eseguiamo 'operazione
di pivot sull’elemento in riga 2 e colonna 2 riquadrato nel tableau precedente. Per
riportare il tableau alla forma canonica rispetto alla nuova base eseguiamo le seguenti
operazioni sulle righe.

Operazioni: Ry < Ry — 2Rs, R3 <+ R3+ 2Rs, Ry + Ry + Rs. (Si ricordi che non ¢
conveniente eseguire I'operazione Ry <— R; + R3 in quanto modificherebbe anche la
colonna As.)

Tr1T X2 T3 i’4 Ty Tg I7 z l_7
—z 1 0 5/2 -3 0 3/2 0/-1|6
x5 -2 0 =5/2 0 1 —-1/2 0 0
T 1 12 =2 0 1/2 0 2
X7 2 0 5/2 -2 0 1/2 1| 04
La situazione e la seguente:
s o 1 10
rp = i) Tp = A3 B = [A5 A2 A7:| = 0 2 0
Xy
T 0 -1 1
Te
con soluzione: = = (1, X2, T3, 4, 5, Tg, v7) = (0,2,0,0,0,0,4) di valore z = —6.

Osserviamo che nella prima riga del tableau ¢ presente un costo ridotto negativo,
—3 < 0, quindi la base B non soddisfa le condizioni di otimalita. Osserviamo
inoltre che le restanti entrate della colonna relativa a tale costo ridotto negativo sono
tutte non positive, possiamo quindi immediatamente concludere che il problema e
illimitato.
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13) Si consideri il tableau seguente

T1 ®y x3 x4 Tz Tg 2z b
—z -2 0 0 -7 5 0|-1|-17
0 0 —28 -7 1 22
28 0 1 1 0 0 14
36 1 0 5 8 0 18

e si risponda alle seguenti domande (senza svolgere calcoli):

a) Scrivere la soluzione di base corrente e dire se ¢ ottima.

b) Su quali elementi & possibile eseguire 'operazione di pivot secondo il metodo
del simplesso?

¢) Dire su quale elemento verra fatto il pivot alla prossima iterazione del metodo
del simplesso usando la regola di Bland.

d) Giustificare perché non viene fatto il pivot sull’elemento in riga 1 e colonna 1
(elemento riquadrato).

e) Stabilire, senza effettuare 'operazione di pivot, quale sara il valore della fun-
zione obiettivo alla fine della prossima iterazione del simplesso.

f) Alla fine della prossima iterazione del simplesso sara cambiata la base corrente:
sara cambiato anche il vertice del poliedro associato alla nuova base?

g) Che caratteristica avra la soluzione di base ottenuta applicando la regola di
Bland?

Soluzione.

a) Osserviamo che il tableau ¢ in forma canonica rispetto alla base B = {x¢, x3, T2 }.
La situazione e la seguente:

Te T 1 00
Irp = T3 Tp = Ty B = [ A6 Ag AQ } = 010
Z2 Ts5 00 1

e la soluzione di base corrente ¢ x = (x1, xo, T3, x4, T5, x5) = (0,18,14,0,0,22)
di valore z = 17.

Osserviamo che nella prima riga del tableau sono presenti alcuni costi ridotti
negativi, (—2, —7 < 0), quindi la soluzione di base corrente non ¢ detto sia
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ottima (ricordiamo che “costi ridotti tutti positivi o nulli” & condizione SUF-
FICIENTE e non necessaria di ottimalita)!.

b) Ricordiamo che il metodo del simplesso cerca cambi base che tendano a miglio-
rare il valore della funzione obiettivo (quindi si fa entrare in base una qualsiasi
colonna con costo ridotto negativo) preservando l’ammissibilita della nuova
base (si fa uscire dalla base una qualsiasi variabile che soddisfi la regola del
quoziente minimo). Pertanto, i possibili elementi pivot sono 28 (entra z; e esce
x3), 36 (entra x; e esce x2) e 5 (entra x4 e esce x3).

c) Seguendo la regola di Bland, I'operazione di pivot viene eseguita sull’elemento

b,
inrigatein colonnah dove h =min{j : ¢; < 0} et = arg ‘Irii%lg {—Z D Qi > O}
1=1,2, alh

e nel caso di piu variabili attualmente in base che corrispondono al minimo

bh = 9}. Dal tableau osserviamo che i costi ri-

a

quoziente €, t = min {B,- :
dotti negativi (—2, —7 < 0) corrispondono alle variabili z; e x4, quindi h =

min {1,4} = 1. Allora il quoziente minimo corrisponde a § = 'H}iglg {_—Z can >0
=12 ;1

11728°36f 2
mo rapporto, ovvero z3 (t = 2) e x (t = 3). Pertanto, applicando la regola
di Bland, si sceglie come variabile uscente x5 (che ha l'indice minimo), dunque
t = 3 e alla prossima iterazione del metodo del simplesso, ’operazione di pivot
verra eseguita sull’elemento 36 in riga ¢ = 3 e in colonna h = 1.

22 14 18 1
'H%iglg{ } = —. (i sono due variabili corrispondenti a questo mini-

d) L’operazione di pivot non puo essere effettuata sull’elemento in riga 1 e colonna
1 in quanto questa operazione porterebbe ad una soluzione non ammissibile,
visto che l’elemento non soddisfa la regola del quoziente minimo. In altre
parole, effettuando questo pivot, la variabile x; (che entra in base) assumerebbe
un valore (che corrisponde al rapporto non minimo %) tale da portare a 0 la
variabile z4 (che uscirebbe dalla base), ma troppo alto, in quanto, per soddisfare

i restanti vincoli, le altre variabili dovrebbero assumere valori negativi.

e) Con l'operazione di pivot sull’elemento in riga 3 e colonna 1, la variabile z,

il cui costo ridotto € ¢; = —2, entra in base con un valore pari al quoziente
minimo 6 = % e pertanto, si avra una variazione del valore della funzione
obiettivo pari a ¢; -0 = —2 - % = —1, quindi il valore della funzione obiettivo

alla fine della prossima iterazione del simplesso sara —(—17) — 1 = 16.

f) Alla fine della prossima iterazione del simplesso la base sara B = {xg, 23,21} e
sara cambiato anche il vertice del poliedro associato alla nuova base, in quanto
la soluzione di base corrente ¢ non degenere e quindi ci sara sicuramente una

Tn ogni caso, possiamo osservare anche che, essendo tutti i termini noti (colonna b) strettamente
positivi, allora sicuramente, aumentando il valore delle variabili corrispondenti a tali costi ridotti negativi,
ovvero aumentando il valore di ;1 o x4, € possibile trovare una soluzione ammissibile con valore della
funzione obiettivo strettamente minore e quindi possiamo escludere che la base considerata sia ottima.
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variazione del valore delle variabili (in sintesi, sara sicuramente 6 # 0): per

esempio, la prima componente della nuova soluzione (ovvero la prima compo-

nente del vettore che individua il nuovo vertice), che nella soluzione corrente

vale z1 = 0, come abbiamo visto, sara r; = %

g) La regola di Bland impone l'operazione di pivot sulla prima colonna, dove due
variabili x3 e w9 corrispondono al rapporto minimo. Pertanto, sia xy sia z3
assumeranno il valore 0 nella nuova base: x5 esce dalla base e x3 rimane in
base al valore 0, rendendo la nuova base DEGENERE.
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