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Laboratorio 03

• Sistemi a Tempo Discreto



Un sistema ecologico

Sia 𝑦(𝑛) il numero di individui di una popolazione di una data specie nell’anno 𝑛

Supponiamo di conoscere tale valore per 𝑛 = −1 (condizione iniziale)

Negli anni seguenti, la popolazione è ottenuta da quella dell’anno precedente con 
le modifiche seguenti:

• La natalità comporta un aumento di popolazione proporzionale a 𝑦(𝑛 − 1). Il 
coefficiente di proporzionalità è il tasso di natalità 𝑏(𝑛 − 1)

• La mortalità comporta una riduzione di popolazione proporzionale a 𝑦 𝑛 − 1 . 
Il coefficiente di proporzionalità è il tasso di mortalità 𝑚(𝑛 − 1)

• La popolazione può aumentare se ci sono arrivi da un’altra popolazione: 𝑥(𝑛)

• Infine, per semplicità, non imponiamo il vincolo che i valori di x e y debbano 
essere interi



Un sistema ecologico

Dato quanto detto in precedenza, la popolazione all’anno 𝑛 è descritta dalla 
seguente equazione:

𝑦 𝑛 = 𝑦 𝑛 − 1 + 𝑏 𝑛 − 1 𝑦 𝑛 − 1 −𝑚 𝑛 − 1 𝑦 𝑛 − 1 + 𝑥(𝑛)

• Si noti che 𝑏(⋅) e 𝑚(⋅) sono segnali, ma li considereremo come parametri del 
sistema. Ugualmente considereremo la condizione iniziale su  𝑦, per esempio il 
valore in 𝑛 = −1 come parametro. 

• Tali parametri sono considerati noti. 

• Allora si può considerare un sistema con 𝑥(𝑛) come ingresso e 𝑦 𝑛 come 
uscita. 

𝑦 𝑛 = 1 + 𝑏 𝑛 − 1 −𝑚 𝑛 − 1 𝑦 𝑛 − 1 + 𝑥(𝑛)

S
𝑥(𝑛)



Un sistema ecologico

Il Sistema è definito dall’equazione precedente e dai parametri 𝑦 −1 , 𝑏 ⋅ , 𝑚(⋅)

Esercizio 1. Dire se tale sistema è istantaneo o dinamico, lineare, tempo 
invariante. 

Esercizio 2. Si consideri ora il caso in cui 𝑏 𝑛 = 𝐵 ∀𝑛 e 𝑚 𝑛 = 𝑀 ∀𝑛 e 𝑦 𝑛 =
0 ∀𝑛 < 0. In altre parole,

𝑦 𝑛 = 1 + 𝐵 −𝑀 𝑦 𝑛 − 1 + 𝑥(𝑛)

Notare che 𝑀 < 1 (non possono morire più individui di quanti ne esistevano 
l’anno prima) 

Tale sistema è LTI. Provate a stabilirne stabilità e causalità. Se troppo difficile, 
cominciare a calcolare la risposta impulsiva ed usarla per rispondere. 

𝒉 𝟎 = 1 + 𝐵 −𝑀 𝑦 −1 + 𝛿 0 = 𝛿 0 = 1
𝒉 𝟏 = 1 + 𝐵 −𝑀 𝒉 𝟎 + 𝛿 1 = ⋯
𝒉 𝟐 = 1 + 𝐵 −𝑀 𝒉 𝟏 + 𝛿 2 = ⋯
…

𝑦 𝑛 =
1 + 𝑏 𝑛 − 1 −𝑚 𝑛 − 1 𝑦 𝑛 − 1
+𝑥(𝑛)
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Esercizio 3

Creare una funzione che, dati i parametri di sistema 
y_init (=y[-1]), M, B ed il segnale d’ingresso x[n], restituisca un vettore 
contenente l’uscita y[n] cioè la numerosità della popolazione y[n] (della stessa 
lunghezza di x).

Per semplicità, non imponiamo il vincolo che i valori di x e y debbano essere 
interi. 

Nota: salvare la funzione in un file con lo stesso nome della funzione e con 
estensione .m 



Esercizio 4

Usare tale funzione per valutare numericamente la risposta impulsiva. Cambiare 
i parametri e verificare la stabilità



Esercizio 5

• In caso di natalità nulla (b=0) e nessun ingresso di individui 
provenienti da altre popolazioni (x[n]=0 n), la specie tende ad 
estinguersi con un tasso di mortalità pari a m

• Usando la funzione creata all’Esercizio 3, determinare e plottare 
y[n] nel caso che y_init=50, m=0.4.

𝑦[𝑛] = 𝑦[𝑛 − 1] − 𝑚 ⋅ 𝑦[𝑛 − 1]

Nota: Per plottare il
segnale a tempo 
discreto usare il
comando stem
invece di plot (si
veda l’help in linea)



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Ricordiamo che l’onda quadra 𝑥 𝑡 = σ𝑘∈ℤ rect
𝑡−𝑘𝑇

𝑇/2
ammette la serie di Fourier:

1

2
+
1

𝜋
෍

𝑚∈ℤ

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡

Esercizio: esprimere la serie di Fourier in termini di funzioni coseno.



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Ricordiamo che l’onda quadra 𝑥 𝑡 = σ𝑘∈ℤ rect
𝑡−𝑘𝑇

𝑇/2
ammette la serie di Fourier:

1

2
+
1

𝜋
෍

𝑚∈ℤ

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡

Esercizio: esprimere la serie di Fourier in termini di funzioni coseno.

Soluzione: 
Decomponiamo la somma per 𝑚 ≥ 0 e 𝑚 < 0:

1

2
+
1

𝜋
෍

𝑚≥0

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡 +

1

𝜋
෍

𝑚<0

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡

Nella seconda serie, poniamo ℓ = −𝑚 − 1. Allora la somma è su ℓ ≥ 0 e 2𝑚 + 1 = − 2ℓ + 1 :

1

2
+
1

𝜋
෍

𝑚≥0

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡 +

1

𝜋
෍

ℓ≥0

−1 (−ℓ−1)

−(2ℓ + 1)
𝑒−𝑗 2ℓ+1 𝜔0𝑡

=
1

2
+
1

𝜋
෍

𝑚≥0

−1 𝑚

2𝑚 + 1
𝑒𝑗 2𝑚+1 𝜔0𝑡 +

1

𝜋
෍

ℓ≥0

−1 ℓ

(2ℓ + 1)
𝑒−𝑗 2ℓ+1 𝜔0𝑡

=
1

2
+
2

𝜋
෍

𝑚≥0

−1 𝑚

2𝑚 + 1
cos 2𝑚 + 1 𝜔0𝑡



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Usiamo Matlab per confrontare l’onda quadra 𝑥 𝑡 = σ𝑘∈ℤ rect
𝑡−𝑘𝑇

𝑇/2
con la somme parziale di 

ordine 𝑀 della sua serie di Fourier:

𝑥𝑀(𝑡) =
1

2
+
2

𝜋
෍

0≤𝑚<𝑀

−1 𝑚

2𝑚 + 1
cos 2𝑚 + 1 𝜔0𝑡

Per semplicità, prendiamo 𝑇 = 1 e quindi 𝜔0 = 2𝜋

1. Tracciare 𝑥(𝑡) in −
1

2
,
1

2
con passo Δ = 10−4. Porre 𝑥 ±

1

4
=

1

2
in modo da ottenere

convergenza puntuale in ogni 𝑡

2. Tracciare 𝑥0 𝑡 =
1

2
e conservarlo in 𝑥old

3. Per ogni 𝑚 ∈ {0,1,2, … , 20}: calcolare 𝑥current da 𝑥old nel modo seguente:

• Calcolare 𝑣𝑚 𝑡 =
2

𝜋

−1 𝑚

2𝑚+1
cos 2𝑚 + 1 𝜔0𝑡 in −

1

2
,
1

2
con passo Δ = 10−4

• Aggiungerlo a 𝑥old(𝑡) per ottenere 𝑥current(𝑡)
• 𝑥current corrisponde a  𝑥𝑀 𝑡 (con 𝑀 = 𝑚 + 1)
• Tracciare nello stesso grafico 𝑥(𝑡) e 𝑥𝑀 𝑡 e verificare visualmente la convergenza
• Calcolare:

• il segnale d’errore 𝑒𝑀 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑀 𝑡

• e la sua energia 𝐸𝑀 ≈ σ𝑖 𝑒𝑀
2 ( −

1

2
+ 𝑖Δ) ⋅ Δ

4. Mostrare 𝐸𝑀 in funzione di 𝑀 e commentare il risultato



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Soluzione

Dopo aver
completato lo script, 
eseguirlo con diversi
valori di maxM



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Soluzione



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Soluzione

Notare il fenomeno di Gibbs: l’errore massimo di 
sovraelongazione ha un ampiezza che non tende a zero. 
Nondimeno, l’energia dell’errore tende a zero (vedi Domanda 4)  

Errore max ≈ 0,08
indipendentemente da 𝑀

ZOOM:



Parte 2: Serie di Fourier dell’onda quadra

Soluzione

Convergenza della serie di Fourier: 
l’errore ha un energia che tende a 
zero al crescere dell’ordine della
somma parziale.
Il teorema Riesz-Fischer assicura che
tale energia è infinitesima su 𝑀


