Esercizi proposti 10
soluzioni

Serie di Fourier

10.1

Sviluppare in serie di Fourier i segnali x2(t), x4(t) e x5(t) definiti qui sotto,

xo(t) = 1+ sin 3t — 4 cos <5t - g) ,
.’L’4(t) = Sin(ﬂ'/ll) cos 2t + SiH2(3t) 7
x5(t) = 2m — 3+ sin <_ft + E) _ it
5 3
Soluzione

(a.) 1l segnale x9 & periodico di periodo T' = 27 e pulsazione fondamentale wg = 1. Lo
riscriviamo, usando le formule di Eulero, nella forma

1 1 4 o 4 .
H=1+— Jjdwot _ — —j3wot _ [ = ](5&)0t7§) = J(5th,§)
xo(t) +2je 2j€ 2@ +2€
L 1 INVEARY 1 V3\ .
= 1 - J3wot & —j3wol __ 2 - Ve jbwot 2 1 V3 —j5wot
+ 2je 2je 5 I )€ 5 +7 5 | €
= —(L+jV3)e 750t 4 Jjem 3ol 1 — gjelSeot — (1 — jv/3)ed>o! (1)

I coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier si desumono per ispezione,
as=-1-jV3, as=3j, a=1 a=-3j a5=-1+jV3,

ar, = 0 per ogni altro k € Z. Poiché z(t) e reale la sequenza aj, € hermitiana.

(b.) Il segnale x4 ha periodo T' = 7 e pulsazione fondamentale wy = 2. Utilizzando le
formule di Eulero si ha

V2 et 4 =it I3t _ i3t 2
xo(t) = — + .
2 2 2]
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I coefficienti della serie di Fourier sono a_3 = ag = —%, a_1=a1 = %, apg = %, eap =0
per ogni altro k € Z. Poiché z(t) ¢ reale e pari la sequenza ay, € reale e pari.
C. segnale x5 ha periodo = 40, pulsazione fondamentale wy = 4=, e si puo
Il segnal ha periodo T 40, pulsazione fond 1 50 i puc

rappresentare come

x5(t) =2m — 3 — Sin(%t - g) — 2t

_ B _i —j % jdwot i 35 —jdwot _ 2 jbwot
2r —3 -e e —1—2,6 e e‘e

e L. . . i %
I coefficienti di Fourier non nulli sono: a_4 = %, ag =2 — 3, ay = —%, as = —e>.



10.2

Lo sviluppo in serie di Fourier del segnale z(t) &

1 2 .
Jf(t) = 5 — Z W ejkﬂt, t e R.

k dispari
Si calcolino i coefficienti di Fourier del segnale y(t) := %(t —1).
Soluzione
I coefficienti {ay } del segnale z(t), di pulsazione wy = 7 e periodo fondamentale T = i—g =

2, rispetto alla famiglia {e/*™ k € Z} sono, per ispezione,

per k=0,

1
29
ay = 0, per k # 0 e pari,

22 per k dispari.
m

Applicando la proprieta di derivazione, i coefficienti {by} di 2/(t) = Z—’f(t) sono

0, sek e pari,
bk = jhmay = ——, se k & dispari.
Jkm
Infine, applicando la proprieta di traslazione, i coefficienti {cx} di 2/(t — 1) = %(t - 1)
Sono
" 0, se k e pari,
S Ly — 2
k=€ Ok ———, se k e dispari.
Jkm
Allo stesso risultato si arriva valutando la serie nel punto ¢ — 1 e derivando termine a
termine. Infatti, da

1 2
x(t—l)zi— E W@‘j m(t 1), tER,
k dispari

derivando termine a termine la serie si ottiene

=T 2 k(1)
yh =a'(t—1) =" (t—1)= > e

k dispari J

da cui, per ispezione, si ricavano i coefficienti di Fourier {c;} come sopra.

10.3

Si consideri {z(t) : t € R} periodico di periodo T" = 2, ad energia finita su [0,7], con
coefficienti di Fourier {ay}32 . Si calcolino i coefficienti di Fourier {b,}3 __ del segnale
y(t) := ™ . x(t — 4).

Soluzione

Per risolvere agevolmente ’esercizio si osservi che z(t — 4) = x(t), per ogni t € R, poiche
il segnale x(t) ha periodo T' = 2. L’esercizio si riduce dunque al calcolo dei coefficienti di
Fourier by di y(t) = e/™ z(t). La pulsazione wy = 2 = m, quindi y(t) = e/*0! 2(t) e, dalla

proprieta di traslazione in frequenza, risulta by = ag_1.



10.4

Sia z(t) un segnale periodico ad energia finita sul periodo T" con coefficienti di Fourier:

2, k=0,
ag = . k
i@, k#o.
(a.) z(t) e reale?  (b.) z(t) & pari? (c.) ZE(t) & pari?

Soluzione

(a.) z(t) e reale se e solo se la sequenza dei coefficienti ¢ hermitiana, ovvero a_j = aj,. Per
k = 0 questo comporta ag € R. Nel caso in esame ag € R, mentre, per k # 0, abbiamo
a_p =7J (%)'7’6' =37 (%)‘k‘ =ap F#aj =—J (%)‘k‘. Il segnale z(t) non & reale.

NOTA: Poiche a_, = —aj, = aj la sequenza dei coefficienti ¢ antihermitiana e pari. Il
segnale z(t) ¢ dunque immaginario puro e pari.

(b.) x(t) € pari se e solo se la sequenza dei coefficienti ¢ pari, ovvero a_j = ax. Nel caso
in esame, come visto sopra, la condizione e soddisfatta. Il segnale x(t) & pari.

(c.) Usando la regola per la derivata (vedi tabella) i coefficienti by, di %f(t) sono

b = jwok ar = (jwok)(j (%)‘k‘) = —wok (%)W

La sequenza dei coefficienti e dispari, b, = —b_;. Si conclude che il segnale ’fl—f(t) ¢ dispari.

NOTA: Poiche la sequenza by, & reale e dispari, il segnale % (t) & immaginario puro e

dt
dispari.

10.5

Si consideri il segnale a tempo continuo

1 ikt
x(t) = Z ’k|+1€J .

k=—o0

(a.) Il segnale z(t): ¢ reale? ¢ immaginario? ¢ pari? ¢ dispari?

(b.) Si calcolino i coefficienti di Fourier per il segnale y(t) = x(t — 1) — 1.

Soluzione

(a.) Indicando con ay i coefficienti di Fourier di x(t), poiche a; = ﬁ =a_ € Rsi

conclude che il segnale x(t) ¢ reale e pari.

(b.) Il segnale y(t) = z(t — 1) — 1 si ottiene da z(t) per traslazione e aggiunta di una
costante: la pulsazione fondamentale wy di y(t) coincide dunque con quella di z(t) e vale
wo = 7. Lo sviluppo in serie di Fourier di y(t) & del tipo

y(t) = Z by, 7™,

k=—00

I coeflicienti by, si ottengono a partire dagli a; applicando la proprieta di traslazione tempo-
rale, ed osservando che 'aggiunta della costante modifica solo il valore medio del segnale,
ovvero il coefficiente by. Otteniamo by, = ay e 757 per k#£0e by = ape~ 9" — 1 ovvero

_ (=P
1+ K|

b0207 bk; k‘;ﬁO

3



10.6

Si calcoli I'energia in un periodo dei segnali x2(t) e x5(t) dell’Esercizio (77).

Soluzione

I segnali sono
zo9(t) = 1 + sin 3t — 4 cos(5t — %)
x5(t) =2m — 3+ sin(—%t + g) _ eI Etr2

Calcoliamo ’energia in un periodo utilizzando la formula di Parseval

- /m 2()2dt =T Jay

Abbiamo gia determinato i coefficienti di Fourier dei segnali x5 e x5, vedi Esercizio (10.1).
Per il segnale z9, di periodo T" = 27, i coefficienti di Fourier non nulli sono

as=-1-3V3 ay=bi, a=1 a=-L, a=-1+5V3,
e dunque
% = QWDQ_E)F + as|? + Jaol? + |as|? + |as)?
=2r[d+ 1 +1+1+4] =197.

Per il segnale x5, di periodo T' = 40, i coefficienti di Fourier non nulli sono

a_4 = ——, a0:27r—3, a4 = —

e dunque
EE‘;?] =40 [|a,4|2 + |ao|2 + |a4|2 + |a5|2} — 40 [i + (27 — 3)2 + % + 64] )

10.7

Sia z(t) un segnale reale, periodico di periodo T', e ad energia finita nel periodo, y(t) :=
cos(ZEt) e z(t) := z(t) + y(t). Detti ay e by i coeficienti di Fourier di z(t) e di z(t)
rispettivamente si dimostri che, se x(t) ¢ dispari, allora vale

oo

S =g Y el )

k=—0o0 k=—o00

Soluzione
A meno del fattore di scala T, il membro sinistro dell’equazione (2) & E[ZT]. L’esercizio

richiede quindi di mettere in relazione Ef,; con EZHY. Poiché z(t) e y(t) sono reali,

7) 7]
) = / ; (x(t) + y(1)” dt = /T (2%(8) + (1) + 22(t)y(t)) dt
= Ejy + By )



dove l'integrale

N

[ stuae=o,
poiché la funzione integranda ¢ dispari essendo il prodotto della funzione pari y(t) e della
funzione, dispari per ipotesi, z(t). Per il calcolo di E[yT] si puo utilizzare la formula di

Parseval osservando che i coefficienti di Fourier non nulli di y(¢) sono at; = % (convin-
cetevene!) e dunque Ey] =T(3+3) = Z. 1 calcolo di EE”T] ¢ banale anche per via

T
diretta,
T

T
y _ 2 2 2£ _[? 1 } QI _Z
E[T]/gcos (Tt>dt/g<2+2cos 2Tt dtfz.

Applicando ora l'identita di Parseval ad entrambi i membri dell’equazione E[ZT] = E[QE[] +

E[qiﬂ, dimostrata in (3), otteniamo l'identita desiderata
o 1 oo
Z k| = 5t Z |axl .
k=—00 k=—o00
10.8

Si consideri il segnale z(t), periodico di periodo T' = 2, cosi definito per ¢ € [0, 2):

= 2 0st<l
=00, 1<t<e

(a.) Tracciare il grafico di x(t).
(b.) Calcolare la derivata generalizzata y(t) = Lx(t), t € R.

(c.) Determinare i coefficienti di Fourier del segnale y(t).

Soluzione

Y

_— =
_— — 1w

(b.) Anche la derivata (generalizzata) y(t) = %x(t), t € R, & un segnale periodico di

periodo T' = 2, rappresentabile come

y(t) = repy = 2Xp1)(1) + 28(t — 1))



4 y(t)

Y

(c.) Il segnale y(t) ha periodo T' = 2 e pulsazione fondamentale wy = 7. Per il calcolo dei
coefficienti di Fourier a; svolgiamo il calcolo diretto. Per k = 0,

2
ag = %/ x(t)dt
0
1 2
= ;/0(—2)dt+§/0 26(t —1)dt = —1+1=0,

mentre, per k # 0,

2
ar = ;/ z(t)e Ik qy

0
1 2
= 5/0 (—2)6‘”“(#—1—%/0 25(t—1)6_]k”tdt
1 — e ikm , (—1)k -1
- - = —gkm _ \ ) ~ -1 k:.
Jkm te Jkm +(=1)
In definitiva,
0, k=0,
ap =4 1, k pari, k # 0,
—1- j%’ k dispari.



