Esercizi proposti 1
soluzioni

Numeri complessi

1.1

Siano a; =4 — 55 e ap =2+ 3j. Calcolare in forma cartesiana

1 as 9 al
aijaz, a27 (11? (al +CL2) ) a1 +CL2.
Soluzione
ajay = (4—55)(2+3j)=23+2j
1 @ 2-3 2 3
a w13 13 13’
az _ agar _ (2+35)(4+5)) __ . 22
o JaP A1 VTRV
(a1 +az)® = (6—25)>=36—245 —4=32—24j
a  4-5j (4-5j)(6+2) 34 22
a1 t+as  6-25 40 ~ 10 20’
1.2
Trovare la rappresentazione polare pe?® dei numeri
@) 1+
1, =3, 144, 1-j —1+4j —1—j 2,
1—y
(b.) -
14 gv3, (L-3V3R J0+)EE, L psing+jpeose
J ) —J ) J J)€ ) P2 p s JpCOS P.
1+jV3
Soluzione
(a)
1=1¢"°, —3=3¢"
1+j=V2e7, 1—j=V2e%
14§ =V2eT, 1 =TT
L
1—j
(b.)

1 +j\/§ _ 2ejarctan\/§ _ 2633
(1-5v3)°
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j(l—i—j)ej% = ej%\@ejgej%:ﬁej%“
it S P mento: /% + ¢ IE =1
— = —e suggerimento: e e =1 ecc.
1+v3 2 gg
psing + jpcos¢ = jp(cosd — jsing) = pej%e*j‘b = pe_j(¢_%)
1.3
Calcolare in forma cartesiana
2e77%, 3elz, 2, ej%r, e s, (1+4)%.
Soluzione
2e77i =2 (cos% —jsin%) =V2(1 - )
3e’7 = 3j
2= 2
5 2
oF =214 j)
_j4l 1 \/g
[ 3 :—7—.]7
2 2
.\ 16 6w
(145" = (\/iefz) = 286°% = 256
1.4
Determinare i numeri reali
1 47 . .
Re -, Im3+ ,], Ree®t 37 Imel,
1+ 7T—7
1+ o3| eji_l | 2005t+2jsint7 5475 ’ (1+4)8
1—y e 72 +1 1425 7—5j J3(1 + 45)2
Soluzione
1 1
Re—— ==
1+5 2
3445 3+45)(7T+ 3 31
W3 BT 3L
7T—7 50 50
Re 373 = e3 cos 3 = —e?
o 2
Im6112£
2
'1+j V3l Z L+l
-y 11— j
ez —1 | — 14| ]
e 3 41 11— 4l
2cost+2jsint| 2 _2\/5
1425 V5 5




5+7j V74 B
7—5j 4_
A+ | 4y (vV2)* 8
P42 PR +452  13(V/In)2 1T
1.5
Eseguire le seguenti operazioni
7+3; (b4+45)* 1+
1+77 1+3; 7 1-j’
, 1+7)? P
74 45)2, ( 1 2, .3
(7+45) 3745 HItI AT
1 \3 1 -\128
(40, LED 0
(1—14) (1—-7)
Soluzione
7+3j (7+3j)(1—j)_10—4j_5_2j
1+ (1+5)(1 =) 2 ’
G+4) _ (6-4)0-3) 7 19,
1+ 35 (1+35)1-3j) 10 107
1-|-j .
1_] - .]7
(T+45)% = 33+ 567,
(1+7) _ 2j(3—4j)_8—|—6j
3+45  9+16 25
144
1+5+5°4+75° = 1_‘7], =0, immediato se visto geometricamente,
1+5)° = A+)*(1+5)=2j(1+j)=-2+2j,  oppure,
2\ 3 .
1+5)7° = (ﬂm) — V2T _2\/§<—‘[+ f)_—2+2j,
.3
(1+44)° V23edam WoRE ;3 ,
- = - = 26]47T:\/§e j47T:_1_|_ R
=32 = Vet s
. 1287
L+ V28 _ 932, j48m _ o32
(1— )84 261" '
1.6
Calcolare il modulo dei seguenti numeri
1+5)° (A+5)2*+; (B+45)°
1—j T+25 7 (84657

Soluzione



‘<1+j>8 _ i Ve s
11—y |1 — 7l V2 ’
A+ 45 _ 13 _ 3
7+ 2j 7+2j] /53
(B3+45)°| V250 _5i_ 1
(84+65)7| /1007 107 3200

1.7

Disegnare i seguenti sottoinsiemi del piano complesso

a){zeCll—4j| =4}, 5
{z € C| Re(z)Im(z) >0 },

) (b.){zeC|0<Rez<
c.) (
e){zeC||z|>1}, (
g) (

(]

b.

d){zeC||z] <2},
f){zeCl1<]z[ <2},
h){zeC||z[<2elz—j]>1},

j-) {z € C| Im(2) = 2Re(z) },

{zeC||z—1] <1},

(
(
(
(
(i.) {ZEC | arg(z) € [—%, %} },
(h) {zeC| Im(z?) =1}, (k) {z€C | arg(z") = 3 },
(I){zeCllz=1 < |41 }.

Soluzione

Preliminare. Il sottoinsieme del piano complesso
C={zeC|l|lz—a|l=1}

¢ formato dai punti della circonferenza di centro a e raggio r. Analogamente { z € C | |z —
a| < r} eil disco di centro a e raggio . Vi sono modi alternativi di scrivere I’equazione
della circonferenza C. Ad esempio C = {z |z =a+re/?, 6 € (—m, 7] }.

I sottoinsiemi del piano complesso da individuare sono
(a.) Circonferenza di centro a = 4j e raggio 4.
(b.) La stricia verticale di piano compresa tra parte reale 0 e parte reale 7
(c.) Il primo e il quarto quadrante di C.
)

(d

(e.) L’esterno del disco centrato nell’origine e di raggio 1.
)

(f

(g.) 11 disco centrato in a =1 e di raggio 1.

Il disco centrato nell’origine e di raggio 2.
La corona circolare compresa tra la circonferenza di raggio 1 e quella di raggio 2.

(h.) L’intersezione tra il disco di raggio 2 centrato nell’origine e 'esterno del disco centrato
in a = j di raggio 1.

(i.) Lo spicchio di piano complesso compreso tra la bisettrice del primo quadrante e quella
del quarto quadrante.

(J.) La retta nel piano complesso = 2« dove z = a + jf.

(h.) L’iperbole nel piano complesso aff = 3. Infatti, detto z = o + j3, si ha Im(22) =

2
Im(a + jB) = 2ap.
(k.) La semiretta uscente dall’origine che forma un angolo di § rad con 'asse reale.
(I.) II semipiano Re(z) > 0.



1.8

Dimostrare che
cos 30 = 4 cos® 6 — 3cosé.

Soluzione

0 —joN 3
4cos®0 —3cosh = 4(6+€> — 3cosf

2
_ 4 730 4 3720030 —1—83€j96j29 + e 930  3cosd
730 4 3039 4 3p—30 —3j36
— 46 T+ oe +8€ te — 3cosb
130 4 7939 4 3 (€99 + 97
= 2 ( ) — 3cos b

= 0830+ 3cosf — 3cosf = cos 30
Commento. Quest’equazione ¢ piu utile nella forma
3 1
3
cos’ @ = — cos + — cos 36,
4 4
da confrontare con quella del prossimo esercizio.

1.9

Esprimere sin® § in funzione di sin k@ e cos k6 per k = 1,2, 3.

Soluzione
§O _ o=30N\ 3
sin®f = (U)
2]
B /30 — 3e10 + 3790 — =330
= -
0d30 _ =30 _ g (eje _ 6—]‘6)
= ey
3 . .
= Zsm@ — Zsm39
1.10
Calcolare in forma cartesiana e polare
\/ja v _17 —7— 24]7
ejga 3_17 v _.jv e_jg'
Soluzione

T T iornk
\f:\/ejfzeﬂ‘z , k=0,1 ovvero
ot e

s

5



4 4 - - w427k
V=l1l=vVem™=¢e"72 |, k=0,1,2,3 oVVero

V2 e V2 V2 o V2
2 2

| —— -77:_7 j —— _]4 = —
tIi—45 € 5 TI5 ¢

\)

INE]

ol%

e’ V2
2

. _a T
— e IT —

V=7 —24j = 25ej(%arctan(2—74)—g+7rk)’ k=01

Per determinare la forma cartesiana delle radici quadrate o si ricorre alle formule trigno-
metriche per scrivere sin e cos in funzione di tan, oppure si procede per via algebrica. Cio
equivale a trovare «, 5 € R tali che

—7-24j = (a+jB)* = a® - B2 + 200
1l sistema di due equazioni in due incognite fornisce @« = £3 e 8 = F4 quindi

V=T =245 = +(3 — 4j)

Si noti che, analogamente a quanto accade in R, le due radici quadrate di un qualunque
numero in C differiscono tra loro solo per un fattore -1. Infatti, in forma polare, le due

-6
radici sono della forma & e’2

fattore /™ = —1.

+7k k= 0,1, che evidenzia come 'unica differenza sia il

1.11

Risolvere I’equazione
24z+1—5=0.

Soluzione

Le due soluzioni sono ‘
—1+V/—3+14j M
2

Conviene procedere algebricamente, come nel precedente esercizio, per trovare

- —1E(1+2)
1/_3_|_4]:(2‘])

Sostituendo in (1) si trovano le soluzioni dell’equazione proposta

z212 =

leja 22:_1_.7



