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1 MODELLIZZAZIONE DI SISTEMI DINAMICI

1.1 Definizione di sistema dinamico

sistema: un qualunque oggetto (fisico o artificiale) costituito da diversi elementi reciprocamente interconnessi e

interagenti tra loro o con I'ambiente esterno in relazioni di causa-effetto che determinano I'evoluzione temporale
del tutto

Gli elementi di un sistema sono generalmente associati ad attributi misurabili, denominati comunemente variabili,

che descrivono I'andamento temporale del sistema stesso mediante modelli matematici.

01,02 ...,0y, variabili descrittive d'interesse
" 5 y > : modello matematico che descrive |'evoluzione di 01,05 ...,0,
—_— ————
— in molti casi le variabili 01,09 ..., 0, si possono distinguere in

» variabili di ingresso/input u (causa)
= variabili di uscita/output y (effetto)

Perché studiare X e le sue proprieta? Perché usare la matematica?

& necessario capire il funzionamento di ¥ per poi (eventualmente) controllarlo. La matematica sembra
essere il linguaggio “naturale” per descrivere fenomeni fisici e ingegneristici, infatti fornisce gli strumenti
che permettono di descrivere e analizzare in maniera quantitativa il comportamento di X

1.2 Classificazione di sistemi

Un sistema X puo essere classificato in vari modi a seconda delle sue caratteristiche:

Un

deterministico: il comportamento del sistema € descritto da leggi deterministiche
stocastico: il comportamento del sistema & descritto da leggi probabilistiche

dinamico: il valore assunto dalle variabili d'interesse ad un certo istante temporale ¢ dipende dall’evoluzione
delle stesse in determinati intervalli
statico: il valore assunto dalle variabili di interesse ad un certo istante temporale ¢ dipende solo dal valore
assunto dalle stesse in ¢

sistema X dinamico pu0 essere ulteriormente classificato come

causale: il valore assunto da y(t¢) dipende dal valore assunto da y(s) e/o u(s) per s <t
non causale: il valore assunto da y(t) dipende dal valore assunto da y(s) e/o u(s) per s >t

tempo invariante: la legge che lega le variabili di interesse & indipendente da ¢
tempo variante: la legge che lega le variabili di interesse & dipendente da ¢

lineare: la legge che lega le variabili di interesse € di tipo lineare
non lineare: la legge che lega le variabili di interesse € non di tipo lineare

tempo continuo: il comportamento del sistema & descritto dalla variabile temporale ¢t € R
tempo discreto: il comportamento del sistema & descritto dalla variabile temporale ¢t € Z

autonomo: il sistema non & caratterizzato da variabili di ingresso (u = 0)
non autonomo: il sistema & caratterizzato da variabili di ingresso (u # 0)



Deterministico Stocastico
/ \\‘A
Dinamico Statico
a” \
Non causale Causale — Tempo invariante
a” 2 \
Tempo variante Non lineare Lineare
Tempo continuo Tempo discreto
Non autonomo Autonomo

1.3 Rappresentazione di sistemi
Esistono due modi di rappresentare un sistema 3 dinamico:

= rappresentazione esterna o ingresso-uscita (1/0)
Ingredienti della rappresentazione esterna di un sistema sono

— gli insiemi di funzioni del tempo che rappresentano le variabili di ingresso e uscita;
— una trasformazione fra questi insiemi (mappa ingresso/uscita) che riflette i legami e i rapporti di
causalita tra le variabili fisiche.

ut) — % @)

>, a tempo continuo: la rappresentazione esterna nel dominio del tempo si basa su equazioni differenziali
= (Y™ (), y(), ul () ), ut) 1) =0 + ci
Y. a tempo continuo lineare tempo invariante: la rappresentazione esterna nel dominio della frequenza si

basa sulla trasformata di Laplace
— Fd.T. W(s) =Y(s)/U(s)

Y. a tempo discreto: la rappresentazione esterna nel dominio del tempo si basa su equazioni alle differenze
= h(y(t—ty)...y(t—1)yt),u(t—ty) ... ult—1),u(t),t)=0 + c.i.
Y. a tempo discreto lineare tempo invariante: la rappresentazione esterna nel dominio della frequenza si

basa sulla trasformata Zeta
— FdT. W(2) =Y (2)/U(z)

= rappresentazione interna o di stato
Gli ingredienti della rappresentazione interna di un sistema comprendono oltre agli insiemi delle funzioni di
ingresso e di uscita,

— l'insieme delle funzioni che descrivono I'evoluzione temporale delle variabili di stato

u(t) — N ———y(t)

x(t)

x(t): variabili di stato  (memoria interna)




proprieta di separazione: ad ogni istante di tempo t, i valori assunti in ¢ dalle variabili di stato forniscono
tutta I'informazione sulla storia passata del sistema necessaria per valutare I'andamento futuro delle
variabili di stato e delle uscite, noto I'andamento degli ingressi per tempi successivi a t.

e due mappe:

— la mappa di transizione di stato, che da conto di come si aggiornano le variabili di stato da un istante
iniziale ¢y ad uno successivo t per effetto dei valori assunti dalle variabili di stato all'istante iniziale ¢
e degli andamenti delle variabili di ingresso nell'intervallo [¢o,¢) compreso fra i due istanti;

— la mappa di uscita, che esprime il legame statico fra i valori ad un certo istante ¢ delle variabili di
stato (ed eventualmente di ingresso) ed i valori assunti al medesimo istante ¢ dalle variabili di uscita.

_ z(t) = f(z(t),u(t),t), x(to) =z f = mappa di transizione di stato
Y. a tempo continuo:
y(t) = h(x(t),u(t),t) h = mappa di uscita
_ x(t+1) = f(x(t),u(t),t), =x(ts) =xo f = mappa di transizione di stato
Y. a tempo discreto:
y(t) = h(z(t),u(t),t) h = mappa di uscita

1.3.1 Rappresentazione di sistemi lineari

u(t) —— X __——y()

x(t)

Si consideri il caso generale di un sistema X caratterizzato da

T T .
= n variabili di stato x1(t),...z,(t): x(t) = [331 xn] € R” vettore di stato
T
= m variabili di ingresso u1(t),...un(t): u(t) = {ul um} € R™ vettore degli ingressi

e . T .
= p variabili di uscita y1(t),...yn(t): y(t) = [yl yp] € RP vettore delle uscite

Sia ¥ un sistema lineare tempo-invariante (LTI)
allora la sua rappresentazione in spazio di stato € la seguente

3. a tempo continuo:

1(t) = fuiz1(t) + fioza(t) + ... + finzn(t) + gr1ur (t) + gr2ua(t) + ... + gimum(t)
Eo(t) = forx1(t) + forxa(t) + ... + fonzn(t) + g21u1(t) + gooua(t) + ... + gomum(t)

En(t) = friz1(t) + froz2(t) + ..o+ fan@n(t) + gniui (t) + gnoua(t) + ... 4 gnmum (%)

y1(t) = hniz1(t) + hagxa(t) + ... + hanzn(t) + jriwi (t) + jraua(t) + - . . + Jimum(t)
yg(t) = hglxl (t) + hQQ:L‘Q (t) + ...+ hgnl‘n(t) + leul(t) + j22u2 (t) + ...+ ijum(t)

yp(t) = hplml(t) + hpgl'g (t) + ...+ hpnl'n(t) + jplul(t) + jp2u2(t) 4+ ...+ jpmum(t)



Gu(t), x(tp)=%x9 FeR"" GeR™™
Ju(t) H € RP*" J € RP*™

>, a tempo discreto:

z1(t +1) = fuzi(t) + freee(t) + ...+ frnzn(t) + gr1u(t) + grouz(t) + ... + grmum ()
xo(t + 1) = forx1(t) + forwa(t) + ... + fon@n(t) + g21u1(t) + gooua(t) + ... + gamum(t)

Tp(t+1) = faiz1(t) + fraz2(t) + ...+ fun@n(t) + gnaui (t) + gnaua(t) + . .. + GnmUm(t)

y1(t) = hurz1(t) + hiowa(t) + . .. + hinen(t) + jriui () + jroua(t) + . .. + jimum(t)
y2(t) = horz1(t) + hoowa(t) + ... + hopzp(t) + jorui (t) + jooua(t) + ... + jomum(t)

yp(t) = hpla:l(t) + hpgl'g(t) + ...+ hpnl'n(t) + jplul(t) + jpqu(t) 4+ ...+ jpmum(t)

x(t+1) =Fx(t) + Gu(t), x(tg) =% FeR"”™ GeR™™
y(t) = Hx(t) + Ju(t) H e RP*" J € RP*™

Proposizione (principio di sovrapposizione degli effetti)
Dato il sistema X LTI, siano

= X/(+), ¥/'(-) gli andamenti dello stato e dell'uscita corrispondenti allo stato iniziale x{, e all'ingresso u'(-)
= x"(-), ¥"(-) quelli relativo allo stato iniziale x{ e all'ingresso u”(-)

allora, scelte arbitrariamente le costanti a; e ag, le evoluzioni di stato e uscita in corrispondenza allo stato

iniziale xg = a1x( + agx() e all'ingresso u = ayu’ + asu” sono date rispettivamente da x = agx’ + asx” e
_ / "

y=o1y +ogy".

Perché lo spazio di stato?

» Rappresentazione “naturale” per molti sistemi fisici (meccanici/elettrici)

= Si lavora direttamente nel dominio temporale evitando trasformate/antitrasformate
= Si gestiscono piu facilmente sistemi MIMO (multi-input multi-output)

= Problemi di analisi e controllo diventano piu facili da un punto di vista numerico

» La teoria dei controlli “moderna” si basa sullo spazio di stato




esempio: sistema elettrico - circuito RLC

u;(t) = input, v(t) = output

Rappresentazione interna

Tl .
X:|: ],xlzv,m:u, U=U;, Yy=21 =0
T2

1 1 1
I 0 0
H = [1 o} J=J=0
esempio: sistema meccanico - massa, molla, smorzatore
s Lk — 2(t)
L AAAAAAAA— f(t) = input, z(t) = output
’ ft)
77 m e
4P
Z N
7 il
Rappresentazione esterna Rappresentazione interna
mi+piz+kz—f=0 X—[m1:|,.%'1—z,$2—.f, u=f,y=x1 ==z
T2
FAT. G(s)= - 0 1 0
ms2 4+ fs+ k F=1 4 s G=11
m m m
H=[1 0] J=J=0

esempio: sistema compartimentale - magazzino merci

ordine di acquisto/richiesta di consegna

Y

| l_\_l
111 t t41 t42
u1(t), uz(t) = input, y(t) = output

y(t) = quantita merce in magazzino al mese ¢
u1(t) = quantitd merce ordinata (in entrata) al mese ¢
us(t) = quantita merce richiesta (in uscita) al mese ¢



Rappresentazione esterna
y(t +1) —y(t) —wr(t — 1) +ua(t) =0

-1

|

T
T2

Rappresentazione interna

],x1<t>=y<t>,x2<t>=u1<t—1>, u

. 1 F:{l 1} G:[O —1}
FAdT. G = G = _
1(2) = 7, G2(2) = —— 00 1 0
H=[1 0] J=[0 0]
esempio: sistema finanziario - estinzione debito
pagamento rata/aggiornamento debito
{
N : 1 : : -
t—1 t t+1 t+2

u(t)

y(t) = debito al mese ¢t = output
rata al mese ¢t = input

I = tasso di interesse (decimale)

Rappresentazione esterna

y(t+1) — (1+ Dy(t) +u(t +1) =0

Come scegliere le variabili di stato?

Rappresentazione interna

|

Nel caso di sistemi fisici, in generale, conviene scegliere come variabili di stato grandezze legate all’energia

accumulata dal sistema:

= sistemi elettrici: nel caso di circuiti elettrici RLC & possibile derivare modelli lineari selezionando come

variabili di stato I'insieme di tutte le correnti che attraversano le induttanze e di tutte le tensioni

ai capi dei condensatori (se il circuito & composto di k induttanze e h condensatori si otterra un

modello lineare di ordine h + k);

= sistemi meccanici: € possibile derivare modelli lineari selezionando come variabili di stato I'insieme di

tutte le posizioni e le velocita delle masse in gioco o, nel caso di masse vincolate a un moto circolare,

le posizioni angolari e le velocita angolari;

= sistemi termici: e possibile derivare modelli lineari selezionando come variabili di stato l'insieme di

tutte le temperature dei componenti del sistema.

u1l
U2

|



1.3.2 Rappresentazione di sistemi non-lineari

u(t) — Y

x(t)

Si consideri il caso generale di un sistema X caratterizzato da

.
= n variabili di stato x1(t),...z,(f): x(t) = {1:1 xn] € R"™ vettore di stato

-
= m variabili di ingresso uy(t),...un(t): u(t) = [ul um} € R™ vettore degli ingressi

-
= p variabili di uscita y;1(t),...yn(t): y(t) = [yl yp} € RP vettore delle uscite

Sia ¥ un sistema non lineare tempo-invariante

allora qual & la sua rappresentazione esterna ed interna?

esempio: sistema meccanico - pendolo semplice con attrito

f(t) = input, 6(t) = output

Rappresentazione esterna Rappresentazione interna

21=0,19=0, u=/fy==0
ml20 + v + mglsinf — flcosf =0

j?lzﬂjg
ty = —9sinz) — oy + ﬁcosxlu
y=1a1

esempio: sistema compartimentale - popolazioni prede-predatori

-5
(A

n1(t) = numero di prede al tempo ¢
. . } output
no(t) = numero di predatori al tempo ¢
« = tasso crescita prede, se isolate
oy 3 (3 = tasso decrescita prede causato da predatori
7 = tasso crescita predatori per la presenza di prede
& = tasso decrescita predatori, se isolati

Q‘Eg



Rappresentazione esterna Rappresentazione interna

1 =mni, T2 ="N2

{i31 = ax1 — P12

.fg = Yr1x2 — 5.1:2

1.4 Linearizzazione di sistemi dinamici

linearizzazione: approssimazione di un sistema non lineare con un sistema lineare intorno a una determinata
condizione operativa

Dato il sistema LTI scalare (f € R)

x(t) = fx(t), teRy (tc) allora x(t) = eftay
z(t+1) = fz(t), t€Zs (td) allora z(t) = flxg
si dice

= traiettoria di stato del sistema relativa a c.i. x(0) = zg I'insieme {z(¢) € R", t > 0}
= ritratto di fase del sistema l'insieme delle traiettorie di stato Vg € R™

intorno a quale condizione operativa/stato linearizzare il sistema? specie se si tratta di un sistema non scalare?

1.4.1 Punti di equilibrio

= sistemi autonomi

punto di equilibrio: x € R" & detto punto di equilibrio del sistema %(t) = f(x(t)), t € R4+ (o analoga-
mente x(t + 1) = f(x(t)), t € Z+) se I'evoluzione dello stato corrispondente allo stato iniziale xg = X, &
la costante x(t) = x,Vt > 0.

Dato il sistema TI
x(t) = f(x(t)), teRy (tc) allora x € R" equilibrio & f(x) =0
x(t+1) = f(x(t), teZy (td.) allora x € R" equilibrio & x = f(x)

Dato il sistema LTI
x(t) = Fx(t), teRy (tc) allora x€R"eq. © x€ckerF ={x € R"Fx =0}
x(t+1)=Fx(t), teZs (td) allora x€R"eq. & xcker(F—-1I)={xeR"|(F-I)x=0}

esempio: punti di equilibrio
l.i=2(1—2) = dueequilibri: z={0,1}

2. i=a2+1 —  nessun equilibrio



X == unico equilibrio: X =

X = infiniti equilibri: x = ,aeR

o o o

= sistemi con ingresso costante

punto di equilibrio: x € R" & detto punto di equilibrio del sistema %(t) = f(x(t),u(t)), t € Ry (o
analogamente x(t + 1) = f(x(t),u(t)), t € Z) se I'evoluzione dello stato corrispondente allo stato
iniziale xo = X e all'ingresso costante u(t) = u,Vt > 0, € la costante x(t) = x, V¢ > 0.

Dato il sistema TI
x(t) = f(x(t),u(t)), teRy (tc) allora x € R" equilibrio & f(x,1) =0
x(t+1) = f(x(t),u(t)), teZy (td) allora x € R” equilibrio & x = f(x,u)

Dato il sistema LTI
x(t) = Fx(t) + Gu(t), teRy (tc) allora x € R™ equilibrio & Fx = —Gu
x(t+1) =Fx(t) + Gu(t), teZy (td) allora x € R” equilibrio & (F —I)x = —Gu

esempio: punti di equilibrio

l.i=u, u#0 = nessun equilibrio
2. x = [0 0 ]x+ {O]U = infiniti equilibri x = {a ,aeR
0 —1 1 U
e 1
nessun equilibrio se u > 1
1 1
3 {xl(t"‘ 1) = 22(t) — un equilibrio x = 3 [1 seu = 1
t+1)=23t) +u
xo(t+ 1) =z7(t) +u o LTTE N B
due equilibri x = 5 1 seu < 1

1.4.2 Stabilita semplice e asintotica

stabilita
semplice: un punto di equilibrio X € R” & detto semplicemente stabile se
Ve >0, 39 > 0taleche [|xg —X|| <6 = |x(t) — x| <e, VE>0

asintotica: un punto di equilibrio X € R™ e detto asintoticamente stabile se

1. x & semplicemente stabile e

2. 1tlim x(t) = x per ogni xo € R™ “sufficientemente vicino” a x
— 00



X semplicemente stabile

, bacino
d'attrazione

=
=

X asintoticamente stabile

= Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se pero la condizione 2 della stabilita

asintotica vale per ogni x¢ € R" allora si parla di stabilita asintotica globale.

= Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del punto di equilibrio.
Infatti, con un opportuno cambio di variabile, si pud sempre “spostare” |'equilibrio in x = 0.

1.4.3 Procedura di linearizzazione
= sistemi autonomi
Sia
e i = f(x),t € Ry sistema scalare con z € R punto di equilibrio

A _
I

od ., 1d?, _ d .
allora () = (@) + = F@0s + 5y @F 4.~ J(@) + = (@),
, L _ d . _
sistema linearizzato attorno a z: 0, = af(:v) Oz
Sia
fi(x)
e x=f(x)= © |, t€ Ry sistema multivariato con X € R" punto di equilibrio
fn(x)

allora f(x) = f(X) +J¢(X)0, + ... = f(X) + T ¢(X)d, con J¢(x) = [ a?

sistema linearizzato attorno a X: &, = Jp(x) 6,

esempio: linearizzazione di sistemi autonomi
0 5&0 = 5;1:7 5:5
s

81
Il

1. £ =sinzx

&
Il



o 2 _ ] .
3. T = —T2 + T1x5 [xll _ l()] N 5. — lO 11 5z, on .

iy = m1 + 13 T2 0 1 0
X
= sistemi con ingresso costante
Sia
fi(x,u)
e x = f(x,u) = 5 ,t € Ry  sistema multivariato con x € R™ punto di equilibrio
fn(x,1) relativo all'ingresso costante u € R™
¢, 2x—x
e d,2u—1u
I ~ fza) 4 I % 0 (. () _ |9fix) nxn
allora f(x,u) = f(x,u) +J;7(x,0)d; +J, " (x,u)d, +... con J;"(x,u) = oz, | eR
S
9fi(x)
3 Z e R™X™
rw) ouj | i=1..n
j=1l..m

Fino a che il sistema si mantiene in un intorno del punto di equilibrio, la dinamica degli scostamenti puo essere
approssimata da un sistema lineare. Questa possibilita & molto importante perché:

1. i sistemi lineari sono molto piu agevoli da trattare dei sistemi non lineari;
2. nella pratica ingegneristica accade di frequente che ingresso e stato di un sistema non lineare rimangano
confinati in un intorno di un punto di equilibrio.

1.5 Modellizzazione di un sistema dinamico reale

r(t) _ e(t) u(t)
ﬁ(f—> controllore processo A

controllore processo

<

—~
~

~

>
O
@
@
Y
@)
>
@

processo

P - processo
sistema dinamico rappresentato tramite equazioni integro-differenziali, non necessariamente lineari o tempo
invarianti (TI)
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S - sensore

dispositivo atto a convertire una grandezza (fisica) di interesse in un segnale (elettrico) compatibile con il
sistema di controllo

e modello ideale Yo , Ks ), ’5’(75) = KSY(t)‘

(modello super ideale: Kg =1, altrimenti: Kg = diag(k;)I fattore di scala ~ cambio di unita di misura)

dy(f)
t v (t =
o modello reale L hr() [ g =T[5 = H()Ksy (1) + (1)
passa basso
1
d,(t) o accuratezza _ H(s) = 1+ 51,
gap tra uscita reale e ideale
precisione T, x banda passante

ripetibilita dei risultati

A - attuatore

dispositivo atto a convertire il segnale (elettrico) di controllo in una grandezza (fisica) compatibile con il processo

e modello ideale O Ka a, ’ﬁ(t) = KAu(t)‘

A

e modello reale ) 7‘4 a) H(s) |~ Ka [ +10) ’ﬁ(t) = H(s)K,u(t) + du(t)‘

passa basso

— 1
Wnae  U(t) > Wnao d,(t) o< accuratezza H(s) = T+sTy

ﬁ(t) = ll(t) Umin S ll(t) S Umaz precisione

T, o< banda passante
Umin u(t) < Umin

controllore

C: controllore digitale

ADC: convertitore analogico-digitale, che trasforma un segnale continuo in un segnale a valori finiti (bits) e
campionato con uno specifico periodo di campionamento

tempo di
campionamento

DAC: convertitore digitale-analogico (simile a un interpolatore) che trasforma un segnale digitale in un segnale
analogico continuo

12



ritardo di z
2

non trascurabile se dello stesso ordine
di grandezza del segnale d'ingresso

1.5.1 Modello del quadrotor

quadrotor/quadrirotore o quadcopter/quadricottero
Unmanned Aerial Vehicle (UAV) - veicolo aereo caratterizzato dall’assenza del pilota a bordo

= corpo rigido principale - struttura a croce/a X
= 4 attuatori - 4 propellers : motori brushless + eliche

modello cinematico e dinamico
Dal punto di vista cinematico e dinamico,
un quadrotor € modellabile come un corpo rigido nello spazio 3D con

= massam € R
= inerzia J = diag(Jy, Jy, J.) € R3S
Si introducono due sistemi di riferimento:

Fw = {0w, (xw,yw,2zw)} world frame (globale e fisso)
Fp ={0pB,(xB,¥B,2B)} body frame (locale e centrato nel centro di massa del vivolo)

di conseguenza, la posa (posizione + orientamento) del quadrotor ¢ definita da

p cR3 posizione di O in Zy
R € SO(3) orientamento di .#p rispetto a Zy
(SO(3) = {R € R*3 | RRT =1,det(R) = 1} gruppo Speciale Ortogonale)

rotazioni elementari

W

1 0 0 cosf 0 sinf cos®y —siny 0
Rx(¢) = |0 cos¢ —sing Ry (0) = 0 1 0 Rz(v) = |sinyy  cosyy 0
0 sing coso¢ —sinf 0 cosf 0 0 1

13



convenzione

R =" Rp = Rz(¢)Ry ()Rx(¢)

[cosyp —siny 0] [ cos@ 0 sinf][1 0 0
= |siny cosy O 0 1 0 0 cos¢ —sing
0 0 1f [—sinf® 0 cosf| |0 sing cos¢

[cos1pcos —sintcos¢ + cosysinfsing  sinsin ¢ + cos v sin 0 cos ¢
= |sinycosf cosycoso+sinysinfsing — cosysin @ + sin) sin b cos ¢
—sin6 cos 0 sin ¢ cos 0 cos ¢

=
6= [¢ 0 w} : angoli di roll, pitch, yaw

R = R(J)

= modello cinematico
Siano
p € R?® posizione di Op in Fy

8 € R?®  orientamento di .#p rispetto a Fy

v € R?  velocita lineare in Fy
w € R3  velocita angolare in Fp

allora
P=V
1 singtand cos¢tand
6= Tw T = |0 cos ¢ —sin ¢
0 sin ¢ cos ¢
cos 6 cos

— la definizione della matrice T & legata alla scelta della convenzione ZY X per la rappresentazione delle
rotazioni

= modello dinamico

Ogni i-esimo attuatore & caratterizzato da un asse di spinning zp, € R3 e una velocita di spinning w; > 0.
L'asse di spinning, in particolare, & supposto avere orientamento costante in .%p parallelo all'asse zg per
Cui zp, = e3 = [0 0 1} e passare per il centro di massa del propeller la cui posizione in % & definita dal

T s C
vettore p; = [pi,z Piy pi,z} . Ruotando con velocita w; attorno al suo asse, ogni i-esimo attuatore genera
: 2 2] T
— forza di thrust:  f; = cywj ez = [0 0 wai}
S T
— coppia di thrust: 7! = cyw?(p; x e3) = [wai?piyy —Cywipia 0]
d

:
— coppia didrag: T = +c,wlies = [0 0 icfwf]

con cf,c; > 0 parametri che dipendono dalle caratteristiche aerodinamiche e geometriche dell'attuatore
(tutti gli attuatori sono supposti uguali sotto questo punto di vista).

Considerando i contributi di tutti gli attuatori, nel centro di massa del veivoli sono esercitate una forza e
una coppia di controllo, ovvero
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0 C Y
4 0 0 - ~_
p
f.eR’, =) fi=| | |=]0 -
i=1 cf 3 w? F j
=1 5
r 4 T bod};_\frame‘\ .
2., AP S F L
Cf > Wibiy s
4 =1 T1 Ry
3 t d 1 2
T. € R, TCZZ(TZ--‘FTZ-): —Cf Y Wibia| = |T2
=1 Zjl T3 Wor}%{;amc
cr Y dw?
=1 |

Di conseguenza, considerando il modello di Eulero-Newton (privo di effetti del secondo ordine), vale che

v = —ges +m 'R(I)f.

w=J Y ~wx Jw+T)

ovvero
1 0 * *  sintsing + costpsinf cos ¢ 0
| =—|0| +—|*x *x —cosysing+sinysinfcosg| |0
] g ok cos 6 cos ¢ F
Wy | J;80 0 0 —Jw, Jywy | [we T
oyl =10 J;' 0 Jw, 0 —Jews| |wy| + |72
@, | 0 o J! —Jywy  Jpwy 0 W, T3
da cui
1 . .
5 — (sin 1) sin ¢ + cos ) sin 0 cos ¢) F
m
1
| = | — (—costsin ¢ + sinysin 6 cos @) F
m
- 1
‘ —g+ — (cosfcos ¢) F
L m
[Jy —J 1
yJ Zwywz + J—Tl
wI x x
Iy — J n 1
Wyl = Wy + —To
Y J vz Jy
Wz Iy — J, n 1
WyWwy + —T
AR A

modello linearizzato in spazio di stato in condizione di hovering statico

condizione di hovering statico:
volo in posizione fissa con orientamento costante e velocita lineare e angolare nulla

Si consideri

_ T L T o pi2
= vettore di stato: X:[p o v w} :[x Yy z ¢ 0 Y & g 2 wr wy wz} eR

T T
= vettore di ingresso di controllo: u= [ch” TC} = [F L To 7'3} c R*

allora cinematica e dinamica del quadrotor sono descritte dal modello non lineare
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P \% \% 03><1
. 0 Tw Tw 0351
%< = — — X) + X, U
\4 —ges + m1R()f. —ges m1R(d)f. 1) + fax,u)
w J N (~w x Jw+T.) J 1 (~w x Jw) J 1T,
dove
_ . ; 0 ;
] 0
z 0
wg + (sin ¢ tan §)wy + (cos ¢ tan f)w, 0
cos g wy — sin pw, 0
. (sin ¢ tan O)w, + 200, . 0
fi(x) = 0 fa(x,u) = L (sinysin ¢ + cos ¢ sin 6 cos ¢) F
0 %(fcoswsinqﬁ+sin1/zsin0(:os¢)F
—g L (cosfcos ) F
Jy—J. 1
Tn Wy(,dz Tle
J;,,»' UJZ Wl iTQ
L JT:Jy"’-f‘”y ] 7.7 _
e in particolare,
[ 0 0 0 0]
0 0 0 O
0 0O 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O0]||F
0 0 0 0]|n
fa(x,u) = L (sinysing + cossinfcos¢) 0 0 0] |n = Fy(x)u
1 . . .
o (—costysing +singsinfcosg) 0 0 0] |r
L (cos B cos ¢) 0 0 O
0 + 0 0
N
0 0 7, 0
_ 0 0 0 4]

Di coseguenza, considerando il punto di equilibrio (corrispondente alla condizione di hovering statico)

Y

z

bl

@

ﬁ:{mg 0 0 O}T

0000O0GO0O0O0 0

e procedendo alla linearizzazione standard del modello non lineare, ovvero calcolando

(0345 0343 Isxs
dfa(x,u) _ |03x3 O3x3 O3x3
x=x T gx x=x |0gus Ogey O
u—u X ic=a 3x3 U3x3 U3x3
[03x3  03x3 0O3x3
(055 O3¢5 Isxs
_ |03x3 O3x3 O3x3
O3x3 Fsz2  Osxs
[03x3 0O3x3 03x3

16

03x3 03x3 0O3x3 O3x3
I3.3 n 03x3 03x3 O3x3
033 03x3 F32 O3x3
033 | 03x3 03x3 O3x3
033 .

I g
331 con Fag = |—g 0
03><3 0 0
033 |

o o o

O3x3
O3x3
033
O3x3



_ 3wk g = $x) df2(x,0) _
G=1J; (x,u) = Tu x:g—I— Ju x:g_012X4+F2(X)
u=u u=u
03x4
03><4
= con Gj3=
G; 3
Gy
si ottiene il modello linearizzato
x =Fx+ Gu
03x3 03x3 I3x3 Os3xs3 0
F— 03x3 03x3 03x3 I3x3  Fap = |
O3x3 F32 0313 0343 0
O3x3 O3x3 03x3 Osx3
034 0 000 L
G= %4 G3=10 000 Gu=|0
Gs L voo
Gy m 0
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2 DINAMICA DEI SISTEMI DINAMICI

dinamica: evoluzione temporale di un sistema, ovvero come le sue variabili cambiano rispetto al tempo e/o in
relazione al comportamento di altre variabili indipendenti

In accordo con la meccanica newtoniana, /'evoluzione dei sistemi dinamici é implicitamente definita da una
relazione che proietta lo stato del sistema solo per un breve intervallo nel futuro.

Prima dell’avvento dei calcolatori veloci, risolvere un sistema dinamico richiedeva I'impiego di tecniche
matematiche sofisticate e poteva essere realizzato solo per una limitata categoria di sistemi dinamici.

2.1 Dinamica dei sistemi a tempo continuo

Si consideri il sistema LTI a tempo continuo

%(t) = Fx(t) + Gu(t), x(to) =xy F € R™™ G ecR™™
y(t) = Hx(t) + Ju(t) H € RP*" J € RPX™

2.1.1 Evoluzione nel dominio del tempo

Nel caso di un sistema autonomo scalare (z(t) € R, u(t) = 0)
z(t) = fx(t), z(0) = xo allora z(t) = etz

— risoluzione dell’equazione differenziale

Analogamente, nel caso di un sistema autonomo ma multidimensionale (x(t) € R™, u(t) = 0)

x(t) = Fx(t), x(0) = x¢ allora x(t) = eFixg

Come calcolare eFt, F € R"*"?

= calcolo diretto (utile in casi “semplici” e/o “strutturati”)

» in base alla definizione

Fktk F2t2 Fktk
Ft & A I
e _kg o —<I+Ft+ s ot T

esempio
1.F= [1 0}
0 2
"0 el 0
Ft)"=F .- F...Ft" = — Ft _
( ) S — |:0 (275)”} e |:0 th}

n volte
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in generale
per matrici diagonali

0 - 0 f

in generale 0 f
per mtrici quasi-diagonali F=| -
S Fo
0 0 f
4 - [ 0 1}
-1 0
FO=ILF'=F F’=-1 F}=-F F'=1,.. =

= diagonalizzazione di F (utile in casi “pit complessi”)

» trovare una matrice T € R"*" tale che T™!FT = F;

eFt — TeFJtT—l

19

Ft 0
: 0
0 - 0 et
t t
. e te
0 €
el tet t;, t
eFl=10 e te
0 0 ¢
t g ft tnt o ft
[eft el e el ]
0 eft :
telt

0 - 0 et

JFt cost sint
—sint cost



Si noti che

Jyn | 0 0 eIt 0 0
0 |J 0 |eln!
1 FJ == A2 :> eFJt —
: . . 0 : . . 0
0 |-~ | 0 |Jy 0 T 0 | eIt
Jui| 0 0 et |0 0
0 [Jnol| | 0 |eln?!
2. J)\Z. = - Ain2 > €J>‘it = -
0 0 Aismf 0 0 eJ>‘1 mg*
- . Y P mi =l ]
)\i 1 0 N 0 eAzt te)\lt %6)\115 PR We)\zt
0 A’L 1 0 e)\it te)\it
3.0n=| ¢ . . 0 — eIit = 2
2
| O 0 N | 0 0 it
tm;:j—l
em, tekit, it e —— modi elementari del sistema

si verifica che
1. il numero di modi distinti associati a \; € uguale alla dimensione del piu grande miniblocco di J},
2. se F & diagonalizzabile allora i modi elementari sono esponenziali puri (e*it)
3. se A\ =0 4 iw € C & un autovalore di F allora anche A = ¢ — iw € C & un autovalore di F

i modi associati a A € C sono reali (t*et cos(wt), tFe?* sin(wt))

in particolare per \; € C si ha che thieit = thigloitiwilt — ¢kieoit (cos(w;t) + i sin(w;t))
con (carattere dei mod)

xe
Q O
(\Qe‘(% e(%e
©

&

Y
)

|—> limitato o divergente
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Dato il sistema LTIl autonomo multidimensionale (x(t) € R™, u(t) = 0)

x(t) = Fx(t), x(0) = %o allora x(t) = x;(t) = e¥Fxq x;(t) : evoluzione libera
y(t) = Hx(t) allora y(t) = yi(t) = Hx;(t) = HeFxq
= combinazione lineare di vettori dei modi elementari

in particolare, sia F € R™ " con autovalori {)\;}¥_,, allora (comportamento asintotico del sistema)

R\ < 0,¥i = M0 = y()=HeFlxg T 0
R[\] < 0, Vi e . .
mf - m] se R[\;] =0 —  eF! limitata = y(t) = HeF'xo limitata

J\; tale che R[\; 0 e t) = HeFlxq ?
i tale che R[A;] > <= ¥t non limitata y(®) ¢ X0

o R[N\ =0em§ >m? dipendente da H, x,

Dato il sistema LTI NON autonomo multidimensionale (x(¢) € R™, u(t) # 0)

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo allora x(t) = x(t) +xp(t) x¢(t) : evoluzione forzata

y(t) = Hx(t) + Ju(t) allora y(t) =yi(t) +yr(t)

in particolare,

(1) = Fx(r) + Gu(r) & ¢ Fx(r) = e FFx(r) + ¢ T Gu(r)

s %) - e T Fx(r) =e T Gu(r) < % <€7FTX(T)) = e FT"Gu(r)

allora

/otd(e—FTxm)dTZAtG_FTGu<T>dT & () - e Fx(0) = | P Guirar

dr 0
t
e e Fix(t) = x(0) —I—/ e FTGu(r)dr
0
t
o Fle Fix(t) = eF'x(0) + eFt/ e ¥TGu(r)dr
0

da cui si conclude che

x(t) = eF'x(0) + /Ot FETGu(r)dr = x)(t) + x4(t)

Di conseguenza
t
y(t) = Hx(t) + Ju(t) = He"'x(0) + / HeF () Gu(r)dr + Ju(t)
0

— HeFix(0) + /O t (HP UG + 35(t — 7)) u(r)dr = yult) + v, (t)
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dove 4(+) rappresenta la delta di Dirac per cui si ha che

+oo
yvi(t) = (wxu)(t) = / w(t —r)u(r)dr con w(t) = He¥ DG 4 J§(t) risposta impulsiva del sistema

—00

2.1.2 Evoluzione nel dominio della frequenza

Si consideri la trasformata di Laplace (V(s) 2 Llv(t)] :/ v(t)e_Stdt) di un sistema LTI multidimensionale

si ha che

{E[x(t)] =FL[x(t)] + GL[u(t)] {sX(s) —x9 = FX(s) + GU(s) - {(SI —F)X(s) =x0+ GU(s)
Lly(t)] = HL[x(t)] + JL[u(t)] Y(s) = HX(s) + JU(s) Y(s) = HX(s) + JU(s)
da cui
X(s) = (sI - F) 'xo + (sI - F) 'GU(s) = X;(s) + X(s)
e

Y(s) = H(sI — F)"'x¢ + H(sI — F) "'GU(s) + JU(s)
H(sI - F) 'xo + (H(sI - F)"'G + J)U(s)
H

(sT— F) 0 + W(s)U(s) = Yi(s) + ¥ 5(s)

DOMINIO DEL TEMPO vs. DOMINIO DELLA FREQUENZA
1. W(s) = L[w(t)] = H(sI — F)"'G + J: matrice di trasferimento,
corrispondente alla trasformata di Laplace della risposta impulsiva

2. L[eF!] = (sI — F)~!: metodo alternativo per calcolare eF*

Dato il sistema
Sy {)’((t) =Fx(t) + Gu(t), x(0)==x¢

y(t) = Hx(¢t) + Ju(t)

sia z = T !'x dove T € R™*™ rappresenta una matrice di cambio di base

allora & possibile riscrivere le equazioni dei sistema nella nuova base
o {z(t) =T 'FTz(t) + T 'Gu(t), 2(0)=T 'x
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
ovVvero
- #(t) = F'z(t) + G'u(t), 2(0) =T 'xg F =T 'FT,G' =T"'G
y(t) = H'z(t) + Ju(t) H =HT,J =1J

Si verifica che
W(s)=H'(sI -F)'G' +J =HT(sI - T 'FT)'T'G +J

=HTT (I -F) !'TT!G+J=H(sI-F)'G +J = W(s)

= i sistemi X e X/ sono algebricamente equivalenti in quanto hanno la stessa matrice di trasferimento, ovvero lo
stesso comportamento 1/0
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Si osserva che

adj(sI — F) Wuls) - Wim(s)

Wpi(s) - Wym(s)

con Wij;(s) = Djéz; funzioni razionali proprie (ovvero tali che deg D;;(s) > deg Nj;(s))
ij

di conseguenza, p € C & un polo di W(s) se p € C & un polo di almeno un Wj;(s)

(sI-F)~t = :12((8;:];)) = {poli W(s)} C {autovalori F}

2.2 Dinamica dei sistemi a tempo discreto

Si consideri il sistema LTI a tempo discreto

x(t+1) =Fx(t) + Gu(t), x(to)=%9 FeR"" GeR™™
y(t) = Hx(t) + Ju(t) H e RP*" J € RP*™

2.2.1 Evoluzione nel dominio del tempo

Nel caso di un sistema autonomo scalare (z(t) € R, u(t) = 0)
z(t+1) = fx(t), z(0) = zg allora z(t) = flag

— risoluzione dell’equazione alle differenze

Analogamente, nel caso di un sistema autonomo ma multidimensionale (x(¢) € R™, u(t) = 0)

x(t) = Fx(t), x(0) =x¢ allora x(t) = F'xg

Come calcolare Ft, F € R"*"?

= diagonalizzazione di F
» trovare una matrice T € R™”*" tale che T™'FT = F

F! = TF,T!
Si noti che
Iy | O 0 Jf\l 0 0
: Je
1. F; = O Iro — Ft = 0 A2
: - .10 0
0 0 [Jy, 0 0 Jgk
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Jual 0 |-~ 0 J..] o 0
0 |Jnol - : 0 |J
2.y = 22 =  J = -
0 0 Jx\i,mﬁ-’ 0 . 0 Jg\i,mf
A 10 0] [0 1 0 0]
0 N 1 : o0 1 -0
. . . . Ai#0 t t . . .
36)- Iy=1| : . . .0 S =0T+ N)Y, N=|: . . .
1 1
0 0 A | 0 -« -~ 0 0]
LN O ON e ]
0/ 1/7% 2/ "M mfj—l 7
0 @XM ONT :
t frd .
— i = : (D2
(WA
L 0 0 ()M

siano A, B € R"*" con AB = BA
t t
!
allora (A + B)? ‘5: ( )A[ FBF = g WAZ *B* (binomio di Newton)

.
= T4, =NI+N :Z<>/\I”‘N”
k=0
=(t=mj) = ! AL+ PV N R PUS N I (L DUkl N
0/ * 1/ 2/) " m;; !
01 0 0 00 1 - 0 00 0 - 1
00 1 0 0 0 0 0 0
N = o [ N2=1: - iy N o, NF =0
1 L0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
N 1 0 0 ] [0 1 0 07
0 N 1 S 0 O 1
.. . A =0
3(")' J)\i,j = : 0 —_— Jf\“J = Nt, N = 0
1 1
0 0 N | 0 - - 0 0
[ 8(t) S(t—1) 8(t—2) 5(t—mr; +1)
0 &1t)  s(t—1)
- Jg\i,j: : 5(t —2)
S(t—1)
0 0 5(t)

1 E A ) PV 0 DU (R PV
0 2)° mp;—1)" modi elementari del sistema

5(t),6(t —1),8(t — 2),...,6(t —ml; +1)
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si verifica che
1. se \; # 0 allora (D)ATF ~ tRAE = ¢FetmA) dove In(-) indica il logaritmo naturale complesso

2. se A\; =0 allora i modi elementari si annullano dopo un numero finito di passi
(e non esiste la controparte modale a tempo continuo)

3. se \; = 0; +iw; € C & un autovalore di F allora

= nel caso \; # 0 il modo corrispondente & ([ )A/TF ~ ki)t = thigtInXi) = ¢higt(n [Al+iarg ()

= nel caso \; = 0 il modo corrispondente & 0(t — k;)
in particolare (carattere dei modi)

w
divergente } . .
limitato o divergente

1

convefgente

Dato il sistema LTI autonomo multidimensionale (x(¢) € R™, u(t) = 0)

x(t+ 1) = Fx(t), x(0) = x¢ allora x(t) = x(t) = F'xg x;(t) : evoluzione libera
y(t) = Hx(t) allora y(t) = yi(t) = Hx;(t) = HF'x
= combinazione lineare di vettori dei modi elementari

in particolare, sia F € R™ " con autovalori {)\;}¥_;, allora (comportamento asintotico del sistema)

I\ < 1,Vi = F' 2% — y(t) = HF'xo 22 0
F! = 0 per ¢ finito se \; =0

Al <1, Vi

il <1, Vie < F!limitata = y(t) = HF'x( limitata

mé =m{ se |\ =1

= y(t) = HF'x( ?
dipendente da H, xg

3 \; tale che |\;| > 1

<= F' non limitata
olh|=1lemlé>m

g
)

Dato il sistema LTI NON autonomo multidimensionale (x(t) € R™, u(t) # 0)

x(t+1) =Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo allora x(t) = x(t) +x¢(t) x¢(t) : evoluzione forzata

y(t) = Hx(t) + Ju(t) allora y(t) =yi(t) +ys(t)
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in particolare,

o}
N
I
o

x(1) + Gu(1) = F(Fx(0) + Gu(0)) + Gu(1) = F?xg + FGu(0) + Gu(1)
x(2) + Gu(2) = F(F?x¢ + FGu(0) + Gu(1)) + Gu(2) = F*x¢ + F?Gu(0) + FGu(1) + Gu(2)

Ja}

o
S

"

u(t—1)
t - t—1—k t u(u —2)
x(t) = F'x(0) + > F'"'"*Gu(k) = F'x(0) + [G FG F’G ... F'"'G]
k=0 :
R, € Rxmt u(0)
matrice di raggiungibilita in ¢ passi “N— —
u; €R™?

da cui si conclude che
X(t) = FtX(O) + Riuy = Xl(t) + Xf(t)

Di conseguenza

t—1
y(t) = Hx(t) + Ju(t) = HF'x(0) + Y HF"'""*Gu(k) + Ju(t)
k=0

=HF'x(0) + (HRyu; + Ju(t)) = yi(t) + ys(t)

dove
+o0
yi(t) = (wxu) (t) =) w(t—k)u(k)

J t=0 : : : :
con w(t)= risposta impulsiva del sistema
HF''G ¢>0

2.2.2 Evoluzione nel dominio della frequenza

o
Si consideri la trasformata Zeta <V(z) 2 Z[v(t)] = Zv(t)z_t> di un sistema LTI multidimensionale
0

si ha che

{Z[x(t +1)] = FZ[x(t)] + GZu(t)] {zX(z) — zxg = FX(2) + GU(2) {(zI —F)X(2) = zx0 + GU(s)
Zly(t)] = HZ[x(t)] + JZ[u(t)] Y(z) = HX(z) +JU(2) Y(z) =HX(z) +JU(2)

da cui

X(z) = (21 -F) 'zxg + (21 - F) " 'GU(2) = Xy(2) + X(z)

Y(2) = H(zI - F)"l2xg + H(zI — F)"'GU(2) + JU(2)
H(:I - F) '2xo + (H(zI - F)"'G + J)U(z)
H —1

(21— F)ax0 + W(2)U(2) = Ya(2) + Y(2)
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DOMINIO DEL TEMPO vs. DOMINIO DELLA FREQUENZA

1. W(z) = Z[w(t)] = H(zI — F)"'G + J: matrice di trasferimento,
corrispondente alla trasformata Zeta della risposta impulsiva

2. Z[F!] = 2(21 — F)~!: metodo alternativo per calcolare F*

2.3 Analisi della stabilita

stabilita: proprieta legata al concetto di ritornare o rimanere in una certo stato entro certi limiti o condizioni
desiderate nel tempo, nonostante le perturbazioni o le variazioni interne o esterne

In generale, si distingue tra

= stabilita di un punto (di equilibrio): proprieta che indica come il sistema risponde alle perturbazioni intorno
a quel punto stesso in cui le sue variabili di stato rimangono costanti nel tempo, cioé dove le equazioni del
sistema sono soddisfatte senza alcuna variazione nel tempo,

= stabilita di un sistema: proprieta che dipende dall'insieme di tutti i punti di equilibrio di un sistema e dalla
loro interazione dinamica — la stabilita di un sistema puo coinvolgere non solo la stabilita dei suoi punti di
equilibrio, ma anche la stabilita delle traiettorie che il sistema puo seguire nel suo spazio di stato.

O

O O

Punto di equilibrio Punto di equilibrio Punto di equilibrio
asintoticamente stabile semplicemente stabile instabile

2.3.1 Stabilita dei sistemi lineari
stabilita

= asintotica: un sistema lineare e asintoticamente stabile se, partendo da una condizione iniziale arbitraria,
nel limite temporale infinito, le sue soluzioni si avvicinano progressivamente allo stato di equilibrio

= semplice: un sistema lineare & semplicemente (o strettamente) stabile se, partendo da una condizione in-
iziale arbitraria, le sue soluzioni possono avvicinarsi all’equilibrio nel tempo senza oscillazioni significative,
ma potrebbero non convergere all’equilibrio nel limite temporale infinito

» BIBO (Bounded-Input Bounded-Output): un sistema lineare ¢ BIBO-stabile se, quando I'ingresso
é limitato in ampiezza (bounded), I'uscita rimane limitata in ampiezza, indipendentemente dallo stato
iniziale del sistema.
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= sistemi a tempo continuo
sia X(t) = Fx(t), F € R™" con autovalori {\;}¥_,
— se R[\;] < 0,V allora il sistema & asintoticamente stabile
—se R[N <0, Viem? =m? se R[\;] = 0 allora il sistema & semplicemente stabile
— 3\ tale che R[A\;] > 0 0 R[\;] =0 e m¢ > m? allora il sistema & instabile
= sistemi a tempo discreto
sia x(t + 1) = Fx(t), F € R™" con autovalori {\;}%_,
— se |\;| < 1,Vi allora il sistema & asintoticamente stabile
—se |\ <1, Viem?=m?se|\| =1 allora il sistema & semplicemente stabile
— 3\ tale che [\j| > 10 |\ =1em? >m? allora il sistema & instabile
= sistemi a tempo continuo o discreto
sia
x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(to) ==xo x(t+1) =Fx(t) + Gu(t), x(to) =xo
y(t) = Hx(¢t) + Ju(t) y(t) = Hx(t) + Ju(t)

allora il sistema si dice BIBO stabile se per ogni vettore d'ingresso u(t) con componenti limitate in ¢ la cor-
rispondente uscita forzata y ;(t) = [y (HeF(t_T)G +Jo(t — 7')) u(r)dr/y(t) = i HF 1k Gu(k) +
Ju(t) ha componenti limitate in ¢.

Proposizione Siano {p;};_; i poli della matrice di trasferimento del sistema ridotta ai minimi termini,
cioé dopo tutte le possibili cancellazioni zero-polo dei suoi elementi. |l sistema & BIBO stabile se e solo
se R[p;] <0 perognii=1,2,...,r.

dal momento che i poli della matrice sono un sottoinsieme proprio degli autovalori di F, si ha che

stabilita asintotica — BIBO stabilita

2.3.2 Stabilita dei sistemi non lineari

= sistemi a tempo continuo

Teorema Sia 8,(t) = Fd,(t) il sistema linearizzato di x(t) = f(x(t)) attorno al punto di equilibrio %
e siano \q,..., \; gli autovalori di F. Allora

1. se il sistema linearizzato & asintoticamente stabile (R[)\;] < 0, Vi), allora X & un punto di equilibrio
asintoticamente stabile per il sistema non lineare

2. se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (Ji tale che R[\;] > 0), allora
X & un punto di equilibrio instabile per il sistema non lineare.

» caso critico: R[A;] <0, Vi, e it R[N\] =0

esempio

1. £ =sinx

8l
Il

0y = 0y A=1 — Z =0 instabile

0: 0y = cos(Z)d,
) by =—0, A=—1 = T = stabile

8l
Il
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i’l = fl(afl,l’g) =1 — T2 — xl(x% +JZ%)

2.
i = fo(z1,m2) = 21 + T2 — 22(2? + 3)
- [T 2|9, p_ aflgpl{m) 8f1(a?2@2) _ 1= 3z — 23 —1— 2119 |1 -
o 0 8f2((9rr11,z2) 8f2((9$x12,12) £1=0 1— 21129 1— x% _ Sm% 71=0 1 1
xo=0 x2=0

AF()\):det()\I—F):detq)\__ll A;D:v—mw:o o Ap=1li

R[A1,2] >0 = x instabile

3. i=ax3, a€eR
z=0: 5$:3ai251—>5120>\20 — 7  caso critico

= sistemi a tempo discreto

Teorema Sia d,(t + 1) = Fd,(¢) il sistema linearizzato di x(t + 1) = f(x(t)) attorno al punto di
equilibrio X e siano A1, ..., A; gli autovalori di F. Allora

1. se il sistema linearizzato & asintoticamente stabile (|\;| < 1, Vi), allora X & un punto di equilibrio

asintoticamente stabile per il sistema non lineare
2. se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (Ji tale che [A;| > 1), allora x

& un punto di equilibrio instabile per il sistema non lineare.

» caso critico: |\;| <1, Vi, e3Ji: [N] =1
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3 RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA DEI SISTEMI DINAMICI

raggiungibilita di un sistema ~ possibilita di raggiungere un qualsiasi stato desiderato x* a partire da uno
stato x( fissato agendo su u(t)

= stato raggiungibile: lo stato x* & raggiungibile dallo stato x( al tempo t* se esiste un ingresso u(t),
to <t < t*, tale che x(tg) = x¢ e x(t*) = x*

» spazio raggiungibile: spazio raggiungibile al tempo t Xy(¢) & I'insieme di tutti gli stati x* raggiungibili
dallo stato xg al tempo ¢

» tipicamente: x9 =0, tg =0

X2 Z2
Xg(t")
x1
;t
to t*
esempio
u(t) R R 21(t) = vey (b), 22(t) = vey (t)
Ci) .’El(O) = :L’Q(O) =0
—_— G Co
]
modello di stato
. . 1 1 1 [fu(t) —ve (t) 1 1
1(t) = s, (0) = ricy(t) = goinlt) = o (M) = () -
at) = i0,(0) = ica(t) = goin®) = - (M) = i) - om0

se C1 = Cy = C allora x1(t) = x2(t), Yu(t),Vt > 0, infatti
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t [,— s (t—T)
x(t) = eF x0+/ Ft=7) gy (7 )dT_/ {e e

1
RO(t T)} {RC} u(T)dr
e RO(t T
RC/ |:e RC(t T:|
u(T)
u(r

; }

_ fo e~ me (=)
~ RC fge—z?lc(t )

da cui

XR(t) = {1'1 = :L'Q}, Vit >0
X

controllabilita di un sistema ~ possibilita di raggiungere uno stato desiderato x* fissato a partire da un
qualsiasi stato x( agendo su u(t)

= stato controllabile: lo stato x( € controllabile allo stato x* al tempo ¢* se esiste un ingresso u(t),
to <t < t* tale che x(tyg) = %o e x(t*) = x*

= spazio controllabile: spazio controllabile al tempo ¢ X (t) & I'insieme di tutti gli stati xo controllabili
allo stato x* al tempo ¢

» tipicamente: x* = 0, {9 = 0 (controllabilita a zero)
si noti che se xg & controllabile allo stato x* allora x* & raggiungibile dallo stato xq

T2 . T2 ,
A B » A ) -
. [}
. Xg u” Sac*
.X//I / b
° 1 X1
u///
=t
to t*
3.1 Raggiungibilita di sistemi a tempo discreto
dato x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = Ftxo + Y0 F*"1Gu(k)
in particolare, se x(0) =0
allora x*(t) = x(t) = Yi_L F*"1Gu(k) = Riwy
Re = [G FG ... Ft‘lG} e R*mt matrice di raggiungibilita in ¢ passi
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qual & l'insieme di stati x* raggiungibili al tempo ¢t (= in ¢ passi) a partire da x(0) = 07

‘XR(t) = im(R;): spazio raggiungibile in ¢ passi ‘

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi raggiungibili in 1,2, ... passi soddisfano la catena di
inclusioni Xp(1) € Xpr(2) C ... Xg(t) C Xp(t+1) C
La catena & stazionaria (almeno) dal t'-esimo passo in poi, ovwero Xg(t') = Xg(t"),¥t" > t', con t' < mn.

Dimostrazione. Per il teorema di Cayley-Hamilton, il polinomio caratteristico Ap(A\) = A" + a1 A" 4 ...+
a1 A+ ag di F € R™™™ & un polinomio annullatore per F, ovvero

Ap(F)=F"+a, «F" '+ .. . +yF+agl=0
Sia G = [gl...gm} € R™ ™ si dimostra allora

1. catena di inclusioni: Xg(t) C Xp(t+1) vVt

Rt:[G FG ... Ft—lG}:[gl,,,gm Fg,...Fg,, ... Ft_1g1-..Ft_1gm}
Rt—i-l:[G FG ... FtG}:[gl...gm Fg....Fg, ... Filg, .. . Filg, thy..thm]

= Xp(t) =im(Ry) € im(Rey1) = Xr(t + 1)

le colonne della matrice di raggiungibilita in ¢ passi sono un sottoinsieme di quelle
della matrice di raggiungibilita in ¢ 4+ 1 passi.

2. stazionarieta della catena

X r(n) =im ( n) = span{gi...gm,Fg1...Fgn,... JFrlg ..F”_lgm}
Xgr(n+1)=im(R,y1) = span{gi ... gm,Fg1 ... Fgn, ..., F* g . . F" g, F'g,...F'g,}

per il teorema di Cayley-Hamilton

AF(F) =0=F"= —Oén_an_l —...—aF — ol
= F'g, = fan,lF"_lgk —...—a1Fgp —aogr Vke{l...m}

= Xr(n+1) =span{gi...gm,Fg1...Fgn,..., F*" gy .. .F' g} = Xg(n)
esiste sicuramente ¢’ < n tale che Xz(t') = Xr(t' + 1).

Dimostrare poi che Xz () = Xr(t'+1) = Xgr(t'+1) = Xp(t'+2) equivale a dimostrare che im(F*+1G) C
m([G FG ... F'G|)=Xg(t +1) poiche Xp(t' +2) =im([G FG ... F'G F'*'G])

Per semplicita si consideri il caso m = 1, ovvero G = g € R", allora

-1
F'H g = F (F'g) = (Xn(! + 1) = Xplt (Z BrF* )
k=0 k=0

t'—2 t'—2
=F (/Bt/_lFt gt )y BkF’“g) = Br 1 F'g+ > HiFg

si ha che By _1F'g € Xp(t' +1) = Xp(t') e 242 B*FFtlg € Xp(t') = Xg(t' +1)
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di conseguenza im(F'*+1G) C Xp(t' +1) = Xp(t' +1) = Xg(t' + 2)

t': indice di raggiungibilita

Xpr £ Xg(t'): (massimo) spazio raggiungibile

3.1.1 Criterio di raggiungibilita del rango

quando ¢ possibile raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?

(completa) raggiungibilita

= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile se Xp = R”
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile in ¢ passi se Xz(t) = R", con
t indice di raggiungibilita

>»RER, = [G FG ... F"flG}: matrice di raggiungibilita del sistema
¥ raggiungibile <= im(R) =R" <= rank(R) =n
si noti che R € R™™" per cui
= m = 1: ¥ raggiungibile <= det(R) # 0
= m > 1. ¥ raggiungibile <= det(RR") #0
esempio

1ox(t4+1) = [011 0

F:[Oil 0},g:{ﬂ = R:[g Fg}:{(l) 32}:rank(73):1<2

a2

= ¥ non raggiungibile Vaj, s € R

2. x(t+1) = [011 Oi]x(t) + [(1)} u(t), 1,2 € R

N

= ¥ raggiungibile (in 2 passi) Vai,a9 € R
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=

|
o O O
S O =
o O O

D)

Il
S = O
_ o O

U

0
Xr(1) =im(G) = span , |0
1

0

1

0

XR(Q):im([G FG span{ , ,
1

= ¥ raggiungibile (in 2 passi)

Si considerino due sistemi algebricamente equivalenti ¥ = (F,G) e ¥’ = (F/, G’) tali che

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) % 2(t+1) = Fa(t) + G'u(t)
F =T 'FT,G' =T 'G

allora
R/:{G/ FG ... (F/)nflG/}
= [T7'G T'FTT'G - T 'F"'TT'G]
-T7'[G FG - FIG]
=T 'R

= cambio di base non modifica la raggiungibilita poiché rank(R’) = rank(R)

in particolare, se ¥ raggiungibile allora det(RR ") # 0

percido R’  =T'R = R'RT =T 'RRT —= T=RRT(R'R")~!

3.1.2 Controllo a energia minima

se Y & raggiungibile in t passi, come determinare I'ingresso u; € R™ che permetta di raggiungere un qualsiasi

stato x* € R™ in ¢ passi?

caso xg = 0: si ha che x* = x(t) = Ry,
si introduce I'ingresso ausiliario v; € R™ tale che u; = R:vt, allora vy = (RtRZ—)_lx*

di conseguenza, risulta w; = R, (RiR, )~ 'x*

caso xg # 0: si ha che x* = x(t) = Fixg + Riu;
di conseguenza, risulta u; = R, (RyR] )~ (x* — Fixq)
si osserva che

1. l'ingresso u; generalmente non & unico
— insieme dei possibili ingressi: ‘Z/lt ={u; =uw, +1u, u€ker(Ry)} ‘

2. esiste un ingresso a minima “energia”: u; = argminy ¢y, )12 = R} (RyR] )1 (x* — Ftxo)
— I'energia minima per raggiungere x* in t passi & pari a ||u}||? = (x*) "W, 'x*,
con Wy 2 RyR] = YL FFGGT(FT)* Gramiano di raggiungibilita in ¢ passi del sistema

gli autovalori di W; quantificano I'energia minima richiesta per raggiungere diversi stati x(¢) = x*
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esempio

010 0 0
x(t+1)=10 0 o|x(t)+ |1 0lut) xo=0
0 00 1
01 0 0 0
F=1{0 0 0/,G=11 0 = 3 & raggiungibile in 2 passi
0 00 0 1
0
> si vuole calcolare gli ingressi u/(¢) che permettono di raggiungere x* = |1| da xg = |0| in 2 passi
0

u = R3 (ReR3)'x" =[G FG]T <[G FG|[G FG]T>IX*

-1
001 0] (foo01o0]foo0 10
=110 0 0 1 0 0[|1 0 0O 1
01 00 010 0j][0 1 0 0 0
010 Lo ot 0 1 0f - 1
0 01 0 01 0 u(l)| . L
= 010 1| = 1| = = ingresso a energia minima
1 00 00 1 0 100 1 u(0)
000 0 0 Of - 0
da cui
0010
Uy={u)=ug+1u, a€ker(Re2)} =uj)=ug+u, auc€ker| |1 0 0 0
0100
0 1 0 1
o 0 0 0 u'(1) 0
=< u)=uy+1u, uc span 0 =qu) = o ,aER S = u,2:|:u/(0):|: ) ,a €R
1 0 o o
X

3.1.3 Forma canonica di raggiungibilita
se X non é raggiungibile ma é tale che rank(R) = k < n, allora & possibile determinare un cambio di base T in
modo da “separare” la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile?
si definisce T = {vl e VR VD e {rn_k} € Rnxn
dove
= {vy...vy} & l'insieme di vettori linearmente indipendenti che definiscono la base di Xr = im(R)
» {Vi...Vk,Vi...V,_k} & un insieme di vettori che definisce una base di R"

allora

Fiu Foio
Fo1 Fao
G1
Go

F —» F=T'FT= { ] Fi; € RF¥F Foyy € ROVF)X (k)

G - G=T'G= { ] Gy € RM ™ Gy € RUTTHXm

inoltre, premettendo che (conseguentemente al teorema di Cayley-Hamilton) lo spazio raggiungibile X contiene
im(G) ed & F-invariante, ovvero ¢ tale che Vv € Xp = w = Fv € Xp, si verifica che

35



= veXp — v’:T*1V:[v1 oove 0Ll O]T:[v(l) O}T

s we Xgp — w’:T_lw:[wl w0 L. O]Tz[w(l) O]T

s W =T lw=T"1Fv=T"'1'FTT v =FT lv = Fv

g

da cui

1) — (1)
EH 512} {V(()l)} = {W oy vwi) eRF —  Fy =0
21 Fao

inoltre

im(G)C Xg = G2=0

_ A XR
z=T 'x 2
XNR

z(t+1) =T 'FTz+ T 'Gu= [FOH ?2} z(t) + [Gl}u forma canonica di raggiungibilita
22

xr(t+1) = Fuuxg(t) + Fiaxyr(t) + Giu(t) sottosistema raggiungibile
xNr(t+ 1) = Faaxyg(t) sottosistema non raggiungibile

si osserva che

rank(R’) = rank(T™'R) = rank ([G/ F'G' .. (F’)"‘lG’D
- cee n—1
= rank ([(31 FlBGl F110 Gl}) = rank ([G1 Fi:.Gy --- Flf1_1G1D =rank(Rgr) =k

con Ry € RF*™k: matrice di raggiungibilita del sottosistema raggiungibile ¥z = (F11, G1)

Fii Foio

» poiche F/ £ T 1FT =
poiche { 0 Fo

:|,G/éT1G: I:C(;)1:|,H,éHT: [Hl HQ},J/éJ

allora

-1
I-F -F G
— H/ I— F/ e val I z 11 12 1
W(z) (2 )7'G +I = [H H { o a-wnl |o]*?
I-Fy)! G _
= [ H {(z 0" (1 _;gw} { ol} T3 =Hy(l —Fu)7'Gi 47 = Wg()

con Wg(z) € RP*™ = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile X = (F11, G1)
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esempio

2 1|2 0
2
1.F=|0 24|, G=|1 sistema in forma canonica con Fj; = B ;] G = ﬁ}
0 0|1 0
infatti

rank(Rp) = rank ({Gl F11G1D = rank (ﬁ ;}) =2

1 171 1
2 F=|1 1|1 ]|, G= RS sistema NON in forma canonica con FH—E H,Gl—ﬁ]

0 0|1 0
infatti
rank(RR):rank([Gl F11G1D:rank<{l 2])21

1 2
si verifica che
1 2 4
XR:im(R):im([G FG FQGD:im 1 2 4| | =span{ |1
0 0 0

da cui

1 0 0 1 0 0
T=1|11 0| e Tlllo}

0 0 1 0 0 1

1 0 0|1 1 1 0 0 211 1
/el _ . _ |F11 Fpo
= F=T FTllO]{lll 10—000—[0 Fzz}
0 0 1](0 0 1|0 0 1 010 1
1 0 0f]|1 1
= G=T'G=1|110[]1|l=]0 _{Gl]
0 0 110 0 0

3.1.4 Test PBH di raggiungibilita

Teorema |l sistema a tempo discreto ¥ = (F, G) ¢ raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH(z) = [sI-F G| eR™(+m)

ha rango pieno (rank(PBH (z)) = n) per ogni z € C.

Se ¥ non & raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno (rank(PBH (z)) < n) per tutti
e soli gli z € C che sono autovalori di Fag (: matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di X)

Dimostrazione. si dimostra che

» Y raggiungibile = rank(PBH(z)) =nVz e C
si suppone per assurdo che ¥ sia raggiungibile (rank(R) = n) ma 3z € C tale che rank(PBH (z)) <n
se rank(PBH (z)) < n allora PBH(Zz) ha delle righe linearmente dipendenti:

vIF=2zv'

WAOVER : VIPBH()=0 = v [ZI-F G|=[0 o] = {VTG:O
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ma allora
viR=v'[G FG - F"'G|=[vIG vIFG - v F"G]
=0 &G 7G|/ =0 0 -0 —  rank(R) <n
di conseguenza, ¥ risulta non raggiungibile: assurdo.

» rank(PBH(z)) =nVze€ C = X raggiungibile
TBD

O

» essendo gli autovalori di Fao un sottoinsieme degli autovalori di F, il rango della matrice PBH pud essere
valutato solo per gli z che sono autovalori di F

esempio
010 0 0
1. F=1[0 0 0/,G=11 0
0 00 0 1
F triangolare: gli autovalori di F' sono gli elementi sulla diagonale — Ay =0, m{ =3
0 -1 000
rank(PBH(A)) =rank | |0 0 0 1 0| [ =3 = X raggiungibile
0 0 001
1 0 2 0
22F=1|0 1 2/,G=|0
0 01 1
— )\1 =1, m‘f =3
00 -2 0
rank(PBH(A1)) =rank | [0 0 —2 0| | =2 =X NON raggiungibile
00 0 1
X
3.2 Controllabilita di sistemi a tempo discreto
dato x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xq,
allora x*(t) = x(t) = Ftxo + YL FI7*"1Gu(k) = Fixo + Ryw
qual & l'insieme di stati xo controllabili al tempo ¢ (= in t passi) allo stato x* = 07
quando ¢ possibile controllare a zero tutti i possibili stati xg € R™?
Xo(t) = {x € R" : F'x € im(R;): spazio controllabile in ¢ passi
Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi controllabili in 1,2,... passi soddisfano la catena di

inclusioni X¢(1) € X¢(2) C ... Xe(t) S Xe(t+1)C ...
La catena & stazionaria (almeno) dal #’-esimo passo in poi, ovvero X¢(t') = X (t"),Vt” > t/, con t/ <n.

t'>  indice di controllabilita

Xco = Xe(t): (massimo) spazio controllabile
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3.2.1 Criterio di controllabilita

(completa) controllabilita

= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) controllabile se X = R”
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) controllabile in ¢ passi se X (t) = R", con
t indice di controllabilita

> Xoe=Xo(n)={xeR": F'xcim(R,)} = {xe€R": F"x € Xp}
¥ controllabile <= im(F") C im(R) = Xg
si noti che

= Y raggiungibile (Xr = R™) = X controllabile
= 3 non raggiungibile ma F = 0 = X controllabile
= 3] controllabile & X raggiungibile

esempio

1 a 1
ERMES
= im(m) =i ([e we]) =im ([} ]
span {0} o =ay =0

(1)} 041:0,0427'50

o ———1 N—

Il

»

i~

S

S
——
| ——|
— o
—_
——

a}} a1 #Z0,a0 =0
a1
]RQ a1#07012750

= Y non raggiungibile Vaj, s € R
3 controllabile se a; = 0 (im(F?) C Xg)

2. x(t+1) = [al O]X(Tf) + [1}u(t), a0 €R

a7 0 1
P=[v o=l
R = [g Fg} = {é Oﬂ :rank(R) =2

— ¥ raggiungibile (in 2 passi) Vai,a2 € R
Y. controllabile Vo, a9 € R

010
3. x(t+1)=10 0 0|x(t)+ |0]u(t)
0 01 1
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010 0
F=10 0 0|,g= |0
0 0 1 1
0 00
R=[g Fg F2g|={0 0 0 :rank(R)=1
0 0 1
Xo(1) = {x € R : Fxeim(R)} {x €R® : Fx cim(g)}
E3 0 1 0f|=z [0 T T2 0
= 9 0 0 0| |xz2| € span 0 = T 0| =10],aeR
LT3 0 0 1 T3 _1 I3 T3 (6]
3 1] [0]
= O,a,B€R ) =span |0], [0
K 0] [1]
Xc(2) = {X€R3 : erim(Rz)} {XGR3 : F2x€im([g FgD)}
-.’L'l_ _0 0 0 I 0
= X9 0 0 O] |x2| € span 0
_.’L'g_ _0 0 1 XT3 1
(1] [0 0
=2 |a2 0| =1]0|,0€eR)=R?
1 T3] LT3

= Y non raggiungibile
¥ controllabile (in 2 passi)

3.2.2 Controllabilita e forma canonica di raggiungibilita

sia X non raggiungibile (rank(R) = k < n)
allora esiste una matrice di cambio base T che porta il sistema in foma canonica di raggiungibilita:

XNR

{ xp(t+1)
XNR(t + 1)

|

» 3R raggiungibile = X controllabile

Fu
0

XR(t)
XNR(t)

XR(t)

Fi G
F} [xmw} ! { 0 ]“

XR(t + 1) = F11XR(t) + F12XNR(t) + Glu(t)
XNR(t + 1) = FQQXNR(t)

} _ TlFT[ } + TG = [

Y. sottosistema raggiungibile

>N R sottosistema non raggiungibile

si osserva che

YN r non raggiungibile ma X controllabile

& It tale che XNR(E) = FEQXNR(O) =0 VXNR<O) S Rk
& 3 tale che Flyv =0 Vv e R*F

& It tale che Fb, = 0

& Fy & nilpotente (Fb,)

< |'unico autovalore di Foy € zero

= 3 controllabile < F9 & nilpotente
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= in generale Xr = { {XOR} ,XR € Rk} C X¢

» Foy invertibile = xyr(t) = Fhoxnyr(0) =0 < xyg(0) =0
= Xpr = X¢ (raggiungibilita = controllabilita)

Fii Fio
0 Fo

= F99 invertibile

F invertibile & T~ !FT = [ ] invertibile

= Xp = X¢ (raggiungibilita = controllabilita)

un sistema a tempo discreto in cui la matrice di stato F & invertibile se dice reversibile
= & sempre possibile ricostruire lo stato iniziale x(0) a partire dalla conoscenza di x(t), u(-)
x(t) = F'x(0) + Ryuy — F'x(0) = x(t) — Ryuy — x(0) = F~'x(t) — F'"Ryuy

3.2.3 Test PBH di controllabilita

Teorema |l sistema a tempo discreto ¥ = (F, G) & controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH(z) = [sI-F G| eR™(+m)

ha rango pieno (rank(PBH (z)) = n) per ogni z € C con z # 0.

se rank(PBH (z)) < n solo per z =0
allora I'unico autovalore non raggiungibile (: autovalore di Fa3) & A = 0 percio X risulta controllabile
» la matrice PBH puo essere valutata solo per gli z # 0 che sono autovalori di F

3.3 Raggiungibilita di sistemi lineari a tempo continuo

dato x(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = e¥'x + [; F""Gu(r)dr

in particolare, se x(0) =0
allora x*(t) = x(t) = [y F*""Gu(r)dr

qual & l'insieme di stati x* raggiungibili al tempo ¢t (= in ¢ passi) a partire da x(0) = 07
quando é possibile raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?

sia Ujy 4 I'iniseme delle funzioni m-dimensionali integrabili nell'intervallo [0, ]

t
Xg(t) = {x(t) € R™ : Ju € Uy tale che x(t) = / Ft_TGu(T)dT}Z spazio raggiungibile al tempo ¢
0

Xp: (massimo) spazio raggiungibile

(completa) raggiungibilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) raggiungibile se Xp = R"
>»RER, = [G FG ... F"‘lG}: matrice di raggiungibilita del sistema
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Y raggiungibile <= im(R) =R" <= rank(R) =n

se un sistema X a t.c. & raggiungibile allora Xp(t) = R™ per ogni ¢t > 0
inoltre si nota che molti dei risultati sulla raggiungibilita a tempo discreto valgono anche a tempo continuo, in
particolare

» Xp & F-invariante e contiene im(G)

F F G
= Forma canonica di raggiungibilita: L S T 1x, F2T'FT=|" " Y aa2rig=|"
XNR 0 Fa 0

= Criterio PBH: X raggiungibile <= rank [zI -F G} =n, VzeC

esempio
u(t) R R z1(t) = v, (), 22(t) = ve, ()
CD :Ul(O) = IQ(O) =0
O Co
1

allora
b
det(R) = det(|g Fg|) =det [ |
RC2 ~ R2C3
1 1 1 1 1 1 02—01>
- _ — ) = R,Cy,Cy >0
RIC,C2 T RIC2C, 330102< CQ+C1> R3Cng( e, ) e

da cui si ha che

=0 Ci=C2 — X non raggiungibile

det(R)
#0 C1#Cy — X raggiungibile

3.4 Controllabilita di sistemi lineari a tempo continuo

dato %(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = e¥'x + [; F*""Gu(r)dr

qual & I'insieme di stati xg controllabili al tempo ¢ (= in ¢ passi) allo stato x* = 07
quando ¢ possibile controllare a zero tutti i possibili stati xg € R"?
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Xc(t): spazio controllabile at tempo ¢

X¢: (massimo) spazio controllabile

(completa) controllabilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) controllabile se X = R"

> x0 € Xc(t) < Ju €Uy tale che 0 = eFixg + [§ F*"Gu(r)dr
= eFtXQ € XR(t) =Xgr (t > 0) < Xp € e_FtXR = {V eR” : dw e Xg,v= G_FtW}

& xo € Xp perché e F'Xp = Xp essendo 1) X & F-invariante (e quindi e ¥* invariante)
2) e Ftinvertibile — dim(e F! Xg) = dim(XR)

| Xo = Xo(t) = Xg]|

Y. controllabile <= X raggiungibile
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4 RETROAZIONE DALLO STATO

Dato il sistema X con con stato x(¢), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) ——»

Yy —y()

x(t)

problema di controllo: manipolare il sistema per raggiungere un dato obiettivo agendo sull'ingresso u(t)

= problema di regolazione (regulation): stabilizzare il sistema ad uno stato desiderato (tipicamente zero)
= problema di asservimento (tracking): inseguire un andamento desiderato dell'uscita

soluzione di controllo

= controllo in catena aperta o open-loop o feedforward: la legge di controllo u(t) non dipende dai valori

di x(t), y(t)

— approccio semplice, ma non ideale se il sistema & incerto e/o soggetto a disturbi esterni

Y

| >~ u(t)

specifiche di controllo,
informazioni sul sistema

Yy ———y()

= controllo in retroazione o closed-loop o feedback: la legge di controllo u(t) dipende dai valori di x(¢),

y(t)

— approccio pitl complesso (richiede sensori di misura), ma robusto a incertezze e/o disturbi esterni

| > u(t

Yy sy

specifiche di controllo, \
informazioni sul sistema

in particolare

— retroazione statica

* dallo stato: u(t) = f(x(t)) (allo stesso istante t)
* dall’uscita: u(t) = f(y(¢)) (allo stesso istante t)

— retroazione dinamica

* dallo stato: u(t) = f(u(r),x(7)), 7 € [to,t], to <t
* dall’'uscita: u(t) = f(u(r),y(7)), 7 € [to,t], to <t
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4.1 Controllo in retroazione statica

dato

allora

= controllo in reatroazione statica dallo stato: u(t) = Kx(t) + v(t), K € R™*"

v(t)

A
> (D
U
Y
™

> y(t)  %(t) = (F+ GK)x(t) + Gv(t)
x(t) y(t) = Hx(t)

= controllo in reatroazione statica dall'uscita: u(t) = KHx(t) + v(t), K € R™*P

v(t)

y(t)  x(t) = (F + GKH)x(t) + Gv(t)
y(t) = Hx(t)

Y
)
(v
Y
[\
Y

=i

esempio: retroazione dall’uscita

problema di controllo: regolare |la posizione angolare di un albero meccanico collegato all’asse di un motore in cc

— determinare una legge di controllo tale da riportare I'albero nella posizione desiderata 6, il piu rapidamente
possibile in caso di perturbazione

= controllo di tipo proporzionale: la coppia esercitata dal motore & proporzionale all’errore e(t) = 04 — 0(t)

ipotesi 1) le costanti di tempo di traduttore e motore sono trascurabili rispetto alla costante di tempo meccanica
2) si assume 6; = 0 per semplicita

J = inerzia albero

él}@ ........... - 3 = coeff. attrito viscoso
e = Hd —0
0a=0 ~® ~ amplificatore ‘. albero >0
¥ — e motore
)
trasduttore

di posizione

equazioni del moto dell’albero

) : B [ O TR O T
Jo=—pitu XK= Lfu= g =l = o

y=190
y=[1 0
legge di controllo
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u=ke="k(@;—0)=—-kf=—-kh'x kecR

equazioni del moto controllato dell'albero

a3 2] o)

y= [1 O}X:hTX

I
[an]
g T
"
I
>
w

» scegliere k € R tale che i modi del sistema retroazionato vadano a zero il piti rapidamente possibile (la parte
reale degli autovalori di A sia la pil negativa possibile)

ol

A -1 .
AA(s):det(AI—A):detq 6D:/\2+§/\+§ = Ap=-2+3/5 4
J

k ' J
7 A+
Vk e R : max;—1,2 R[N] > —% : i modi elementari del sistema retroazionato non potranno mai tendere a
zero pill rapidamente di e” 27 — esistono dei vincoli sulla prontezza del sistma retroazionato

X
esempio: retroazione dallo stato

problema di controllo: regolare la posizione angolare di un albero meccanico collegato all’asse di un motore in cc

— determinare una legge di controllo tale da riportare I'albero nella posizione desiderata 6, il piu rapidamente
possibile in caso di perturbazione

= controllo di tipo proporzionale: la coppia esercitata dal motore & proporzionale all’errore e(t) = 04 — 0(t)

ipotesi 1) le costanti di tempo di traduttore e motore sono trascurabili rispetto alla costante di tempo meccanica
2) si assume 6; = 0 per semplicita

J = inerzia albero

éll—@ ----------- E | B = coeff. attrito viscoso
e = Gd — 9
9, =0 D . amplificatore U »  albero .0
b e motore
I 2]
trasduttore 0
di velocita
2]
trasduttore B
di posizione |
equazioni del moto dell’albero
.. . . 0 1 0 T 0
JO = —B0+u X = glx+ ||u=Fx+gu X = =|.
; = 0 =7 7 v2] |0
v= y:[l O}XZhTX

legge di controllo

U= Fkie+ kol = —k10 + ko) = —[zﬁ —kz]x = k'x kik€R

equazioni del moto controllato dell'albero
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X = (F—ng)x: <[8 _15] — [(ﬂ [kl k:g})X— [_(Ll _(ﬂl_kﬂ} x = Ax

y=[1 0]x
» scegliere k € R tale che i modi del sistema retroazionato vadano a zero il piti rapidamente possibile (la parte
reale degli autovalori di A sia la pill negativa possibile)
-1 P
B—k k —k 1 —k k
(5_1@)]) =224 B Rl o Ny = Bk L JBTRE gk

A+ k)

AA(s) = det(A\I-A) = det <[2
J

al variare di k1, ks € R & possibile ottenere qualsiasi combinazione di modi elementari del sistema retroazionato

— non esistono dei vincoli sulla prontezza del sistma retroazionato
X

4.2 Controllo in retroazione statica dallo stato
Dato il sistema retroazionato dallo stato
YK x(t) = (F + GK)x(t) + Gv(t)

. A — . . . .
sia z 2 T~ !'x dove T € R™*" rappresenta una matrice di cambio di base
allora & possibile riscrivere le equazioni dei sistema nella nuova base

Sk #(t) =T (F+GK)Ta(t) + T 'Gv(t)

OVVEro
Sk : #(t)=(F +GK)zt)+Gv(t), F=T'FT,G=T"'GK =KT

XR
XNR

, Xp € R* e di conseguenza

& possibile scegliere T € R™ " si modo che z = T~ 'x £ [

Fii Fio

F =T 'FT = [
0 Fo

}, G’—TlG—[C:')l}, K':KT:[K1 KQ}

con Fy; € Rka,FH c ka(n—k)7F22 c R(n—k)x(n—k)' G, € ]Rk><m’:[<1 c Rmxn,Kz e Rmx(n—k)
allora si verifica che

F F G Fi1 + Gi1K; Fip+ G1Ko
F/ G/K/ — 11 12 1 K K — 11
+ |: 0 F22 + 0 [ ! 2] 0 F22

— la retroazione non influenza il sottosistema non raggiungibile
non ¢ possibile modificare gli autovalori "non raggiungibili” del sistema

4.2.1 Controllo di sistemi a singolo ingresso

si consideri il sistema a tempo discreto raggiungibile con un singolo ingresso (m = 1)

Y: x(t+1)=Fx(t) +gu(t), geR"

e si consideri poi la retroazione della stato

Sky: x(t+1)=(F+ gk x(t) + gu(t), g keR"
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& possibile assegnare a A = F + gk degli autovalori desiderati?

= ¥ non raggiungibile = A kT tale che Aa(\) = p(\)
in quanto (forma standard di raggiungibilita) Aa(\) = AF11+g1klr()\)UAF22()\) e non & possibile modificare
gli autovalori "non raggiungibili” del sistema tramite retroazione

= ¥ raggiungibile => 3 k' tale che Aa(A\) = p(\)
in quanto

Lemma (Forma canonica di controllo)
Il sistema ¥ = (F, g) & raggiungibile se e solo se esiste una matrice di cambio di base T. € R"*" tale

che
0 1 o ... 0 0
e 0 0 1 0 .
F.=T_ FT. = : : g. =T, g=
-y —Q1 —Qy ... —0p_1] 1

dove F. € R™ ™ & una matrice compagna con polinomio caratteristico Ag,(A\) = A" + a, 1 A" ! +
...+ ag.

sia quindi k;r =k'T.= [kc,l k:c,n},kC e R"
allora

Ac == Fc + gck;r

[0 1 0o ... 0 0
0 0 1 .. 0 :
= . . + |- [kc,l s kc,n}
: : 0
|—C&p —C1 —Q2 ... —Qp_—1 1
I 0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
l—ao +ke1 —aq +kea —astkes ... —ap_1+key

dove A, € R™*™ & una matrice compagna con polinomio caratteristico Aa_(A) = A"+ (-1 —kc,n))\”_l—k
...+ (Oé(] — kc,l)

di conseguenza, & possibile determinare k! in modo che Aa. (A\) = p(A) = A" + pp A" F 4 ...+ po
risolvendo il seguente sistema di equazioni

On—1 — kc,n = Pn—1 kc,n = 0p—1 — Pn—-1

g — ke = Po kea =ap—Ppo

per tanto

¥ raggiungibile = 3k = k/ T, ! tale che Aa(\) = p()\) con k/ tale che Aa,()) = p(\)

Proposizione Per ogni polinomio monico di grado n

PN = A"+ pp AV i A+ po, pi €R,

esiste un vettore di retroazione k € R" tale che Ap, 7 () = p(A) se e solo se il sistema 3 & raggiungibile.
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in generale, se ¥ & raggiungibile, come & possibile assegnare a A = F + gk " degli autovalori desiderati?

sia p(A) = A" + pp 1 A" L+ 4+ p1 X+ po il polinomio relativo agli autovalori desiderati

ki
allora e necessario risolvere nell'incognita k = [kl kn}

Aa(N) = det(A\I — A) = det(\I - F —gk ") = p(\)

sistema di equazioni lineari con incognite k1,...,k,

esempio
1 20 1
x(t+1)=Fx(t)+gu(t)= [0 0 1|x(t)+ [0] u(t)
010 1

calcolare il vettore di retroazione k* tale che il sistema retroazionato abbia un unico autovalore A = 0 con m® = 3

= esistenza di k*

1 1 3
R = [g Fg FQg} =101 0 —det(R)=-2#0 — 3= (F,g)raggiungibile = k*esiste
1 01

.
= calcolo di k* = [kl ko kg}
A—1—k —2—ky —ks
AA(N) = det(M\I — A) = det(\I - F — gk ) = det 0 A -1
k1 —1—ky A—k3

=N 4N (=1 =k —k3) + Ak3 — 1 —k2) 4+ (1 — ky + ko)

=p(\) =N’
—1—k1—k3=0
* 3 1T
1—ki+koe=0

calcolo del vettore di retroazione tramite allocazione autovalori (caso m = 1)

1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gk a piacimento
L'unico vincolo & la raggiungibilita di X e il fatto che se un autovalore € complesso deve esserci anche il
suo complesso coniugato.

2. Se il sistema X non & raggiungibile allora & possibile cambiare tramite retroazione solo gli autovalori di Fq;
(matrice di stato del sottosistema raggiungibile).

3. Se tutti gli autovalori vengono allocati in zero (p(\) = A™) tutti i modi del sistema retroazionato convergono
a zero in tempo finito. Il controllore in questo caso viene detto controllore dead-beat

4. |l procedimento rimane invariato per sistemi a tempo continuo, ma in questo caso non si possono avere
controllori dead-beat.
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4.2.2 Controllo di sistemi con piu ingressi

si consideri il sistema a tempo discreto raggiungibile con piu ingressi (m > 1)

Y: x(t+1)=Fx(t)+ Gu(t), GeR™™

e si consideri poi la retroazione della stato
Yy x(t+1)=F+GK)x(t) +Gv(t), Gc¢ R™™ K e R™*"
se X e raggiungibile, & possibile assegnare a A = F 4+ GK degli autovalori desiderati?

si osserva che

ki
F+GK=F+ g - gn| | |=F+ak + +guk,
k,,
si potrebbe selezionare un singolo ingresso (una sola riga kiT non nulla) ed usare la procedura vista prima per il

caso singolo ingresso (m = 1) ma, anche se il sistema X & raggiungibile, non & detto che lo sia usando un singolo
ingresso

esempio

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) = [8 8] x(t) + [(1) (1)] u(t) G = [gl gz} = [é (1)]

= 3] raggiungibile

R:[G FG}:F 000

] — rank(R) = 2
0100

= 3 non raggiungibile con un ingresso

10
g RW = [gl Fgl} = [0 0} — rank(RM) =1

0 0
g R = [gg Fgg} [1 0} — rank(R®) =1

X

se X & raggiungibile ma non da un ingresso, & possibile assegnare a A = F + GK degli autovalori desiderati?
si potrebbe usare una retroazione preliminare che renda X raggiungibile da un ingresso

Lemma (Lemma di Heymann)
Se (F, G) e raggiungibile e se g; € R™ & una colonna non nulla di G, esiste una matrice M € R™*"™ tale che
(F 4+ GM, g;) ¢ raggiungibile.

esempio

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) = [8 8} x(t) + [(1) (1)] u(t) G = [gl gz} = [(1) (1)]

calcolare la matrice di retroazione K* tale che il sistema retroazionato abbia un unico autovalore A = 1/2 con
a
m® = 2
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= esistenza di K*
R = [G FG] = [1 0

01

o O

g] —rank(R) =2 — ¥ = (F, G)raggiungibile = K™esiste

» calcolo di K*
- RM) — _ |10 1)y _ _ S
g1 RWY = [gl Fgl} =10 ol rank(R\"W) =1 — ¥ = (F, g1) non raggiungibile

0

N 8} —rank(R®) =1 — ¥ = (F,gy) non raggiungibile

g : R = [gz ng} = [

siaM = 00 allora F + GM = 00
10 10

10 . I
Rpre = [gl (F + GM)gl} = [0 1} —rank(Rpre) =2 — Xy = (F 4+ GM, g1 )raggiungibile
T
siak =k k| ki ks €R, sia Ay =F + GM + gk

Aa,(N) =det M —F —GM — g1k ) =A% — kA —ko=p(\) = A2 — A+ 1/4

allora k = [kzl kQ]T = [1 —1/4}—r

di conseguenza

. kM| |1 —1/4
<o f{]-

calcolo della matrice di retroazione tramite allocazione autovalori (caso m > 1)

1. Esistono algoritmi per trovare la matrice di retroazione preliminare M. Tuttavia, generando una matrice
M € R™*"™ "“a caso” questa rendera X raggiungibile da un qualsiasi ingresso quasi certamente (con
probabilita 1).

2. Un approccio alternativo & usare il metodo diretto (cioé risolvere Ap gk (A) = p(A) con incognite gli
elementi di K) anche nel caso m > 1. In questo caso, pero il sistema di equazioni da risolvere potrebbe
essere non lineare.

3. L'approccio tramite lemma di Heymann ci permette di allocare gli autovalori della matrice F+ GK a nostro
piacimento anche per m > 1, ma ha delle limitazioni.
Ad esempio, usando un singolo ingresso non si possono ottenere controllori dead-beat che portano a zero
lo stato in un numero di passi < n. Usando piu ingressi invece & possibile costruire controllori dead-beat
che portano a zero lo stato in un numero di passi < n. Tramite tecniche di controllo pit avanzate che
sfruttano tutti gli ingressi di controllo si possono ottenere quindi prestazioni di controllo migliori.

4.3 Stabilizzabilita dei sistemi lineari

stabilizzabilita

= un sistema X si dice stabilizzabile se esiste un controllo in retroazione dallo stato che rende il sistema
asintoticamente stabile
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sistemi a tempo discreto

Y x(t+1) =Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo discreto 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. X e stabilizzabile.
2. Gli autovalori “non raggiungibili” di F hanno modulo strettamente minore di 1.

3. La matrice PBH [2I — F G] ha rango n, Vz con |z| > 1.

sistemi a tempo continuo

Y x(t) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo continuo 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. 3 & stabilizzabile.
2. Gli autovalori “non raggiungibili” di F' hanno parte reale strettamente negativa.

3. La matrice PBH [2I — F G] ha rango n, Vz con R[z] > 0.
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5 OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA DEI SISTEMI DINAMICI

osservabilita di un sistema ~ possibilita di determinare lo stato iniziale xg = x () del sistema a partire da
misure di ingresso e uscita nell'intervallo [to, t*]

» stato indistinguibile: lo stato x{, si dice indistinguibile dallo stato x{j in [to,t*] se, per ogni ingresso
u(-), l'uscita y’(-) corrispondente allo stato iniziale x(¢y) = x{, e I'uscita y”(-) corrispondente allo stato
iniziale x(ty) = x{j coincidono su [t, t*]

= stato non osservabile: lo stato x si dice non osservabile nell'intervallo [tg,t*] se & indistinguibile dallo
stato x(tp) =0

= spazio non osservabile: lo spazio non osservabile in [0,¢] & l'insieme di tutti gli stati non osservabili

nell’intervallo [0, ¢]

» tipicamente: x9 =0, tg =0

esempio

AN, 21(t) = ip, (), 2a(t) = i, ()

u(t) y(t) = ip(t) =ir, (t) +iL,(t)

© g g

modello di stato

() = Tl = PO L (ut) — Rin(e) =~ 1(0) — 1) + 1l
pa(t) = P2 2 _ L)~ Ri() = ~Toma(0) — 1) + u)
IREAG) ) _ *L% *L% L% _
X(t)—[m@)} X(t)_[—f'; _L% X—l—Llju—Fx—i—gu

se xo # 0 allora y(t) = hTeFixg + [T hTeF T gu(r)dr
se xo = 0 allora yo(t) = [y hTeFt"gu(r)dr
— X & non osservabile in [0,t] se y(7) = yo(7) V7 € [0,t] ovvero h'eF™xq = 0 V7 € [0, 1]

se L1 = Ly = L allora

R 1 _
F=—21 Y o F_oTtDT?' con T=|" 1,D: 0 0 ,T_lzfl 1,
L1 1 201 1
da cui

h'eFxg = h TeP T 'xg = e~ 271 1]xg ¥ € [0,1]
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— X & non osservabile in [0,%] se h"eF™xq = 0 V7 € [0, ] ovvero 67¥7[1 1}x0 =0Vr € |0,t]

ovvero xg € ker([l 1}) = span { [_11} }

spazio non osservabile in [0,t] = {xo = [ “ },a € R}
—Q
X

ricostruibilita di un sistema ~ possibilita di determinare lo stato finale x* = x(¢*) del sistema a partire da
misure di ingresso e uscita nell'intervallo [tg, t*]

5.1 Osservabilita e ricostruibilita di sistemi a tempo discreto

dato  x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
y = Hx(t)
allora
y(t) = HF'xo + Y0 _L HF*""1Gu(k) = HF'x, + HRu

5.1.1 spazi non osservabili
qual & I'insieme degli stati iniziali indistinguibili da x¢ in [0, — 1] (= in ¢ passi)?
sia

x(0) = xo:  y(k) = HF*xg + HRpup, k=0,1,...,t—1

x(0) = x{: y’(k):HFkx6+HRkuk, k=0,1,...,t—1

allora x|, & indistinguibile da x¢ in [0,t — 1] se y(k) =y'(k), k =0,1,...,t — 1, ovvero

k=0 y'(0) —y(0) = H(x{, — x¢) = 0 CH T o
k=1 y'(1) —y(1) = HF(x; —x¢) = 0 HF 0
k=2 y'(2)-y(2) =HF’(xj—x0) =0 & | HF? | (x;—xo) = |0
| HF'! 0
k=t—1 y(t—1)—y(t—1)=HF}(x) —x0) =0 - - o
con
CH T
HF
= HF? | ¢ Rrtxn matrice di osservabilita in ¢ passi
H]:;;t—l

allora x{, & indistinguibile da x¢ in [0, — 1] se (x{, — x¢) € ker O,

xo + ker Oy = {x¢ + x,x € ker O;}: insieme di stati indistinguibili in ¢ passi da xg
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Xno(t) = ker(O;): insieme di stati indistinguibili in ¢ passi da xg =0
. insieme di stati non osservabili in ¢ passi

. spazio non osservabile in ¢ passi

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi non osservabili in 1,2, ... passi soddisfano la catena di
inclusioni Xno(1) 2 Xno(2) 2 ... Xno(t) 2 Xno(t+1) D ...
La catena & stazionaria (almeno) dal #’-esimo passo in poi, ovvero Xno(t') = Xno(t"),Vt" > ¢/, con t/ < n.

Xno = Xno(t'): (minimo) spazio non osservabile

5.1.2 criterio di osservabilita del rango

quando ¢ possibile distinguere tutti i possibili stati xg € R"?

(completa) osservabilita

= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}
= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) osservabile in ¢ passi se ¢ & il pil piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}

-
» 020, = [HT (HF)" ... (HF”‘l)T} : matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(0) = {0} <= rank(O)=n

si noti che O € RP™™ ™, per cui

= p=1: ¥ osservabile <= det(O) # 0
= p>1: ¥ osservabile <= det(O'O) #0

esempio

(65} 1

1. X(t+1) = |:0 a2:|X(t), ag, a9 € R

y(t) =0 1]x()

a1 B _[hT ] o 1| B
F_[O aJ’h_{o i = O_LTF}_[O ai.rank(R)—1<2

— Y non osservabile Vaq, a9 € R
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F:[a1 1],h:[1 O} = O:{hT}:[l ﬂ:rank(R)<2

0 a9 a1

= ¥ osservabile (in 2 passi) Vo, as € R

X
5.1.3 spazi non ricostruibili
sia
» stato finale: x* =x(t —1) = Filxg + Ri_ju_y
= misure: {u(k)}j o, {y(k)}i
allora
= stati iniziali compatibili con le misure: x¢ + Xno(t)
= stati finali compatibili con le misure: F/~1xq + Ft_lXNo(t) 4+ Ri—qwm—_1 = x" + Ft_lXNo(t)
Xngr(t) =F 1 Xyo(t) = {Ft_lx,x € kcr((’)t)}: spazio non ricostruibile in ¢ passi
Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi non ricostruibili in 1,2, ... passi soddisfano la catena

di inclusioni XNR(l) D) XNR(2) .. .XNR(t) D) XNR(t + 1) o ...
La catena & stazionaria (almeno) dal ¢’-esimo passo in poi, overo Xyg(t') = Xygr(t"),Vt" >/, con t’ < n.

Xnr = Xyr(t): (minimo) spazio non ricostruibile

5.1.4 criterio di ricostruibilita del rango

quando & possibile determinare univocamente x* € R” dalle misure?

(completa) ricostruibilita

= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) ricostruibile se Xyr = {0}
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) ricostruibile in ¢ passi se ¢ & il piu piccolo
intero tale che Xng(t) = {0}

» Xnp = Xnr(n) =F"Xyo = {F"x,x € ker(0)}
¥ ricostruibile <= ker(F") D ker(O) = Xno

si noti che

= ¥ osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile
= Y ricostruibile # 2 osservabile
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esempio

aq 1

1. x(t+1) = [

F:[O‘1 1},h:[o 1] = O:{hT}:[g H:rank(n):1<2

Xno = ker O = span { [(1)} }
span {0} a1 #0,a9 #0
) span [ 1] a1 #Z0,a0 =0
ker(F?) = ker <[a1 o OQ}) = A
0
span [(1)} } a1 =0,a0 #0

R2 a1:a2:0

= Y. non osservabile Va1, as € R
Y ricostribile se a; = 0 (ker(F?) D ker O)

a1 1

2. x(t+1)= [O }x(t), ap, a0 € R

a2

y(t) = [1 O}X(t)

F = [061 ;J,h: [1 0} = 0= {hhTTF} = [Oi ﬂ srank(R) =2

= Y osservabile Vaq,as € R
Y. ricostruibile Va1, g € R

5.2 Osservabilita e ricostruibilita di sistemi a tempo continuo
dato  x(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = %o,
allora

y(7) = HeF %o + [] HeF (=) Gu(s)ds, T € [0,1]

5.2.1 osservabilita

quando & possibile determinare univocamente xy € R™ dalle misure?

Xno(t): spazio non osservabile nell'intervallo [0, ¢]

Xno: (minimo) spazio non osservabile
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(completa) osservabilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}

-
» 020, = [HT (HF)T ... (HF”fl)T} : matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n
Se un sistema ¥ a t.c. & osservabile allora Xy (t) = {0} per ogni t > 0

esempio

u(t) 21(t) =g, (t), 22(t) = i, (1)

CD %Ll %Lg y(t) =igr(t) =ip, (t) +ir,(t)

modello di stato

allora

da cui si ha che

det(O) =0 — X non osservabile

5.2.2 ricostruibilita
quando ¢ possibile determinare univocamente x* € R” dalle misure?
sia
t
= stato finale: x* = x(t) = eF'xg —i—/ P Gu(r)dr
0

» misure: u(7),y(7),7 € [0, ]
allora

= stati iniziali compatibili con le misure: xg + Xno(t)

t
= stati finali compatibili con le misure: e¥'xg 4 ¥ X o (t) +/ P Gu(r)dr = x* + ¥ Xno(t)
0
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Xnr(t) =¥ Xno(t): spazio non ricostruibile nell'intervallo [0, ]

Xnr: (minimo) spazio non ricostruibile

(completa) ricostruibilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) ricostruibile se Xyr = {0}

» cFt invertibile

[Xnr(t) = {0} < Xno(t) = {0}]

Y ricostruibile <= X osservabile

5.3 Sistemi duali

si considera il caso di sistemi a tempo discreto ma tutto si applica anche al caso di sistemi a tempo continuo

sistema ¥ = (F, G, H)

' x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
' DIN P uscite '
: y(t) = Hx(t) n stati :

sistema duale ¥y = (FT,H",G")

x(t+1)=Fx(t) + H u(t) p ingressi
Y m uscite
y(t) = G Tx(t) n stati

per i sistemi duali vale che

» raggiungibilita e controllabilita

— dato che Ry = [HT F'H ... (FT)“*lﬂT} =0T
>4 raggiungibile < X osservabile

— dato che

* dati due sottospazi U,V di R™ tali che V C U, si ha che U+ C Y+
con V*+ = {w e R*|w'v =0Vv € V} complemento ortogonale di V
* data la matrice A € R™™ si ha che (im(A))t =ker(AT)

allora im((F")") C imRy <= ker(F") D ker O

>4 controllabile < X ricostruibile

= osservabilita e ricostruibilita

-
— poiche O, = [G FG - FMG} =RT
3.4 osservabile < X raggiungibile
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— dato che ker((F")?) DkerOy += im(F") CimR

>4 ricostruibile < 3 controllabile

» forma canonica di raggiungibilita e forma canonica di osservabilita

forma canonica di raggiungibilita

>q non raggiungibile T T -
F F H
— T T T y SV 11 21 1 T T
Ed(FfH . s (3 5] (3] e en)
dualita dualita
l Fiu O Gy
=(F,G,H Y =

> non osservabile
forma di canonica di osservabilita
Yo = (Fy1,Hy) sottosistema osservabile
Y no = (Fa2,0) sottosistema non osservabile

= test PBH di raggiungibilita e test PBH di osservabilita

test PBH di raggiungibilita
Yg=(F",H',GT) Y4 raggiungibile <= rank[zI -F" H'| =n, Vz € C

I !

duality dualita
Y¥=(F,GH) Y osservabile <= rank ZIQF =n,Vz e C

test PBH di osservabilita

= allocazione degli autovalori

JK € RP*"tale che
—(FT.H".GT z iungibile <=
Ya=(F ,H,G") d raggiunglbrie F' +H'K ha autovalori desiderati

T 1
dualit d“al"ta

JL =K' € R"*Ptale che
Y=(F,GH by bile +—
(F, G, H) osservabiie F+LH ha autovalori desiderati

grazie alle relazioni precedenti si dimostrano le seguenti proposizioni
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Proposizione |l sistema X & osservabile se e solo se:
1. rank(O) = n.

2. Il sistema duale ¥, € raggiungibile.
3. rank {ZIé F} =n, Vz € C.

4. Gli autovalori di F + LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L € R™"*P,

Proposizione |l sistema X ¢ ricostruibile se e solo se:
1. ker F" D ker O = Xpno.

2. Il sistema duale ¥, € controllabile.
3. rank{z:[& F} =n,VzeC, z#0.

4. Esiste una matrice L € R™*? tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.

» la proprieta di ricostruibilita ha senso solo per i sistemi a tempo discreto
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6 STIMA DELLO STATO

Dato il sistema X controllato tramite retroazione statica dallo stato

o ut) $: x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
S S 0 YOy —mx

u(t) = Kx(t) + v(t)

K

problema di stima: nel caso in cui lo stato x(¢) non sia direttamente accessibile o misurabile, costruire una
“buona” stima x(t) di x(t) a partire da dati ingresso/uscita e dalla conoscenza del modello

soluzioni di stima

= stimatore ad anello aperto

M
>
=~
_|_
—_
Il
&
>
=
_|_
@
c
=

sia e(t) £ x(t) — %(t): errore di stima
allorae(t+1)=x(t+1) —%x(t+1) =F(x(t) — x(t)) = Fe(t)

= e(t) 1229 50 se F & instabile

= stimatore ad anello chiuso

S %(t+1) = F&(t) + Gu(t) — L(y(t) — HX(t))
y(t) = x(t)
L € R™*P: guadagno dello stimatore

sia e(t) £ x(t) — %(t): errore di stima
allorae(t+1)=x(t+1) —%(t+1) =F(x(t) —%x(¢)) + LH(x(t) — %(¢)) = (F + LH)e(t)
= e(t) 122 0 se F + LH ¢ asintoticamente stabile (e in questo caso F pud anche essere instabile)

si osserva che

= Se il sistema & osservabile allora & sempre possible calcolare un guadagno L in grado di rendere F + LH
asintoticamente stabile. Per il calcolo di L si possono usare gli stessi metodi allocazione degli autovalori
visti per il controllo in retroazione.

= Se tutti gli autovalori di F + LH vengono allocati in zero |'errore di stima converge a zero in tempo finito.
Lo stimatore in questo caso viene detto stimatore dead-beat.

= Gli stimatori visti sono detti di stimatori di ordine intero perché stimano I'intero stato x(¢). In certi casi, &
possibile costruire stimatori di ordine ridotto che stimano solo la parte “veramente incognita” dello stato.

= Tutto quello che abbiamo visto si applica anche a sistemi a tempo continuo (unica eccezione: a tempo
continuo non ha senso parlare di stimatori dead-beat).

esempio
x(t+ 1) = [8 ﬂx(t) + H u(t)
y(t) = [1 1]x(t)

costruire, se esiste, uno stimatore dead-beat dello stato del sistema
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= esistenza di 1*
hT
o= |p

= calcolo di I* = [ll ZQ}T

- [(1) ﬂ —rank(O) =2 — ¥ = (F,h)osservabile = l*esiste

A=l —-1-1

Apint(A) = det(A\I = F —1h") = det
Iy A—1—1

}) =N 4 N=1—=1; =)+ (L — 1)

6.1 Rivelabilita dei sistemi lineari

rivelabilita

= un sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato ad anello chiuso il cui errore di stima
tende asintoticamente a zero

sistemi a tempo discreto

Y x(t+1) =Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo discreto 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. X e rivelabile.
Il sistema duale X, e stabilizzabile.

Esiste L € R™"*P tale che F + LH ha autovalori con modulo strettamente minore di 1.

= W N

Il sottosistema non osservabile di > ha autovalori con modulo strettamente minore di 1.

5. La matrice PBH di osservabilita {ZII; F} ha rango n, Vz con |z| > 1.

sistemi a tempo continuo

Y x(t) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo continuo 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. X & rivelabile.

2. Il sistema duale ¥, € stabilizzabile.

3. Esiste L € R™*P tale che F 4+ LH ha autovalori con parte reale strettamente negativa.
4

. Il sottosistema non osservabile di X ha autovalori con parte reale strettamente negativa.

(6]

. La matrice PBH di osservabilita {ZII; F} ha rango n, Vz con R[z] > 0.
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6.2 Sintesi del regolatore

u(t)
v(t) -@® <> >~ y(t)
A X(t)
X(t) ) i
K |« Stimatore [«
.................... regolatore

stimatore dello stato + controllo in retroazione dallo stato

equazioni dinamiche del regolatore

sistema X : x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t)
legge di controllo: u(t) = Kx(t) + v(t)

1) = Fx(t) + Gu(t) — L(y(t) — Hx(t))

CHIREANE. 0 AN

+

stimatore dello stato:  x(¢

%(t+1)]  |-LH F+GK+LH||x(t)| ' |G
x(t)
y(t) = [H o] [X (t)]

regolatori stabilizzanti

= un regolatore si dice stabilizzante se il sistema regolato & asintoticamente stabile
= un regolatore si dice dead-beat se |'evoluzione dello stato del sistema regolato va a zero in un numero

finito di passi
sia T = 1o € R2"X2%: matrice di cambio di base — z(t) = T~} )f(t) _ [*x®
I -1 X(t) e(t)

allora

xt+1)] |[F+GK -GK ||x(t) G
i e |l R

F+GK -GK

= tovalori di
{au ovalori I[ 0 FJrLH

} } = {autovalori di F + GK U autovalori di F + LH}
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Proposizione (principio di separazione)

Gli autovalori della matrice di stato del sistema regolato sono dati dall'unione degli autovalori di F + GK e
di F + LH. Quindi la sintesi del controllo in retroazione (allocazione degli autovalori di F + GK) e dello
stimatore (allocazione degli autovalori di F + LH) possono essere effettuate in modo indipendente.

Teorema Dato un sistema Y il sistema ammette un regolatore stabilizzante se e solo se X & sia stabilizzabile
che rivelabile.

Teorema Dato un sistema 3 il sistema ammette un regolatore dead-beat se e solo se ¥ € sia controllabile che

ricostruibile.
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7 CONTROLLO OTTIMO

Dato il sistema X controllato tramite retroazione statica dallo stato

u(t)
p—— X ———y()  ut) =Kx() +v(t)
] x(t)

v(t)

Y
> (D

K

se ¥ = (F, G) & raggiungibile allora & possibile determinare K tramite allocazione degli autovalori

come scegliere gli autovalori del sistema retroazionato? esiste un altro modo per determinare la matrice di
retroazione?

controllo ottimo: metodo sistematico che consente di calcolare la matrice di retroazione in base alle specifiche
desiderate (nel dominio del tempo) per il sistema in catena chiusa selezionando I'ingresso di controllo in modo
da ottimizzare un opportuno funzionale costo

PROBELMA DI OTTIMO
per ¢ : X — R, determinare x* € X C R" tale che

¢(x) per ogni x € X ("minimizzazione")
¢(x) per ogni x € X ("massimizzazione")

» problema di ottimizzazione: <(-) = f(-) funzione
» calcolo delle variazioni: ¢(-) = F(-) funzionale (funzione di funzioni)

min¢(x)/ max (s(x)) ¢: X — R funzione/funzionale obiettivo/costo

xeX xeX insieme delle soluzioni ammissibili

esempio classico di problema di calcolo delle variazioni: determinazione delle geodesiche - curve a
“lunghezza” minima tra due punti — problema della curva brachistocrona - curva percorsa da una
particella con massa per andare da un punto ad un altro nel minor tempo possibile (J. Bernoulli 1696)

problema di controllo ottimo ~ problema classico di calcolo delle variazioni

principali ingredienti di un problema di controllo ottimo
3 (2+1):

1. modello del sistema da controllare

- sistemi a tempo continuo
- sistemi a tempo discreto

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare

- ottimizzazione su orizzonte finito
- ottimizzazione su orizzonte infinito
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3. vincoli sullo stato o sull'ingresso di controllo

» ingresso di controllo calcolato in modo da ottimizzare il funzionale costo considerando la dinamica del sistema

e i vincoli esistenti

esempio: tempo continuo

estrazione di energia da una rete elettrica : calcolare la tensione d'ingresso alla rete che consente di estrarre la

massima energia nell'intervallo di tempo [0, T']

ir(0) =14, R=1Q, L =2H

dip(t 1 1
wlt) _ —Zip(t) + ~u(t)
1. modello del sistema: dt 4 4
1. 3
i(t) = izL(t) + §U<t)

2. funzionale costo:

E- /OT w(t)i(t)dt

problema di controllo ottimo: max, ) E(t), t € [0,T]

E(t) :/OTv(t)i(t)dt:/OTv(t) (;iL(t)+2U(t)> dt:/OT ECIAC) E

esempio: tempo discreto

allocazione delle risorse : distribuire un ammontare limitato S di soldi tra un numero finito IV di progetti differenti

in modo da massimizzare il ricavato
hp: il ricavato ottenuto destinando la somma u(k) al progetto k & r(k) = Su(k)

1. modello del sistema: z(k + 1) = z(k) — u(k)
R(k) = Sl (k)

x(1) =S8 z(N+1)=0

2. funzionale costo:
3. vincoli sullo stato:

problema di controllo ottimo: max,;) R(k), k € [1, N]

controllo ottimo LQ: caso particolare di controllo ottimo in cui

= il modello da controllare € Lineare
= il funzionale costo da minimizzare/massimizzare ¢ Quadratico
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7.1 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo
1. modello di sistema da controllare:
sistema lineare a tempo continuo il cui stato & accessibile (misurabile o stimabile)
x(t) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R™ accessibile
x(to) = %o u(t) e R™
2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare:

— si possono distinguere due casi:

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo finito ¢ € [to,t¢] ~ t € [0,T],

su cui & definito il funzionale costo

Jr(t) = x(T)"Sx(T) + /0 ' (x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)> dt

con S, Q € R™™ matrici semi-definite positive e R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

up(t) = arg min, Jr(u(t))

» |l funzionale costo risulta dalla somma di tre componenti:

u(t)"Ru(t)  costo del controllo

T
controllo a energia minima: Jp(t) = / u(t) ' Ru(t)dt
0
x(t)'Qx(t)  scostamento dall’equilibrio
T
tracking ad errore minimo: Jp(t) = / x(t) " Qx(t)dt
0

x(T)"Sx(T) scostamento al tempo finale
controllo del punto finale: Jr(t) = x(t) " Sx(T)
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= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo infinito ¢ € [0, +00),

su cui & definito il funzionale costo

Joo(t) = /OOO (x(t)"Qx(t) + u(t) Ru(?)) dt

con Q € R™ ™ matrice semi-definita positiva e R € R™*™ matrice definita positiva.

= problema di controllo ottimo:

oo ()" = in Joo(u(t
oo (1) arg min (u(t))

» il funzionale costo risulta dalla somma di due componenti dal momento che T" — +oo

esempio: derivazione della soluzione tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

() = fr(t) + u(t)

f <0 asint. stabile

z(0) = xo f =0 sempl. stabile
u(t) = —kz(t) f >0 instabile
sistema in catena chiusa
i(t) = (f — k)x(t) —  a(t) = eI Ry

T
2. funzionale costo: Jr(t) = / qr?(t) + ru’(t)dt qg>0,7r>0
0

r— 0t cheap control

r — 400  expensive control

T T
Jr(t) = /0 g2 4 pp2e2F=Rtp2qp — 2 (q + 7“/<:2> (/ eQ(f_k)tdt> con

0
T
/T 2-Rtg = 1 ag-me {JFOIO . f=k>0
- 2(f—k)T

0 2(f ]’v') 0 € )(e( ) _1> k<0

400 k<f

T gtk 2 (L2(f—k)T
—-1) k
2(f—k)x0<e ) k>
fissati xg,r,q,T, calcolare k7. tale che u%(t) = —kJx(t) = arg min Jp(u(t))

€ necessario risolvere

d ((q+7E 5/ oiopyr _
dk (2(f—k)$0<6 1)) =0
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si osserva che, per T' — 400, si ottiene

400 k< f
Joo(t) =
< atrk” k> f
——Z
2(f k)"
allora, fissati xo, 7, q, per calcolare k% tale che v’ (t) = —kX x(t) = arg min J (u(t)) & necessario risolvere

d [ q+rk?
dk

2(]"—/6)%):0 & 2rk(k—f)_(q+rk2):0 o k2—2fk—g:0

4

W= f \/]”27: - \/m< f non accettabile
- r f+ m accettabile

ki (r)=f++/f*+ g : funzione monotona decrescente in r indipendente da xg

7.2 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo a orizzonte finito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = xg te[0,7]

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito
T
Tr(t) = x(T)TSx(T) + / (x(t)TQx(1) + u(t) "Ru(n)) dt
0
S, Q € R™ ™ matrici semi-definite positive R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

ur(t) = arg min, Jr(u(t))
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7.2.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo continuo, la legge di controllo ottimo su orizzonte finito & data da
up(t) = —K73(t)x(t) con K4 (t) = R71G My (1)
dove My (t) = Mrp(t)T € R™ ™ & I'unica soluzione sdp dell’Equazione Differenziale di Riccati:

—M(t) = F 'M(t) + M(t)F — M(t)GR'GTM(t) + Q

(EDR) { V(@)

In corrispondenza all'ingresso di controllo u%.(¢), il funzionale costo assume il valore (minimo
T

% =X MT(O)

Dimostrazione. Si consideri la matrice M(t) = M(t)" € R™™" differenziabile in ¢t € [0,T] (qualsiasi) e la
funzione

H(t) = /0 T;t (x()T™M(t)x(1)) dt

Applicando la regola fondamentale del calcolo integrale si ottiene

T
H(t) :/0 % (x(&) " M()x (1)) dt = x(t)TM(t)x(t)’Z
= x(T)"M(T)x(T) — x(0) "M (0)x(0)
Applicando le regole del calcolo differenziale e sfruttando le equazioni della dinamica del sistema si ottiene
T
H(t) = /0 % (x(t)TM(t)x(t)> dt
= x(t) + x(t) M(1)x(t) + x(t) M(£)%(t) ) dt
:/ (Fx £)+Gu(t)) M(8)x(t) + x(t) TM()x(¢t) + x(t) TM(t) (Fx(t)+Gu(t))) dt

_ / e 0 GTM(1) }M "

M(f)G FTM(t) + M()F + M(1) | | x(t)
Nota I'equivalenza

T T u

x(T) TM(T)x(T) — x(0) " M(0)x(0) = /0 [a)™ x(0)7] M(Ot) R (t)f$(§;+M ‘ )} [ 8} dt

si consideri la funzione
T T u

H'(t) = x(0) "M(0)x(0) — x(T) "M(T)x(T) + ; [u(t)T x(zﬂ Mg) c FTM(t)(jl\f(gLM@} Lgi] dt =0
Si riscrive il funzionale costo Jr(t) = x(T) " Sx(T +/ ﬁ){ g} {;8] dt come segue
Jr(t) = Jr(t) + H'(t)

B T R GTM(t) u(t)

= x(T)T(S = M(T))x(T) + x(0) "M (0)x(0) + /O [a®)™ 7], 6G Q.+ FTM() + M(F 4 M1 (t)} [X (t)} dt
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Si consideri ora la matrice M(t) = My (t) = My (t)T € R™ " differenziabile in ¢ € [0, 7] soluzione della EDR,

segue che

T T u
Jr(t) :X(O)TMT(O)X(O)+/O [u(t)T X(t)T} R G 'Mry(t) H: Eti t

M7(t)G Mrp(t)GR™IGTMy(t

d
T R u(t)
:X(O)TMT(O)X(O)+/O u(®)" x(0)7] [MT(t)GJR 'RoGTMr { (t) }dt

Si consideri I'ingresso ausiliario v(t) = Ru(t) + G T Mrp(t)x(t) allora

Tr(t) = x(0) My (0) +/ (TR \v(t)dt

Poiché R & una matrice definita positiva, allora
Jp = tn[lon%} Jr(t) & v(t)=Ru(t) + G Mp(t)x(t) =0
€

da cui si conclude che

wi (1) = - (R*GTMT@)) x(t) = ~ K5 (t)x(1)

e di conseguenza J = x(0) M7 (0)x(0) = xJ M7 (0)xo

EDR = Equazioni Differenziali di Riccati
dai matematici Jacopo Riccati e suo figlio Vincenzo

eq. differenziale ordinaria quadratica nella funzione incognita

y'(2) = qo(z) + q1(2)y(z) + q2(2)y*(x),  qo(x) #0,qa(x) #0
[caso particolare delle eq. di Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)]

1830ca l'eq. HJB ha le sue origini nel lavoro di Hamilton, con successivi miglioramenti di Jacobi, nel

contesto del calcolo delle variazioni — HJB condizione necessaria per |I'ottimalita
1835 Carathéodory definisce I'approccio noto come la “strada reale” del calcolo delle variazioni — HJB

condizione necessaria e sufficiente per |'ottimalita

1950ca Bellman - “Invece di determinare la sequenza ottimale delle decisioni dallo stato fisso del sistema,
desideriamo determinare la decisione ottima da prendere in qualsiasi stato del sistema.”
— programmazione dinamica

1960ca Kalman & il primo a usare il termine “eq. HJB" — stretta connessione tra il lavoro di Bellman
(programmazione dinamica) e quello di Hamilton-Jacobi nel calcolo delle variazioni

esempio: derivazione della soluzione tramite applicazione del teorema principale - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

&(t) = fa(t) + gult) f <0 asint. stabile
z(0) = xg g#0, f =0 sempl. stabile
ult) = —k(t)z(t) f >0 instabile

T
2. funzionale costo: Jr(t) = sx*(T) +/ qr?(t) + ru?(t)dt $,q>0,7>0
0
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applicazione del teorema principale:

2
. g 2
—1m(t) = 2fm(t) — —m3(t
wp(t) = —kp(t)z(t) con kp(t) = ng(t) dove myp(t) € R soddisfa (t) = 2fm(t) r (B)+4
" m(T) =s
¢ possibile calcolare la soluzione della EDR in forma chiusa tramite separazione delle variabili:
dmi(t 2 1
_dm{) =2fm(t) — g—mZ(t) +q & = dm(t) = dt
dt r Cm2(t) - 2fm(t) - q
s 1 T
/ i dm(t) = / dt
m(t) &m2(t) — 2fm(t) — q t
si distinguono diversi casi:
mcasol: f=gq=0
> f=0 = @(t) = gu(t) : modello singolo integratore
> g =0 = penalizzazione dello stato solo all'istante finale
s 1 T 1 1 2
/ i dm(t):/ it & —-+—— =91y
m(t) Lm?2(t) t s m(t) T
() 1 6(0) = Lm(t) = —=
mr{t) = —3 7(t) = =mp(t) = —
(T — 1
r S
guadagno LQR, caso f =0,¢=0
= caso 2: altrimenti
s 1 T
/ 5 dm(t) = / dt dove
m(t) &=m2(t) — 2fm(t) —q t
1 B 1
%mQ(t) —2fm(t) —q % (mQ(t) - Q%m(t) — g—;")
B 1
o (m(t) —m+) (m(t) —m~)
B 1 < 1 1 ) con
B % (m* —m~) \m(t) —m*  m(t) —m~
mt=L 4+ /Er >0 mm=4-\/[Lr+ <o



s 1
/m(t)  (m+ —

’(m*lm) /nj(w (m(t) = m(t) - m) dmft)

—_—
>0
1 S
= — | (In (m(t) =m™) —In (m(t) = m~
5(( (m(@) = m*) ~In (m(t) —m™)) m(ﬂ)
A AN G B 7
- 5<1n<8m>_ln<m(t)m>> —/t dt
da cui
S ! T e w () g (MOt g
/mu) 9fm2(t)2fm()qdm(t)_/t el <s—m—> ! <m(t)—m—> pIT =)
s—m" m(t) —m~
o (s —m- mEg —m*) =BT =)
N
* Sy o
v, om-—m? X g( 4+ m —mt
mr(t) =m T 0P T=D kT(t):—mT(t)z; m +1—ae/3(T—t)
a. f=0,¢g>0

5guadagn0 LQR, caso f=0,g=1

r=1

4 | —r =10
r =100

—— = 1000

time ¢ [s]

5guadagno LQR, caso f=1,¢=0

r=1

4 | —r =10
r =100

———— = 1000

: N

0 5
time ¢ [s]

10

_guadagno LQR, caso f =0, ¢ =10
5

r=1
4| e - = 10
] =100
33 — - = 1000
)
1 —
0
0 5 10

time ¢ [s]

5guadagno LQR, caso f=—-1,¢g=0

r=1

s 7 = 1()
r =100
s 7 = 1000

0 =
0 5 10
time ¢ [s]
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c. f#£0,¢>0

guadagno LQR, caso f =1, g =1 guadagno LQR, caso f =1, ¢ =10

5 o

o T~
10 0 5 10

time ¢ [s] time ¢ [s]

k(t)

guadagno LQR, caso f =2,¢=1 guadagno LQR, caso f = —-0.1, ¢ =1
5 5

k(t)
k(t)

0 5 10 0 5
time ¢ [s] time ¢ [s]

In conclusione

up(t) = —kp(a(t)  con  kp(t) = Lme(t)

1
B Ey—— se f=q=0
mp(t) = { SO0+
mt 4+ % altrimenti
2,.2 2,.2
v Jr fore g __fr fr g
m' ==+ +—, m ==- + =
9 gt g 9? gt g
- 2
_s—m B
a—s_er, B—T<m m)

Si noti che

quindi

<

Di conseguenza (dinamica del sistema controllato)
1 1
(1) = falt) + g (0) = folt) + g (~Lmr(e)ot)) = fo0) + 9 (= (145 = by—zmg ) 2(0)

= (=5 + Py ) =)

da cui




6 1 _ 6 1 + aeﬁ(T_t) — ae/g(T_t) . /8 eIB(T_t) . B eﬁ(T_t)
Ty e = Ty T g Ty AR g = g T
percio

(t) t B(T—t)
/ dx(t) _ / (é + aﬁe—)> dt < Inz(t) —Ilnzy = ét +1In (1 - aeﬁ(T_t)> —1In <1 - aeﬁT)
T 0 2

1 — ael(T-t
z(t) 1—aefT \ B
< In < zo 1—aefT-t) | §t

ev. stato, caso f=0,g=1 ev. stato, caso f =0, ¢=10
ev. stato, caso f =0,¢g=10 r=1
0.8 0.8 s 1 = 1)
r =100
06 06 —= 1000
¥ 04 f—r=1 ® 04
—r = 10
0.2 { r =100 0.2
—r = 1000 \
0 = 0 ——
0 5 10 0 5 10
time ¢ [s] time ¢ [s]
ev. stato, caso f=1,¢g=1 ev. stato, caso f =1, ¢ = 10
=05 =05
8 8
0 0
0 5 10 0 5 10
time ¢ [s] time ¢ [s]
ev. stato, caso f =2, ¢ =1 ev. stato, caso f = —0.1, ¢ =1
=05 =05
8 8
0
0
0 BE 10 5 s T
time ¢ [s] time ¢t [s]

7.2.2 soluzione della EDR tramite matrice Hamiltoniana

La determinazione della legge di controllo ottimo dipende dal calcolo della matrice M (t), ovvero dalla risoluzione
della EDR:

= per parametri (F, G) tempo-varianti, la risoluzione della EDR & numerica

— from backward to forward integration: T =T —t, S(7)=Myp(T —171)
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* backward integration

—Mz(t) = F My (t) + My (H)F — M7 (t)GR™IG M7 () + Q
Mr(T) =S

* forward integration

{stm = F(r)S(7) + S(r)F(r) - S(-)G(r)R'G(r) TS(7) + Q

— integrazione numerica
» per parametri (F, G) tempo-invarianti, la risoluzione della EDR & algebrica

— matrice Hamiltoniana
matrice Hamiltoniana: si definisce matrice Hamiltoniana associata al problema di controllo ottimo la matrice

. 1T
%:{F GR'G

c RQW,XQTZ
-Q _FT }

Si osserva che

» (definizione) la matrice Hamiltoniana dipende dalle matrici che definiscono la dinamica del sistema e dalle
matrici peso presenti nel funzionale costo
» (proprieta spettrali) la matrice Hamiltoniana & tale che
0, I
- T '"HT=-H" con T = [I” 0 ”} = seAc A(H) allora =\ € A(H)
n n
— (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile = se A€ A(#H) allora A e R

_ 1T
Proposizione Dato il sistema (risolubile) retto dalla matrice hamiltoniana H = Li! GEKFTG } € R2nx2n

Zt)| ., Z:t) z,(T)]  [1, -
[Z;@)} _H{Z;@)}’ {Zlm] - [s] Pl 7alt) €18

I'unica soluzione sdp Mr(t) = My (t)" € R™*" della EDR si pud calcolare come
MT(t) = Zg(t)zl(t)_l
- (W21 + W22€D+(t7T)P€D+(t7T)) (Wll + W126D+(th)PeDﬂt*T))71

Wy W 1 b o] D =diag{A<0,A € A(H)})
con W = {Wm WQJ tc. W HW = [0 DJ, D¥ — _D-

P=- (W22 = SW12)_1 (W21 = SW11) € Rxn

Dimostrazione. Per prima cosa, si vuole dimostrare che M (t) = Zo(t)Z1(t)~! soddisfa I'EDR

~M(#) = F'M(t) + M(t)F - M()GR™'G M(t) + Q
{ M(T) =S

A tal fine si verifica che

1. My (T) = Zo(T)Zy(T)" ' = S
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2. Mr(t) = 4 <z2<t>z1<t>—1> = ($22(1)) Za ()" + Zo(t) (§20(1) ")
Zs

1)~ = Zo(1)Z () 1Zl( )Zy (1)
V() — FTZQ(t)) (1)L = Zo(t)Z1 (1)} (FZa(t) - GRTIG T Zo(t)) Za () !

= —Q-FT (Zs()Z1(t) ) — (Zo()Za(t) ) F + Zo()Za(t) "L (GRIGT) Zo(t)Za (1)~
=-Q—-F'My(t) - Mr(t)F + My (t)GR1G "M (t)
Ora, dati (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile, vale che se A € A(H) allora A e R e —\ € A(H), percid

D~ o, D™ = diag({) < 0})

Wi Wy
3 W:{ } t.c. 0, DJ con Dt — D~

WIHW =
Wi W [

si consideri allora il seguente cambio di variabili
Z1(t) Z1(t) z:t)] D~ 0,][zit) Z1(T) (1,
=W|_ tale che |- = - , - =W
[zgm] [z2<t> Zo(t)] [0, DY) |Zo()] |Za() s
— il nuovo sistema & caratterizzato da

Zi(t) =P D7z (T)

= evoluzione dello stato: _ _
Zo(t) = P "Dz, (T)

Wll?l(T) + W12?2(T) =1,
= stato all'istante finale:  W21Z1(T) + WaZo(T) = S
= ZQ(T) = — (WQQ — SW12)71 (W21 — SWH) Zl(T)

allora, introducendo P = — (Wy, — Sng)_1 (Wq1 — SWqp) € R™ " si verifica che
Z1(t) = Wi1eP? CNZ(T) + WioeP CTIPZy(T)
— WlleDf(t—T)Zl(T) + W12€D+ (t—T)Pe—Df(t—T)eDf(t—T)Zl (T)
_ (Wn _|_W126D+(t—T)P€—D*(t—T)) eD*(t—T)Zl(T)
_ (Wu + W126D+(t—T)PeD+(t—T)) eD*(t—T)Zl(T)
Zo(t) = (War + WapeP (-TIpD (21)) (D7 (2107, (1)

e di conseguenza

MT(t) = Zg(t)zl(t)_l

-1
_ (ng +W22€D+(t7T)PeD+(t7T)) (Wn +W126D+(t7T)PeD+(t7T))

Poicheé
Wi Wiy
Wi Way

_ D™ 0, D™ =diag({\ < 0})

W= [ 0, D+] “" pt=_D-

allora

11

} corrispondono agli autovettori associati agli autovalori in D™
21

w
= le col di
e colonne di [W

W

} corrispondono agli autovettori associati agli autovalori in D
22

= |e colonne di [
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esempio: applicazione della proposizione - caso scalare (integratore semplice)

1. modello del sistema:  @(t) = u(t) f=0,g=1
z(0) =0
T
2. funzionale costo: Jr(t) = / 22(t)+u*(t)dt s=0,q=r=1
0

soluzione analitica (applicazione del teorema principale):

g m~ —m"
uh(t) = —kh(t)x(t) con k5(t) = ;mT(t), mr(t) =mt +

1 — aeB(T-1)

[ £2,.2 2.2
dove m+:Z+ fgz +%:0+V0+1:1; mizﬁ_ fT “!‘H:O—\/O‘i‘ :_17

9 9t g
_s—m~ _ 0+1 _92 i 1 B
a=—— =t =-1 =" (mtom) = (1 (-1) =2
-2 14+e2T-t) 2 14211
= mr(t) —1+1+€2(T_t) T T 11 e 11 e2d—0

soluzione non analitica (applicazione della proposizione):

%:{0 1 . AGO={MdaQb—?0=O}={Mdd<ﬁ ﬂ):o}
~1 0 ={A N —1=0} ={-1,+1} = {d",d"}

-1 —
= autovettore associato a —1: Hx=-x <+ 0 - 1 = X
-1 0 €T —XI2

Il
| —— |
— =
—_

Il
1
g g
N =

: 0 -1 -1
= autovettore associato a +1:  Hx =+x <> { ] {xl} = P—xl] o x= { } - [
-1 0 ||x2 +x2

-1
mT(t) = 22(75)21 (t)_l = <w21 + w22€d+(t_T)p€d+(t_T)) (wn + w12€d+(t_T)p€d+(t_T))

con p = — (w22 — Swlg)_l (w21 — Swn) = —(1 — O)_l(l — 0) =-1

-1
= mp(t) = (1 + 1el(t*T)(—1)el(t*T)> (1 - 1el(t*T)(—1)el(t*T))

1 20-T) | _ o=2T—t) AT—t)  _q 4 2AT—1)

T 14 20-T) T 14201 201 ] 4 2Tt

7.3 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo a orizzonte infinito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo continuo

b
—~
~
N—
I

Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = xo t € [0,+00)
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2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito

T (t) = /0 (x0T Qx(®) + u(t) Ru(t)) di

Q € R™ "™ matrice semi-definita positiva R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

Wi () = arg_min_J(u(®)

corrispondenza tra caso infinito e caso finito con 7' — oo

wL() = Jim wi()=-RGT (Tgrfm MT<t>)

esistono delle condizioni necessarie e sufficienti per esistenza & unicita del limite
in particolare

Pr.1. Se (F, G) stabilizzabile, allora

a. Myp(t), soluzione della EDR con My (T) = 0, converge ad un valore limite costante e finito
My, quando T — +o0.
b. M risulta essere una soluzione sdp dell’Equazione Algebrica di Riccati:

(EAR) FTM+MF -MGR!G'™M+Q=0

Pr.2. Sia H € RPX" una matrice tale che Q = H'H. Se (F,G) & stabilizzabile e (F, H) & rivelabile,
allora

a. per ogni scelta della condizione finale My (7T') sdp, la soluzione My(t) della EDR converge
all'unico valore costante finito M, quando T — oo,
b. M ¢ I'unica soluzione sdp della EAR; inoltre, se (F,H) & osservabile allora M, & dp,

7.3.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo continuo con (F, G) stabilizzabile e (F,H) rivelabile con Q = HH, la legge
di controllo ottimo su orizzonte infinito € data da

ul (1) = — K5 x(¢) con K. =R 'G'M,
dove M, = M; € R™ ™ & |'unica soluzione sdp dell'Equazione Algebrica di Riccati:
(EAR) FTM+MF-MGR!'G'™M+Q=0

In corrispondenza all'ingresso di controllo u’ (), il funzionale costo assume il valore (minimo)

Jo = XOTMOOXO

Dimostrazione. Si consideri la matrice M = M € R"™" (qualsiasi) e la funzione

H(t) = /0 Tjt (x(t) " Mx(1)) dt
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Applicando la regola fondamentale del calcolo integrale si ottiene

HE = [ (e ™™Mx(t)) dt = x(t) Mx(t)|"
)= [ 5 (< ™Mx(®) dt = x() Mx(0)]
= x(T)"Mx(T) — x(0) " Mx(0)
Applicando le regole del calcolo differenziale e sfruttando le equazioni della dinamica del sistema si ottiene
T dq
_ a T
H(t) = /0 " (x( )" Mx(1) ) di

(1) " Mix(t) + x(t) TMx(t) ) dt

/ (Fx )+ Gu(t TMx(t)+x(t)TM(Fx(t)+Gu(t)))dt
[ [

0 G'™™M u(t) @t
MG F'M + MF

Nota I'equivalenza

T T u
(T) TMx(T) — x(0) TMx(0) = /0 [u®)™ ()] [NfG FT; +MMF} [ng]dt
si consideri la funzione
T T u
H' () = x(0) TMx(0) — x(T) TMx(T) + /0 ()™ x(0)'] [M(i)G FSMI\—/:(IOIF] [ng]dt:o

T R 0] |u(?) ,
Si riscrive il funzionale costo Jr(t) = / [u(t)T x(t)T} dt (funzionale costo a orizzonte finito
0 0 QJ[x(t)

con S = 0) come segue
Jr(t) = Jr(t) + H'(t)

T T u
= x(0) "Mx(0) — x(T) " Mx(T) +/0 [u(t)T X(t)T] [1\?(; Q-+ ]5‘%1\/[1\{L MF} [ng}dt

Si consideri ora la matrice M = M, = M; € R™" soluzione della EAR, segue che

T T u
Tr(t) = x(0)TMaux(0) — x(T) T Max(T) + /O w®)™ x()] [Mz ¢ as FEMI::IOj MOOF} Lgﬂ dt
T T u
= x(0) "TM,x(0) — x(T) "Moox(T) +/O [u(t)—r X(t)T] [Mi(} —Moo(é‘rfiv_[ioGMoJ [ng} dt

Si consideri I'ingresso ausiliario v(t) = Ru(t) + G T Mx(t) allora

Tr(t) = x(0) Moo (0) — M. x(T) + / HTR v(t

e posto
u(t) = u'(t) = - (R7'G M) x(t)

si verifica che
Jr(u*(t)) = x(0) T Maox(0) — x(T) "Moox(T)
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E noto che

= nel caso a orizzonte finito J; = minye(o 1) Jr(t) = Jr(uf) = x(0) "M(0)x(0)
per cui x(0) TMr(0)x(0) = Jr(uk(t)) < Jr(u*(t))

= M, & una matrice semi-definita positiva
per cui Jr(u*(t)) < x(0) " Myox(0)

Per il teorema del confronto e le Pr.1-2, si ha che

Jim (x(0)'Mr(0)x(0)) < lim (Jp(u'(1) < lim (x(0) Max(0)) =
x(0) TMoox(0) < Joo (u*()) < x(0) T Mox(0) =

Joo(W* (1)) = x(0) TMoox(0) = nin Joolt) = JX

Si conclude dimostrando che u*(t) = u3,(t) = argminye( 4o0) Joo(?)-

Ab absurdo Fu'(t) # uX (t) taleche Jy (W'(t)) < Joo (Ul (1)), t € [0,+00)
allora, poiche . (t) = — (R7IGTMu ) x(t) = _lim ~R™'G Mr(t)x(t) (Pr. 1-2),

> T—~+o00

. / . p-1laT
Jim Jp (u(2)) <T5TOOJT< R™'G My (t)x(t))

per il teorema della permanenza del segno, segue che
I tale che Jp /(1) < Jr (-RT'GTMr(t)x(t)) = 2 Mr(0)zg ¥t > T’

owvero Jr (u'(t)) < xg Mr(0)zo: questo assurdamente implica che Jz (u'(t)) < J&.

1. sia Q matrice semi-definita positiva,
allora esiste T € R™*™ invertibile tale che Q = TDT !, D = diag(\ € A(Q))
= Q= Q%Q% dove Q% = TD>T"! simmetrica & semi-definita positiva

2. se (F, Q) non rivelabile,
allora esiste A € A(F), 58(A\) <0 taleche Fv=Av& Qv=0conv#0

3. sia Q=H'"H con H € RP*",
allora (F, Q) rivelabile < (F,H) rivelabile

Qv=0 & Q:Qiv=0 ¢ v'Q:Qiv=0 & |Q:v|2=0 & Qzv=0
& H'Hv=0 & vvH'Hv=0 < |Hv|?=0 < Hv=0

esempio: derivazione della soluzione tramite applicazione del teorema principale - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

#(t) = fa(t) + gu(t) f <0 asint. stabile
x(0) = g g#0, f =0 sempl. stabile
2. funzionale costo: Joo(t) = / qr?(t) + ru?(t)dt q>0,7r>0
0
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applicazione del teorema principale:

2
us(t) = —ki x(t) con ki = gmOo dove mu € R soddisfa 2 fm — L2 + g=0
r r

o0}

e possibile calcolare la soluzione della EAR in forma chiusa:

m' ==+ + =
2 2 4 2
g—m2—2fm—q:0 & g J J
r _ f2r2  pq
TN T
si distinguono diversi casi:
= caso 1: f<0,¢g>0 (sistema asintoticamente stabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) rivelabile
2,.2
= unica soluzione |ms =mt = f—g + f—: + % >0
g g g
(si verifica che moo = limyp 400 mp (1))
= caso 2: f>0,q>0 (sistema instabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) rivelabile
[r2,.2
= unica soluzione |me =m"T = Lg + / : + % >0
g g g
g fo9 [f* q
koo = "Moo = =+ =04 =5 + =
T g glVe®

(si verifica che moo = limyp_ 400 mp (1))

» caso 3: f>0,q=0 (sistema instabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) non rivelabile
= piu soluzioni mq

Di conseguenza nei casi 1 e 2 (dinamica del sistema controllato)

i(t) = fa(t) + gu,(t) = fa(t) — g (f By q) x(t) = (—\g\ f*; T 3) x(t) = ax(t)

g gV g

z(t) = e%xg
Si osserva che

= 71— 0, g/r>1: cheap control
caso limite ¢/r — +00

. . 2
autovalore del sistema retroazionato A = —|g| ';7 +24 - -0
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= 7 — 400, ¢/r < 1: expensive control
caso limite ¢/r — 0

autovalore del sistema retroazionato A = —|g| ’gt—i + 1= —|f]

(f=1,9g=1, ¢=10, z(0) =1)

ev. stato in catena chiusa ingresso di controllo

=05
8
0
0 2 4 6 6
time ¢ [s]
(f=1, g=1,¢q=10, r =1000, ¢ =1)
feedback gain 0 control input ) CL response
fin. hor. LQR
2 205 0.8 inf. hor. LQR
1.5 1
1 -1.5
0.5 k(?) -2 fin. hor. LQR
koo inf. hor. LQR
0 -2.5
0 5 10 0 5 10 10
time ¢ [s] time ¢ [s]

7.3.2 proprieta stabilizzanti della legge di controllo

Proposizione Sia H € RP*™ una matrice tale che Q = H' H. Se (F, G) & stabilizzabile e (F, H) & rivelabile,
allora la legge di controllo u’ () = —K% x(t) con KX, = R~'G "M, minimizza il funzionale costo J(u(t))
del problema di controllo ottimo su orizzonte infinito, rendendo il sistema in catena chiusa asintoticamente

stabile, cioe u} (t) € stabilizzante.

Dimostrazione. Ad absurdo, sia A = F — GK7_, 3A € A(A), R(\) >0 taleche Av=Avconv#0

Dato A =F — GK* con K*, = R!G"M,, allora F = A + GR™'G"M,,. Percio

F' My +MyF-M,GR'G'™M,,+Q=0 (EAR)

(A+GR!G"™M,) My + Moo (A +GRIG'™M,) - M GR'G'M,, +Q=0
ATM, + M GR'G"My + M A + M GR!G M, — M GR'G'M +Q=0
ATM,, + My A + M GR'G™M,+Q=0
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Si moltiplichi a destra per v e a sinistra per v*, ovvero per il complesso coniugato di v tale che v¥AT = \*v*,
dove \* & il complesso coniugato di A e AT coincide con il complesso coniugato di essendo A una matrice reale.
Si ottiene

VA My v + VMo AV + VM GR!G TM v 4+ vQv =0
NV MoV 4+ VMo AV + VM oGRTIG ™M v+ viQv =0
2R(A\)V MooV + VM, GRTIG Mo v +v'Qv =0

2RV Myv=—v* M, GRIG M, v —v*Qv

N——
>0 >0 >0

Poiche il termine a sx dell'uguale puo essere positivo o nullo e il termine a dx dell'uguale puo essere negativo o

nullo, I'uguaglianza & verificata solo se

VM, .GR1G™M_ v=0 - (VMo G)R™H G My v) =0 - G'M, v=0
vQv=0 (VHT)(Hv) =0 Hv=0

Pertanto, si ha che

W=Av=(F-GK:)v=(F-GR'G'M, )v=Fv = \cA(F)

di conseguenza, in base al test PBH eseguito in corrispondenza a A, si ha che

F -l
H

]v =0 <> la matrice non ha rango rieno in corrispondenza a A € A(F), R(\) >0

ma questa conclusione & assurda in quanto (F, H) & rivelabile per ipotesi.

7.3.3 soluzione della EAR tramite matrice Hamiltoniana

Come nel caso a orizzonte finito, si definisce matrice Hamiltoniana associata al problema di controllo ottimo la

matrice ) .
F -GR'G 2
— R nx2n
H q _pT €
e valgono le seguenti proprieta
-1 T On 7In—
» T7"HT =-H' con T = L o = se e A(H) allora =\ € A(H)

» (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile = se A€ A(H) allora A € R

D™ = diag({) < 0})
D" =-D~

Wi Wy
Wi Way

- 1 _|D™ 0,
=3 W—{ } tc. W HW_[On DJ con

Lemma Siano M, soluzione della EAR, K% = R7!'GTM,, il corrispondente guadagno (ottimo) di
retroazione e A = (F — GKY_) la matrice di transizione dello stato del corrispondente sistema retroazionato.
Gli autovalori della matrice Hamiltoniana # sono I'unione degli autovalori di A e di —A, ovvero

A(H) = A(A) UA(-A)
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) . . o . . . . I 0| .
Dimostrazione. Si consideri la matrice di trasformazione di base T = {M I] dipendente da M ..

Si ha che
T-1HT — 1 o|[F -GR'GT|[ 1 o] F ~GR'GT I 0
- |-M, I]|-Q —FT Mo I| |-MF-Q M GR 'GT-F'||M, I
N F - GR 'G'M, ~GR!'GT
- |-MF-Q+MGR'G'M -F'M,, M ,GR™'G" —F"
_[F-GK), -GR'G" | [A -GR'GT
N 0 —(F-GKx)"| o —AT

Di coseguenza, si osserva che
= A(H) = A(TI'HT)
] A(T_l’HT) =AA)UA(-A)

per tanto, si conclude che A(H) = A(A) UA(—A).
([

Corollario Sia H € RPX™ una matrice tale che Q = H'H. Siano (F,G) stabilizzabile e (F, H) rivelabile.
Siano M, soluzione della EAR, K% = R!G "M, il corrispondente guadagno (ottimo) di retroazione e
A = (F — GKY},) la matrice di transizione dello stato del corrispondente sistema retroazionato. Gli autovalori
della matrice A corrispondono agli autovalori stabili della matrice Hamiltoniana H

Proposizione Siano (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile con Q = H™H.
. X1
Sia X =
ia X,
associati agli n autovalori stabili di .
Allora X; € R™*™ & invertibile e I'unica M, sdp soluzione della EAR & esprimibile come

€ R?" " yna matrice le cui colonne costituiscono un insieme di autovettori generalizzati

M, = XoX !

v & un autovettore generalizzato di A associato all'autovalore A\ se (A — A\I)"*v = 0 per qualche m € N
Il fatto che X sia una matrice le cui colonne costituiscono un insieme di autovettori generalizzati associati
agli n autovalori stabili di H implica che si possono determinare due matrici Y1, Yy € R ™ in modo che

T = {;; ij € una matrice di cambio di base che porta H in forma di Jordan H ; = F(L)J ’1‘3}] dove

il blocco H; (H7}) & formato da blocchi di Jordan relativi agli autovalori stabili (instabili) di .

Dimostrazione. Sia T € R™ "™ la matrice di cambio base che porta A = (F — GKY ) in forma di Jordan.
SiaA; =T '(F-GKy)T = TH(F - GR™!G'M_,)T la matrice di transizione dello stato del sistema
retroazionato (asintoticamente stabile) in forma di Jordan.
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T

Allora, definita Z = [MOOT

} € R2"*" i ha che

ot e[ )

Enp 1T _ -1T
_[F-GR GMOO}T:[MF GR'G'M,, }T

—-Q-F M, oF — M, GR!G "M

_ F — GK%, r—| F-GKL |
Mo F - M, GK% | " |My(F—-GK:)
" r_exyr=| T |Ta
~ Mo /T T M|

[T
= A;=7ZA

_MOOT} J J

Poiche risulta HZ = ZA; con A(A ;) C A(H) allora le colonne di Z costituiscono la base di un sottospazio
#H-invariante e n-dimensionale di R?". Anche gli autovettori associati agli n autovalori stabili di H costituiscono
la base di un sottospazio H-invariante e n-dimensionale di R?”. Da cui si conclude che esiste una matrice
di trasformazione di base TV € R™ ™ tale che X = ZT’ € R?™ " risulta essere la matrice le cui colonne
corrispondono agli autovettori generalizzati associati agli n autovalori stabili di . In particolare, si ha che

X, = TT'
X=7ZT < {Xl}:{ T }T’ N !
X,| = |MLT X, = M. TT'

Ora, poiché T e T’ sono invertibili per definizione, anche X & invertibile e risulta

XoX7! = M TT/(TT) ! = My,

esempio: applicazione della proposizione - caso scalare (integratore semplice)

1. modello del sistema:  @(t) = u(t) f=0,g=1
z(0) =0
2. funzionale costo: Joo(t) = / 22t +uPt)dt g=r=1
0

soluzione analitica (applicazione del teorema principale):
dato che (f, g) rivelabile (g # 0) e (f, q) stabilizzabile (¢ # 0)
allora u’ (t) = —k3 x(t) con ki, = Zm, dove

+_f7“ f2r? TQ_l
=2 Tt eT
g 9t g

Moo =M

soluzione non analitica (applicazione della proposizione):

%:{01 ‘01] S A = (1,41} = {d",d*}
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7.4 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto

1. modello di sistema da controllare:
sistema lineare a tempo discreto il cui stato & accessibile (misurabile o stimabile)

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R™ accessibile
X(to) = X u(t) e R™

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare:
— si possono distinguere due casi:

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo finito ¢ € [to, 1] ~ t € [0,77],
su cui & definito il funzionale costo

T-1

Jr(t) = x(T)TSx(T) + 3 (x(t)Qx(t) + u(t) Ru(?))

t=0
con S, Q € R™ "™ matrici semi-definite positive e R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

uy(t) = arg _min Jr(u(t))

Quando si considerano i sistemi a tempo discreto (¢t € N) rispetto a quelli a tempo continuo (¢ € R),
nel funzionale costo a orizzonte finito |'integrale & sostituito dalla sommatoria ma fino a 7' — 1.

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo infinito ¢ € [0, +00),

su cui & definito il funzionale costo
Joo(t) = 3 (x(1) T Qx(t) + u(t) ' Ru(t))
t=0

con Q € R™ "™ matrice semi-definita positiva e R € R™*™ matrice definita positiva.

= problema di controllo ottimo:

wso(t)' = arg_min_ oo (u(t)

88



esempio: derivazione della soluzione (a orizzonte infinito) tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare con retroazione statica

z(t+1) = x(t) + u(t) f=1
z(0) =29 #0
u(t) = —kx(t)
+oo
2. funzionale costo: Joo(t) = Z 22(t) + ru?(t)dt g=1>0,r>0
t=0

» come si risolve il problema di regolazione dello stato (determinare u(t) tale per cui lim;—, o x(t) = 0)7

si osseva che

z(1) = 2(0) —x(0) =0 soluzione a orizzonte finito minimo (controllo dead beat)

» 0<k<2
z(t+1)=(1—-kz(t) «~ X(z2)= Zﬁ(%ik) stabilita asintotica (polo in |(1 — k)| < 1)

= k qualsiasi

x(t) = (1 — k)tzo  evoluzione libera del sistema retroazionato —  u(t) = —k(1 — k)l

per cui vale che

Joo(t) = +ZOO (= k:)t:cg)Q +r (—k(1 - k)ta:o)z = 22(1 + rk?) +ZOO (- k)2)t
t=0 t=0
1 23 (1 + rk?)

=<k <) =x0+E) =73 = rapn

di conseguenza, nel caso 0 < k < 2, si ha che

00 222
85119 :—kQ(;i)k)z(rk?Jrk—l):o e ki k_1=0

P R S

e o ki, € (0,2)Vr >0 (k:go =1 nel caso limite r — O+>
7.5 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto a orizzonte finito
1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo discreto
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = x¢ tel0,T],teN
2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito
T-1
Jr(t) = x(T)TSx(T) + Y (x(1) Qx(t) + u(t) Ru(t)) dt
=0

S, Q € R™™ matrici semi-definite positive =~ R € R"™*™ matrice definita positiva
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= problema di controllo ottimo:

() = in _Jp(u(t
ur () arg min r(u(t))

7.5.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo discreto, la legge di controllo ottimo su orizzonte finito & data da
=il
wi(t) = ~Kp(x(t)  con  Ki(t) = (R+G'Mr(t+1)G) G My(t+1)F

dove la sequenza My (0)... Mp(T) di matrici simmetriche e sdp & soluzione dell’'Equazione di Riccati alle
Differenze:

M(t) = FTM(t + 1)F — FTM(t + 1)G (R + GTM(t + 1)(})_1 G™M(t+1)F +Q

(ERD) {
M(T) =S

In corrispondenza all'ingresso di controllo uZ.(¢), il funzionale costo assume il valore (minimo)

7*“ =X MT(O)

Dimostrazione. (cenni) Si consideri la sequenza Mz (0) ... My (T') di matrici simmetriche e sdp soluzione della
ERD, allora, sfruttando l'identita

T—
0 = x(0) " Myx(0) + x(T) "M (T)x(T) + 3 (x(t + 1) M (t + 1)x(t + 1) — x(t) ' Mr(t)x(t))
t=0

—

e le equazioni della dinamica del sistema, € possibile riscrivere il funzionale costo come segue

T-1
Jr=x(T)"Sx(T) + Y (x()"Qx(t) + u(t) Ru(t))
t=0
= x(0) "M7x(0) + x(T) " (S — My (T))x(T)+
T—-1
T R+ G 'My(t+1)G G Mr(t+1)F u(t)
T2 u®)" x() M FIMp(t+1)G  Q+F My(t+ 1)F — Mo(t)| | ()
= x(0) " Mrx(0)+
N =1 @ x07] R+ G My (t+1)G GTMy(t+ 1)F u()
= u®)” x() F'Mr(t+1)G  F'Mr(t+1)G (R+ G Mr(t+ 1)(})71 G Myt + 1D)F| |x(t)
= x(0) " M7zx(0)
T-1 r T
+ 2 [u®)™ x(t)7] R;TGM?/(IffSé)G} (R+ G 'Mp(t+ 1)G)*1[R+GTMT(t+ )G G My(t+1)F] L‘:gﬂ
T—-1
= x(0)"M7rx(0) + > ((R + G 'Mz(t+1)G)u(t) + G ™My (t + I)Fx(t))T (R+G Mp(t+1)G)™!
t=0
(R +G ™Mr(t+ 1)G)u(t) + G"Mr(t + 1)Fx(1))
T—-1
=x(0)"M7rx(0) + > v(t) (R+ G 'Mz(t+1)G) 'v(t)
t=0

90



= La determinazione di u}(¢) richiede la risoluzione della ERD (equazione ricorsiva all'indietro)

1 3 \ 1
K%(0) K7(1) K3(T - 2) K3(T - 1)
1 3 \ \
ui(0) uf (1) up (T —2) up (T —1)
A" /! 3 S /! 1 S
x(0) x(1) x(2) e x(T —1)

esempio: derivazione della soluzione tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

z(t+1) = x(t) + u(t) t €10,2]

z(0) =29 =1

u(t) = —k(t)z(t)
T—1

2. funzionale costo: Jr(t) = 22(T)% + Z z(t)? + u(t)? s=2q=1r=1
t=0
= 22(2)2 + ix(t)Z +u(t)? = 20(2)* + (2(1)? +u(1)?) + (2(0)* + u(0)?)

=0

Dal momentoche F=f=1,G=¢g=1,S=5=2,Q=qg=1,R=7r =1, si hache

(ERD) {ME” = FTM(t + DF — FTM(t + 1)G (R + GTM(1 + 1)G) GTM(t + )F + Q
M

T)=8
- mt)=mt+1) —mt+ 1)1 +mt+1)"tmE+1)+1
m(T) =2
da cui
mp(2) =2

mT(O) = mT(l) — mT(1)2(1 + mT(l))_l +1= g — % (1 + g)l +1= g

e di conseguenza, dato che k%.(t) = (1 4+ mp(t + 1)) mp(t 4 1), segue

B = (L me(2) (@) =

FH(0) = (L me(1) " mr(1) = 2
* * 5
up(0) = —k7(0)x(0) = 3

(1) = K5 ((1) = ~k5(0)((0) + 13 (0)) =
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7.6 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto a orizzonte infinito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo discreto

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) € R™
x(0) = x¢ te0,+00),t €N

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito

Joo(t) = i (x(1)TQx(t) + u(t) Ru(?))

t=0

Q € R™™ matrice semi-definita positiva R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

* (1) = in  Jo(u(t
i, (1) = arg_min_ oo (u(?)

corrispondenza tra caso infinito e caso finito con 7' — oo
Sia H € RP*™ una matrice tale che Q = H'H. Se (F, G) & stabilizzabile e (F,H) & rivelabile, allora

a. per ogni scelta della condizione finale M (T") sdp, la soluzione M (t) della ERD converge all’unico
valore costante finito M, quando T — oo,
b. M, & I'unica soluzione sdp dell’Equazione Algebrica di Riccati (Discreta):

—1
(EARD) M =F'MF-F MG (R+G'MG) G'MF+Q

7.6.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo discreto con (F, G) stabilizzabile e (F, H) rivelabile con Q = H'H, la legge
di controllo ottimo su orizzonte infinito & data da

-1
wh(t) = ~Kix(t)  con  Ki=(R+G'MyG) G'MF

(e.e]

dove M, = M € R™™ & |'unica soluzione dell'Equazione Algebrica di Riccati (Discreta):
-1
(EARD) M =F'MF-F'MG (R+G'MG) G'MF+Q
In corrispondenza all'ingresso di controllo u’_(t), il funzionale costo assume il valore (minimo)

J% = xg MooXo

Dimostrazione. (cenni) La dimostrazione si basa sulla manipolazione dell'indice (a orizzonte finito) Jp(t), posto
Mrp(—t) = --- = Mp(0) = M. Sidimostra dunque che xJ Mz (—T)xo < 37 (x(t)TQX(t) + uoo(t)TRuoo(t)) <
XE)FMOOXQ. Si calcola infine il limite per T' — +oc. (I
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7.6.2 proprieta stabilizzanti della legge di controllo

Proposizione Sia H € RP*" una matrice tale che Q = H'H. Se (F,G) ¢ stabilizzabile e (F,H) & rivela-
-1

bile, allora la legge di controllo u’ (t) = —K} x(t) con K% = <R+ GTMOOG) G "M F minimizza il

funzionale costo J(u(t)) del problema di controllo ottimo su orizzonte infinito, rendendo il sistema in catena

chiusa asintoticamente stabile, cioe u} () € stabilizzante.

esempio: applicazione della proposizione

1. modello del sistema: sistema lineare

0 1

]x(t) + Hu(t) x(t) eR? (n=2), wu(t)€R (m=1)

x(t+1) = F
(F, g) stabilizzabile (sist. raggiungibile)

x(0) =x0 = [1 O}T

2.A funzionale costo: Joo(t) = i (X(t)TQX(t) + u(t)TRu(t)> Q= {(:; 8

(F,Q) non rivelabile

]sdp,R:r:I

Allora, posto u(t) = —k"x(t) = —[k O}X(t) = —kx1(t) per cui x1(t+1) =221 (t) + u(t) = (2— k)x1(t), si ha
che

T = 1 0 |za(t) AR 2 2
=2 [0 ©0] |y o ] THO?) =2 (2162 + u(t)?)
+o0 +o00 +00 9
=3 (@) + K21 (1)) = Y (1 + )i (t)? = (1+8) Y (2= B)'21(0))
t=0 t=0 t=0
= (1 + k*)x1(0)? +f(z — k)%
t=0
Sse [2-kl<1 (1<k<3) allora Jo=—tF (02 d
percio se [2—k| <1 (1<k<3) allora Jo= mxl( )< e, di conseguenza,
d d 1+k? k2 —k—1 1++5
Py oy e U M r e Cpy e C A B
ki, = [k o]T con k=1 _2\/5

Tuttavia, il sistema retroazionato risulta instabile in quanto

1+v5
A—(F—gkéo>—[g g}—[ﬂ[l}ﬁ 0}—{1@5 ﬂ - A(A)—{3,1+2\/5}

2.B funzionale costo:  Joo(t) =3 (x())7Qx(t) + u(t) Ru(t)) Q= [(1) ‘1)] sdp R—r — 1
t=0

(F,Q) rivelabile
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Allora,

M. — idare(F.g,Q.r,[1, (1) { 126.245 —196.030]

—196.030 316.144

-
K5 = (r+g Muyg) 'g MooF = [-2.720 7.022]

E, il sistema retroazionato risulta stabile in quanto

A=(F—gk)= B g} - H [—2.720 7.022] = [;128 _7403222} = A(A) = {0.2728,0.4252}

7.7 Implementazione del controllore ottimo LQ
7.7.1 generalizzazione al caso con termini misti

nel funzionale costo possono comparire dei termini misti ovvero dei prodotti (pesati) di stato e ingresso

= Q N:| |:X(t):| nxm
Joo(t) = E x(t)T u(t)’ NeR
( ) port [ ( ) ( ) } {NT R u(t) con

— & possibile ricondursi al caso standard (anche nel caso a orizzonte finito e nel caso di sistemi a tempo continuo):

sfruttando la formula del completamento dei quadrati
datix € R"y e R™ A =AT € R™" B € R™™ C € R™™ sdp

y' Cy+x ' ABy+y B'Ax+x"ABC 'B"Ax = (y+ C'B"Ax)"'C(y + C"'B" Ax)

si ha che N
ty=>_J(t)
t=0
con
J'(t) =

x(1) T Qx(t) + u(t) 'Ru(t) + x(t) 'Nu(t) + u(t) 'NTu(t)
x(t) T Qx(t) + u(t)" ut) (t)TNu(t) u(t) 'NTu(t) — x(t) 'NRINTx(t) + x(t) 'NR™'N"x(¢)

x(t)" (Q NRINT) x(¢) + u(t) 'Ru(t) + x(t) "Nu(t) + u(t) 'NTu(t) + x(t) 'NRINTx(t)
" (

) x(
=x(t)7 ) x(

+
Q- NR!NT)x(t ( TLRINTx( ) R (u®) +R'N"x())

posto
Q=Q-NR!N' e a(t)=u(t)+R N"x(t)

e osservando che u(t) = a(t) — R™'NTx(t), ci si riconduce al caso standard:

1. modello di sistema da controllare

(t) — RINTx(t)) = (F - GR™INT)x(t) + Gu(t)
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2. funzionale costo da ottimizzare

+oo
Too(t) = 3 (x(t)"Qx(t) + u(t) Ru(t))
t=0
per cui, se
e Q sdp

e (F,G) stabilizzabile
e (F,H) rivelabile con Q =H'H

allora

_ _ _ —1 _ _
W (t) = ~Kix(t) con Ki = (R+G'MoG) G MF

—_ _ _ - _ _ _ —1 _ _
dove M., & soluzione di M = FTMF — F' MG (R + GTMG) GTMF + Q

da cui segue che
w (1) =a () - RINTx(t) = —(K: + R"IN")x(t)
_ —1 _ _
(R+G M.G) G MLF + R—lNT> x(t)

1 _
G M, (F-GRINT)+ R—lNT) x(t)

ul (t) = —K5Lx(t) con KX = (R + GTI\_/IOOG)_l (GTI\_/IOOF + NT)

[e.9]

_ _ _ _ _ —_ _ —1 _ _
dove M, & soluzione di M = FTMF — F' MG (R 1 GTMG> GTMF + Q

significato fisico dei termini misti
I'introduzione dei termini misti pud essere legata alla volonta di minimizzare un qualche indice di per-
formance basato sulla norma dell' uscita del sistema

lylp =y Py = (Hx+Ju)" P (Hx + Ju) = (xTHT - uTJT) P (Hx + Ju)
=x H' PHx+x H PJu+u'J'PHx +u'J ' PJu

=x'Q"'x+x ' Nu+u' N'x+u'RTu
7.7.2 progettazione del controllore: scelta dei parametri
vincoli: Q sdp, R dp & (F, Q) rivelabile

si osserva che una scelta comoda per il debug (poiche rende facile interpretazione delle conseguenze dirette di
causa-effetto) & la seguente

Q= diag(g)) e R =diag(r)

@ eventuale normalizzazione: pesi all'interno di un range omogeneo, tipicamente [0, 1]
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(in tal senso, & utile conoscere i valori max/min delle variabili di stato e ingresso)

principali possibili scelte

1. opzione piu semplice
4 =q
Ty =T
— & necessario gestire solo il rapporto ¢/r

2. regola di Bryson (regola euristica)
g =1/ (@2) ,  x; = max{z;(t)}
ri=1/ (ﬁ?) , w; = max{u;(t)}
— & necessario conoscere bene i limiti del sistema
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A RICHIAMI E APPROFONDIMENTI DI ALGEBRA LINEARE

A.1 Spazi vettoriali e trasformazioni lineari

= vettori e basi in R"

1. L'insieme (di vettori) R™ con campo (di scalari) R dotato delle consuete operazioni di somma tra
vettori e prodotto di vettore per scalare, € uno spazio vettoriale.

2. | vettori vy ...v, € R" sono

linearmente indipendenti se ayvi + -4+ v =0, ; ER = a;=---=a;p =0
linearmente dipendenti se ayvi + -+ apvp =0, ¢, ER = a1 =---=ap =0
esempio
1 1 0
vi=|1|,vo=|-1|,v3=| 1], w1, vy, v3 linearmente indipendenti?

1 1 -1
a1 +as =0
a1 —og+a3 =0 = a1 =as =a3 =0 = vy, Vo, v3 linearmente indipendenti

ar+ag—az3 =0

X
3. | vettori vy ...vy € R" formano una base B di uno spazio vettoriale V C R" se:
(i) generano V: Vv €V, Ja; € Rtic. v=ayvy+ -+ apvg (span{vy...vi} =V)
(7i) sono linearmente indipendenti
esempio
1 1 2
vy = |1|, ve= |=1|,v3=|1|, basediV =span{vy, v, v3}?
1 1 2
0
B=spang |1],|—2 (N.B. scelta generatori della base non unica!)
0
X

= trasformazioni lineari

1. Una trasformazione f: R™ — R™ si dice lineare se
(@) f(vi+v2)=f(vi)+ f(v2), Vvi,vaeR"
(i7) f(av)=af(v), ¥VYveR" VaeR
2. Una trasformazione lineare f: R™ — R™ & univocamente individuata dalla sua restrizione ai vettori

di una qualsiasi base B di R".

3. Fissata una base B; di R™ e una base By di R™ & possibile rappresentare una trasformazione lineare
f: R™ — R™ con una matrice F € R™*™ che descrive come le coordinate (rispetto a ;) di vettori
di R™ vengono mappate da f in coordinate di vettori (rispetto a Bz) di R™.

4. Fissata una base B di R", sia F € R™*" |la matrice che rappresenta la trasformazione lineare f: R" —
R™. Sia T € R™ "™ |a matrice di cambio di base da B di R™ ad una “nuova” base B’ di R". La
matrice che rappresenta f nella nuova base @ F/ = T~'FT.
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A.2 Principali proprieta e operazioni matriciali

= autovalori e autovettori di una matrice

1. Sia F € R™*" allora
— nucleo di F: kerF 2 {v € R" : Fv =0}
— immagine di F: ImF £ {w ¢ R™ : w = Fv,3v € R"}
— rango di F: rank F £ # righe (o colonne) lin. indipendenti di F = dim Im F

esempio
1 -2 0
F=|-2 4 0f, ker F? ImF7 rank F?
1 0 3
1 1 0
ker F' = span 1/2 , Im F = span —2|, (0| p, rank F =2
-1/3 1 3

X

2. Sia F € R™™, un vettore v € C™ tale che Fv = \v, A € C, & detto autovettore di F corrispondente
all' autovalore \.

3. Gli autovalori {\;}¥_;di F € R"" sono le radici del polinomio caratteristico Ag()\) = det(\I-F) =
(A= AD)™T(A = Ag)™2 - (X — \,)™, dove m¢ & la molteplicita algebrica dell’autovalore ;.

4. Ogni autovettore v; relativo all’autovalore \; di F € R"*" soddisfa (\;\I — F)v; = 0.

5. La molteplicita geometrica m{ dell’autovalore )\; di F € R™*™ & il numero massimo di autovettori
linearmente indipendenti associati a \; e coincide con m! = dim ker(\;I-F) = n—rank(\,I-F), (1 <
md < m)

6. Se m{ = mf per ogni autovalore \; di F € R™*™ allora F ¢ diagonalizzabile, ciog, esiste una matrice
di cambio di base T € R™*" tale che Fp £ T~'FT & diagonale.

esempio
[0 1 . g : g : N~
1. F= Lo AM=i,mi{=1m{=1 A=—i,m§=1 my=1 = diagonalizzabile
[1 0] g : N
2. F= 01 AM=1m{=2 m]=2 = diagonalizzabile
1 1] g : N
3. F= 11 M=2m{=1mi=1 =0 m§g=1 ms= —> diagonalizzabile
1 1] g : N
4. F = 01 M=1mi=2mi=1 = NON diagonalizzabile
o b

= inversa e determinante di una matrice

1. Sia F € R™*",
— per ogni i = 1...n (indice riga), si ha det(F) = ?:1(—1)i+jﬂj det(F;;)
— per ogni j = 1...n (indice colonna), si ha det(F) = 31" (—1)"*7 Fj; det(F,)

dove ng e R(=1)x(n=1) & |a matrice ottenuta cancellando la i-esima riga e la j-esima colonna di F
e F;; € R & I'elemento nella matrice F posto nella i-esima riga e j-esima colonna.
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2. Una matrice F € R™ " & detta invertibile se esiste una matrice H € R™"*" tale che FH = HF = 1.

F~! = H ¢ detta inversa di F.

F & invertibile se e solo se det(F) # 0. In tal caso, la matrice inversa F~! si pud calcolare come
F—l

_ adj(F)
~ det(F)
esempio
1 00
F=1(2 2 1|, det(F)? F~!?
1 01
1
det(F) =2 = F invertibile, F~1=|-1/2 1/2
-1
= matrici triangolari e triangolari a blocchi
1. Una matrice F € R™" si dice
* ok
0 =
— triangolare superiore se F = |
0
* 0
* ok
— triangolare inferiore se F =
* e *

0

~1/2

1

, dove adj(F) & la matrice aggiunta di F, [adj(F)];; = (—1)**7 det(F};).

Gli autovalori di una matrice triangolare F sono gli elementi sulla diagonale.

L'inversa di una matrice triangolare F' (quando esiste) & ancora triangolare e i suoi elementi sulla

diagonale soddisfano [F~1];; = 1/F};.

2. Una matrice F € R"*" sj dice

*
0 *
— triangolare superiore a blocchi se F = |— .
0 0 |
0
0
— triangolare inferiore a blocchi se F =
* * | %

dove gli “x" sulla diagonale sono matrici quadrate di dimensioni anche diverse tra loro.

Gli autovalori di una matrice triangolare a blocchi F' sono |'unione degli autovalori dei blocchi sulla

diagonale.

L'inversa di una matrice triangolare F a blocchi (quando esiste) & ancora triangolare a blocchi con
blocchi diagonali di F~! pari alle inverse dei blocchi diagonali di F.
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= matrici in forma canonica di Jordan
sia F € R™" con autovalori {)\i}le, m¢: molteplicita algebrica \; e m?: molteplicitd geometrica \;
allora

— caso 1: m¢ =m{ per ogni i = F diagonalizzabile

— caso 2: esiste i tale che m¢ > m{ = F non diagonalizzabile

— trasformare la matrice in una forma a blocchi diagonali o “quasi” diagonali (forma di Jordan)

Teorema Siano {\;}¥_; gli autovalori di F € R"*". Esiste una T € R™ " tale che
Iyl o]0 Jyu1] 0 |- 0
0 |Jn | | : 0 | Jy : @
FJ L T—lFT — A2 , J)\i —_ . Aiy2 c R™: Xms
N R B | : - : 0
0 ---] 0 [Jy 0 o [0 | T
dove
A1 0
0 A -, : ng
Doi=| . 7 | eRMIM, mE =3 my;
S | j=1
0 -+ 0 N
Fj (forma canonica di Jordan di F') & unica a meno di permutazioni di blocchi {J,} e miniblocchi {J), ;}.

Esiste una procedura algoritmica per il calcolo della matrice di trasformazione T.

La dimensione del blocco J, associato a A; & pari alla molteplicita algebrica my.

Il numero di miniblocchi {Jy, ;} associati a \; & pari alla molteplicita geometrica m?.

o=

In generale, per determinare F; non ¢ sufficiente conoscere gli autovalori {\;} e i valori di {m?},
g . . . . r
{m}, ma bisogna anche conoscere i valori di {m];}!

5. Se m¢ < 3 Vi, & possibile calcolare F; conoscendo solo {\;}, {m¢}, {mJ}!

esempio
3 -1 0 2 1 0]
LE=[1 1 0 M=2,mi=3mi=1 = F;=[0 2 0
0 0 2 0 0 2]
2 11007
1 1 0 1
01 1) =0
_ « _ _ a_ g _ _ .
2. F = 00 1 1 ,a=0,1 M=1mi=4m{=2 = F,;= {(1]%(1)8-
, a=1
0001 0007

= esponenziale di matrice

Sia F € R™*" allora

>
%
o
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con

W N

D=1
AB = BA =— AtB = AB
T € R™ " invertibile: ¢eTFT™' = TeFT-1

%eFt =FeFt = F'F, t e R

Ab



