6 STIMA DELLO STATO

Dato il sistema X controllato tramite retroazione statica dallo stato

o ut) $: x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
S S 0 YOy —mx

u(t) = Kx(t) + v(t)

K

problema di stima: nel caso in cui lo stato x(¢) non sia direttamente accessibile o misurabile, costruire una
“buona” stima x(t) di x(t) a partire da dati ingresso/uscita e dalla conoscenza del modello

soluzioni di stima

= stimatore ad anello aperto
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sia e(t) £ x(t) — %(t): errore di stima
allorae(t+1)=x(t+1) —%x(t+1) =F(x(t) — x(t)) = Fe(t)

= e(t) 1229 50 se F & instabile

= stimatore ad anello chiuso

S %(t+1) = F&(t) + Gu(t) — L(y(t) — HX(t))
y(t) = x(t)
L € R™*P: guadagno dello stimatore

sia e(t) £ x(t) — %(t): errore di stima
allorae(t+1)=x(t+1) —%(t+1) =F(x(t) —%x(¢)) + LH(x(t) — %(¢)) = (F + LH)e(t)
= e(t) 122 0 se F + LH ¢ asintoticamente stabile (e in questo caso F pud anche essere instabile)

si osserva che

= Se il sistema & osservabile allora & sempre possible calcolare un guadagno L in grado di rendere F + LH
asintoticamente stabile. Per il calcolo di L si possono usare gli stessi metodi allocazione degli autovalori
visti per il controllo in retroazione.

= Se tutti gli autovalori di F + LH vengono allocati in zero |'errore di stima converge a zero in tempo finito.
Lo stimatore in questo caso viene detto stimatore dead-beat.

= Gli stimatori visti sono detti di stimatori di ordine intero perché stimano I'intero stato x(¢). In certi casi, &
possibile costruire stimatori di ordine ridotto che stimano solo la parte “veramente incognita” dello stato.

= Tutto quello che abbiamo visto si applica anche a sistemi a tempo continuo (unica eccezione: a tempo
continuo non ha senso parlare di stimatori dead-beat).

esempio
x(t+ 1) = [8 ﬂx(t) + H u(t)
y(t) = [1 1]x(t)

costruire, se esiste, uno stimatore dead-beat dello stato del sistema
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= esistenza di 1*
hT
o= |p

= calcolo di I* = [ll ZQ}T

- [(1) ﬂ —rank(O) =2 — ¥ = (F,h)osservabile = l*esiste

A=l —-1-1

Apint(A) = det(A\I = F —1h") = det
Iy A—1—1

}) =N 4 N=1—=1; =)+ (L — 1)

6.1 Rivelabilita dei sistemi lineari

rivelabilita

= un sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato ad anello chiuso il cui errore di stima
tende asintoticamente a zero

sistemi a tempo discreto

Y x(t+1) =Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo discreto 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. X e rivelabile.
Il sistema duale X, e stabilizzabile.

Esiste L € R™"*P tale che F + LH ha autovalori con modulo strettamente minore di 1.

= W N

Il sottosistema non osservabile di > ha autovalori con modulo strettamente minore di 1.

5. La matrice PBH di osservabilita {ZII; F} ha rango n, Vz con |z| > 1.

sistemi a tempo continuo

Y x(t) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo continuo 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. X & rivelabile.

2. Il sistema duale ¥, € stabilizzabile.

3. Esiste L € R™*P tale che F 4+ LH ha autovalori con parte reale strettamente negativa.
4

. Il sottosistema non osservabile di X ha autovalori con parte reale strettamente negativa.

(6]

. La matrice PBH di osservabilita {ZII; F} ha rango n, Vz con R[z] > 0.
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6.2 Sintesi del regolatore

u(t)
v(t) -@® <> >~ y(t)
A X(t)
X(t) ) i
K |« Stimatore [«
.................... regolatore

stimatore dello stato + controllo in retroazione dallo stato

equazioni dinamiche del regolatore

sistema X : x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t)
legge di controllo: u(t) = Kx(t) + v(t)

1) = Fx(t) + Gu(t) — L(y(t) — Hx(t))

CHIREANE. 0 AN

+

stimatore dello stato:  x(¢

%(t+1)]  |-LH F+GK+LH||x(t)| ' |G
x(t)
y(t) = [H o] [X (t)]

regolatori stabilizzanti

= un regolatore si dice stabilizzante se il sistema regolato & asintoticamente stabile
= un regolatore si dice dead-beat se |'evoluzione dello stato del sistema regolato va a zero in un numero

finito di passi
sia T = 1o € R2"X2%: matrice di cambio di base — z(t) = T~} )f(t) _ [*x®
I -1 X(t) e(t)

allora

xt+1)] |[F+GK -GK ||x(t) G
i e |l R

F+GK -GK

= tovalori di
{au ovalori I[ 0 FJrLH

} } = {autovalori di F + GK U autovalori di F + LH}
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Proposizione (principio di separazione)

Gli autovalori della matrice di stato del sistema regolato sono dati dall'unione degli autovalori di F + GK e
di F + LH. Quindi la sintesi del controllo in retroazione (allocazione degli autovalori di F + GK) e dello
stimatore (allocazione degli autovalori di F + LH) possono essere effettuate in modo indipendente.

Teorema Dato un sistema Y il sistema ammette un regolatore stabilizzante se e solo se X & sia stabilizzabile
che rivelabile.

Teorema Dato un sistema 3 il sistema ammette un regolatore dead-beat se e solo se ¥ € sia controllabile che

ricostruibile.
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7 CONTROLLO OTTIMO

Dato il sistema X controllato tramite retroazione statica dallo stato

u(t)
p—— X ———y()  ut) =Kx() +v(t)
] x(t)

v(t)

Y
> (D

K

se ¥ = (F, G) & raggiungibile allora & possibile determinare K tramite allocazione degli autovalori

come scegliere gli autovalori del sistema retroazionato? esiste un altro modo per determinare la matrice di
retroazione?

controllo ottimo: metodo sistematico che consente di calcolare la matrice di retroazione in base alle specifiche
desiderate (nel dominio del tempo) per il sistema in catena chiusa selezionando I'ingresso di controllo in modo
da ottimizzare un opportuno funzionale costo

PROBELMA DI OTTIMO
per ¢ : X — R, determinare x* € X C R" tale che

¢(x) per ogni x € X ("minimizzazione")
¢(x) per ogni x € X ("massimizzazione")

» problema di ottimizzazione: <(-) = f(-) funzione
» calcolo delle variazioni: ¢(-) = F(-) funzionale (funzione di funzioni)

min¢(x)/ max (s(x)) ¢: X — R funzione/funzionale obiettivo/costo

xeX xeX insieme delle soluzioni ammissibili

esempio classico di problema di calcolo delle variazioni: determinazione delle geodesiche - curve a
“lunghezza” minima tra due punti — problema della curva brachistocrona - curva percorsa da una
particella con massa per andare da un punto ad un altro nel minor tempo possibile (J. Bernoulli 1696)

problema di controllo ottimo ~ problema classico di calcolo delle variazioni

principali ingredienti di un problema di controllo ottimo
3 (2+1):

1. modello del sistema da controllare

- sistemi a tempo continuo
- sistemi a tempo discreto

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare

- ottimizzazione su orizzonte finito
- ottimizzazione su orizzonte infinito
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3. vincoli sullo stato o sull'ingresso di controllo

» ingresso di controllo calcolato in modo da ottimizzare il funzionale costo considerando la dinamica del sistema

e i vincoli esistenti

esempio: tempo continuo

estrazione di energia da una rete elettrica : calcolare la tensione d'ingresso alla rete che consente di estrarre la

massima energia nell'intervallo di tempo [0, T']

ir(0) =14, R=1Q, L =2H

dip(t 1 1
wlt) _ —Zip(t) + ~u(t)
1. modello del sistema: dt 4 4
1. 3
i(t) = izL(t) + §U<t)

2. funzionale costo:

E- /OT w(t)i(t)dt

problema di controllo ottimo: max, ) E(t), t € [0,T]

E(t) :/OTv(t)i(t)dt:/OTv(t) (;iL(t)+2U(t)> dt:/OT ECIAC) E

esempio: tempo discreto

allocazione delle risorse : distribuire un ammontare limitato S di soldi tra un numero finito IV di progetti differenti

in modo da massimizzare il ricavato
hp: il ricavato ottenuto destinando la somma u(k) al progetto k & r(k) = Su(k)

1. modello del sistema: z(k + 1) = z(k) — u(k)
R(k) = Sl (k)

x(1) =S8 z(N+1)=0

2. funzionale costo:
3. vincoli sullo stato:

problema di controllo ottimo: max,;) R(k), k € [1, N]

controllo ottimo LQ: caso particolare di controllo ottimo in cui

= il modello da controllare € Lineare
= il funzionale costo da minimizzare/massimizzare ¢ Quadratico
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7.1 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo
1. modello di sistema da controllare:
sistema lineare a tempo continuo il cui stato & accessibile (misurabile o stimabile)
x(t) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R™ accessibile
x(to) = %o u(t) e R™
2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare:

— si possono distinguere due casi:

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo finito ¢ € [to,t¢] ~ t € [0,T],

su cui & definito il funzionale costo

Jr(t) = x(T)"Sx(T) + /0 ' (x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)> dt

con S, Q € R™™ matrici semi-definite positive e R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

up(t) = arg min, Jr(u(t))

» |l funzionale costo risulta dalla somma di tre componenti:

u(t)"Ru(t)  costo del controllo

T
controllo a energia minima: Jp(t) = / u(t) ' Ru(t)dt
0
x(t)'Qx(t)  scostamento dall’equilibrio
T
tracking ad errore minimo: Jp(t) = / x(t) " Qx(t)dt
0

x(T)"Sx(T) scostamento al tempo finale
controllo del punto finale: Jr(t) = x(t) " Sx(T)
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= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo infinito ¢ € [0, +00),

su cui & definito il funzionale costo

Joo(t) = /OOO (x(t)"Qx(t) + u(t) Ru(?)) dt

con Q € R™ ™ matrice semi-definita positiva e R € R™*™ matrice definita positiva.

= problema di controllo ottimo:

oo ()" = in Joo(u(t
oo (1) arg min (u(t))

» il funzionale costo risulta dalla somma di due componenti dal momento che T" — +oo

esempio: derivazione della soluzione tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

() = fr(t) + u(t)

f <0 asint. stabile

z(0) = xo f =0 sempl. stabile
u(t) = —kz(t) f >0 instabile
sistema in catena chiusa
i(t) = (f — k)x(t) —  a(t) = eI Ry

T
2. funzionale costo: Jr(t) = / qr?(t) + ru’(t)dt qg>0,7r>0
0

r— 0t cheap control

r — 400  expensive control

T T
Jr(t) = /0 g2 4 pp2e2F=Rtp2qp — 2 (q + 7“/<:2> (/ eQ(f_k)tdt> con

0
T
/T 2-Rtg = 1 ag-me {JFOIO . f=k>0
- 2(f—k)T

0 2(f ]’v') 0 € )(e( ) _1> k<0

400 k<f

T gtk 2 (L2(f—k)T
—-1) k
2(f—k)x0<e ) k>
fissati xg,r,q,T, calcolare k7. tale che u%(t) = —kJx(t) = arg min Jp(u(t))

€ necessario risolvere

d ((q+7E 5/ oiopyr _
dk (2(f—k)$0<6 1)) =0
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si osserva che, per T' — 400, si ottiene

400 k< f
Joo(t) =
< atrk” k> f
——Z
2(f k)"
allora, fissati xo, 7, q, per calcolare k% tale che v’ (t) = —kX x(t) = arg min J (u(t)) & necessario risolvere

d [ q+rk?
dk

2(]"—/6)%):0 & 2rk(k—f)_(q+rk2):0 o k2—2fk—g:0

4

W= f \/]”27: - \/m< f non accettabile
- r f+ m accettabile

ki (r)=f++/f*+ g : funzione monotona decrescente in r indipendente da xg

7.2 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo a orizzonte finito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = xg te[0,7]

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito
T
Tr(t) = x(T)TSx(T) + / (x(t)TQx(1) + u(t) "Ru(n)) dt
0
S, Q € R™ ™ matrici semi-definite positive R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

ur(t) = arg min, Jr(u(t))
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7.2.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo continuo, la legge di controllo ottimo su orizzonte finito & data da
up(t) = —K73(t)x(t) con K4 (t) = R71G My (1)
dove My (t) = Mrp(t)T € R™ ™ & I'unica soluzione sdp dell’Equazione Differenziale di Riccati:

—M(t) = F 'M(t) + M(t)F — M(t)GR'GTM(t) + Q

(EDR) { V(@)

In corrispondenza all'ingresso di controllo u%.(¢), il funzionale costo assume il valore (minimo
T

% =X MT(O)

Dimostrazione. Si consideri la matrice M(t) = M(t)" € R™™" differenziabile in ¢t € [0,T] (qualsiasi) e la
funzione

H(t) = /0 T;t (x()T™M(t)x(1)) dt

Applicando la regola fondamentale del calcolo integrale si ottiene

T
H(t) :/0 % (x(&) " M()x (1)) dt = x(t)TM(t)x(t)’Z
= x(T)"M(T)x(T) — x(0) "M (0)x(0)
Applicando le regole del calcolo differenziale e sfruttando le equazioni della dinamica del sistema si ottiene
T
H(t) = /0 % (x(t)TM(t)x(t)> dt
= x(t) + x(t) M(1)x(t) + x(t) M(£)%(t) ) dt
:/ (Fx £)+Gu(t)) M(8)x(t) + x(t) TM()x(¢t) + x(t) TM(t) (Fx(t)+Gu(t))) dt

_ / e 0 GTM(1) }M "

M(f)G FTM(t) + M()F + M(1) | | x(t)
Nota I'equivalenza

T T u

x(T) TM(T)x(T) — x(0) " M(0)x(0) = /0 [a)™ x(0)7] M(Ot) R (t)f$(§;+M ‘ )} [ 8} dt

si consideri la funzione
T T u

H'(t) = x(0) "M(0)x(0) — x(T) "M(T)x(T) + ; [u(t)T x(zﬂ Mg) c FTM(t)(jl\f(gLM@} Lgi] dt =0
Si riscrive il funzionale costo Jr(t) = x(T) " Sx(T +/ ﬁ){ g} {;8] dt come segue
Jr(t) = Jr(t) + H'(t)

B T R GTM(t) u(t)

= x(T)T(S = M(T))x(T) + x(0) "M (0)x(0) + /O [a®)™ 7], 6G Q.+ FTM() + M(F 4 M1 (t)} [X (t)} dt
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Si consideri ora la matrice M(t) = My (t) = My (t)T € R™ " differenziabile in ¢ € [0, 7] soluzione della EDR,

segue che

T T u
Jr(t) :X(O)TMT(O)X(O)+/O [u(t)T X(t)T} R G 'Mry(t) H: Eti t

M7(t)G Mrp(t)GR™IGTMy(t

d
T R u(t)
:X(O)TMT(O)X(O)+/O u(®)" x(0)7] [MT(t)GJR 'RoGTMr { (t) }dt

Si consideri I'ingresso ausiliario v(t) = Ru(t) + G T Mrp(t)x(t) allora

Tr(t) = x(0) My (0) +/ (TR \v(t)dt

Poiché R & una matrice definita positiva, allora
Jp = tn[lon%} Jr(t) & v(t)=Ru(t) + G Mp(t)x(t) =0
€

da cui si conclude che

wi (1) = - (R*GTMT@)) x(t) = ~ K5 (t)x(1)

e di conseguenza J = x(0) M7 (0)x(0) = xJ M7 (0)xo

EDR = Equazioni Differenziali di Riccati
dai matematici Jacopo Riccati e suo figlio Vincenzo

eq. differenziale ordinaria quadratica nella funzione incognita

y'(2) = qo(z) + q1(2)y(z) + q2(2)y*(x),  qo(x) #0,qa(x) #0
[caso particolare delle eq. di Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)]

1830ca l'eq. HJB ha le sue origini nel lavoro di Hamilton, con successivi miglioramenti di Jacobi, nel

contesto del calcolo delle variazioni — HJB condizione necessaria per |I'ottimalita
1835 Carathéodory definisce I'approccio noto come la “strada reale” del calcolo delle variazioni — HJB

condizione necessaria e sufficiente per |'ottimalita

1950ca Bellman - “Invece di determinare la sequenza ottimale delle decisioni dallo stato fisso del sistema,
desideriamo determinare la decisione ottima da prendere in qualsiasi stato del sistema.”
— programmazione dinamica

1960ca Kalman & il primo a usare il termine “eq. HJB" — stretta connessione tra il lavoro di Bellman
(programmazione dinamica) e quello di Hamilton-Jacobi nel calcolo delle variazioni

esempio: derivazione della soluzione tramite applicazione del teorema principale - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

&(t) = fa(t) + gult) f <0 asint. stabile
z(0) = xg g#0, f =0 sempl. stabile
ult) = —k(t)z(t) f >0 instabile

T
2. funzionale costo: Jr(t) = sx*(T) +/ qr?(t) + ru?(t)dt $,q>0,7>0
0
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applicazione del teorema principale:

2
. g 2
—1m(t) = 2fm(t) — —m3(t
wp(t) = —kp(t)z(t) con kp(t) = ng(t) dove myp(t) € R soddisfa (t) = 2fm(t) r (B)+4
" m(T) =s
¢ possibile calcolare la soluzione della EDR in forma chiusa tramite separazione delle variabili:
dmi(t 2 1
_dm{) =2fm(t) — g—mZ(t) +q & = dm(t) = dt
dt r Cm2(t) - 2fm(t) - q
s 1 T
/ i dm(t) = / dt
m(t) &m2(t) — 2fm(t) — q t
si distinguono diversi casi:
mcasol: f=gq=0
> f=0 = @(t) = gu(t) : modello singolo integratore
> g =0 = penalizzazione dello stato solo all'istante finale
s 1 T 1 1 2
/ i dm(t):/ it & —-+—— =91y
m(t) Lm?2(t) t s m(t) T
() 1 6(0) = Lm(t) = —=
mr{t) = —3 7(t) = =mp(t) = —
(T — 1
r S
guadagno LQR, caso f =0,¢=0
= caso 2: altrimenti
s 1 T
/ 5 dm(t) = / dt dove
m(t) &=m2(t) — 2fm(t) —q t
1 B 1
%mQ(t) —2fm(t) —q % (mQ(t) - Q%m(t) — g—;")
B 1
o (m(t) —m+) (m(t) —m~)
B 1 < 1 1 ) con
B % (m* —m~) \m(t) —m*  m(t) —m~
mt=L 4+ /Er >0 mm=4-\/[Lr+ <o



s 1
/m(t)  (m+ —

’(m*lm) /nj(w (m(t) = m(t) - m) dmft)

—_—
>0
1 S
= — | (In (m(t) =m™) —In (m(t) = m~
5(( (m(@) = m*) ~In (m(t) —m™)) m(ﬂ)
A AN G B 7
- 5<1n<8m>_ln<m(t)m>> —/t dt
da cui
S ! T e w () g (MOt g
/mu) 9fm2(t)2fm()qdm(t)_/t el <s—m—> ! <m(t)—m—> pIT =)
s—m" m(t) —m~
o (s —m- mEg —m*) =BT =)
N
* Sy o
v, om-—m? X g( 4+ m —mt
mr(t) =m T 0P T=D kT(t):—mT(t)z; m +1—ae/3(T—t)
a. f=0,¢g>0

5guadagn0 LQR, caso f=0,g=1

r=1

4 | —r =10
r =100

—— = 1000

time ¢ [s]

5guadagno LQR, caso f=1,¢=0

r=1

4 | —r =10
r =100

———— = 1000

: N

0 5
time ¢ [s]

10

_guadagno LQR, caso f =0, ¢ =10
5

r=1
4| e - = 10
] =100
33 — - = 1000
)
1 —
0
0 5 10

time ¢ [s]

5guadagno LQR, caso f=—-1,¢g=0

r=1

s 7 = 1()
r =100
s 7 = 1000

0 =
0 5 10
time ¢ [s]
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c. f#£0,¢>0

guadagno LQR, caso f =1, g =1 guadagno LQR, caso f =1, ¢ =10

5 o

o T~
10 0 5 10

time ¢ [s] time ¢ [s]

k(t)

guadagno LQR, caso f =2,¢=1 guadagno LQR, caso f = —-0.1, ¢ =1
5 5

k(t)
k(t)

0 5 10 0 5
time ¢ [s] time ¢ [s]

In conclusione

up(t) = —kp(a(t)  con  kp(t) = Lme(t)

1
B Ey—— se f=q=0
mp(t) = { SO0+
mt 4+ % altrimenti
2,.2 2,.2
v Jr fore g __fr fr g
m' ==+ +—, m ==- + =
9 gt g 9? gt g
- 2
_s—m B
a—s_er, B—T<m m)

Si noti che

quindi

<

Di conseguenza (dinamica del sistema controllato)
1 1
(1) = falt) + g (0) = folt) + g (~Lmr(e)ot)) = fo0) + 9 (= (145 = by—zmg ) 2(0)

= (=5 + Py ) =)

da cui




6 1 _ 6 1 + aeﬁ(T_t) — ae/g(T_t) . /8 eIB(T_t) . B eﬁ(T_t)
Ty e = Ty T g Ty AR g = g T
percio

(t) t B(T—t)
/ dx(t) _ / (é + aﬁe—)> dt < Inz(t) —Ilnzy = ét +1In (1 - aeﬁ(T_t)> —1In <1 - aeﬁT)
T 0 2

1 — ael(T-t
z(t) 1—aefT \ B
< In < zo 1—aefT-t) | §t

ev. stato, caso f=0,g=1 ev. stato, caso f =0, ¢=10
ev. stato, caso f =0,¢g=10 r=1
0.8 0.8 s 1 = 1)
r =100
06 06 —= 1000
¥ 04 f—r=1 ® 04
—r = 10
0.2 { r =100 0.2
—r = 1000 \
0 = 0 ——
0 5 10 0 5 10
time ¢ [s] time ¢ [s]
ev. stato, caso f=1,¢g=1 ev. stato, caso f =1, ¢ = 10
=05 =05
8 8
0 0
0 5 10 0 5 10
time ¢ [s] time ¢ [s]
ev. stato, caso f =2, ¢ =1 ev. stato, caso f = —0.1, ¢ =1
=05 =05
8 8
0
0
0 BE 10 5 s T
time ¢ [s] time ¢t [s]

7.2.2 soluzione della EDR tramite matrice Hamiltoniana

La determinazione della legge di controllo ottimo dipende dal calcolo della matrice M (t), ovvero dalla risoluzione
della EDR:

= per parametri (F, G) tempo-varianti, la risoluzione della EDR & numerica

— from backward to forward integration: T =T —t, S(7)=Myp(T —171)
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* backward integration

—Mz(t) = F My (t) + My (H)F — M7 (t)GR™IG M7 () + Q
Mr(T) =S

* forward integration

{stm = F(r)S(7) + S(r)F(r) - S(-)G(r)R'G(r) TS(7) + Q

— integrazione numerica
» per parametri (F, G) tempo-invarianti, la risoluzione della EDR & algebrica

— matrice Hamiltoniana
matrice Hamiltoniana: si definisce matrice Hamiltoniana associata al problema di controllo ottimo la matrice

. 1T
%:{F GR'G

c RQW,XQTZ
-Q _FT }

Si osserva che

» (definizione) la matrice Hamiltoniana dipende dalle matrici che definiscono la dinamica del sistema e dalle
matrici peso presenti nel funzionale costo
» (proprieta spettrali) la matrice Hamiltoniana & tale che
0, I
- T '"HT=-H" con T = [I” 0 ”} = seAc A(H) allora =\ € A(H)
n n
— (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile = se A€ A(#H) allora A e R

_ 1T
Proposizione Dato il sistema (risolubile) retto dalla matrice hamiltoniana H = Li! GEKFTG } € R2nx2n

Zt)| ., Z:t) z,(T)]  [1, -
[Z;@)} _H{Z;@)}’ {Zlm] - [s] Pl 7alt) €18

I'unica soluzione sdp Mr(t) = My (t)" € R™*" della EDR si pud calcolare come
MT(t) = Zg(t)zl(t)_l
- (W21 + W22€D+(t7T)P€D+(t7T)) (Wll + W126D+(th)PeDﬂt*T))71

Wy W 1 b o] D =diag{A<0,A € A(H)})
con W = {Wm WQJ tc. W HW = [0 DJ, D¥ — _D-

P=- (W22 = SW12)_1 (W21 = SW11) € Rxn

Dimostrazione. Per prima cosa, si vuole dimostrare che M (t) = Zo(t)Z1(t)~! soddisfa I'EDR

~M(#) = F'M(t) + M(t)F - M()GR™'G M(t) + Q
{ M(T) =S

A tal fine si verifica che

1. My (T) = Zo(T)Zy(T)" ' = S

77




2. Mr(t) = 4 <z2<t>z1<t>—1> = ($22(1)) Za ()" + Zo(t) (§20(1) ")
Zs

1)~ = Zo(1)Z () 1Zl( )Zy (1)
V() — FTZQ(t)) (1)L = Zo(t)Z1 (1)} (FZa(t) - GRTIG T Zo(t)) Za () !

= —Q-FT (Zs()Z1(t) ) — (Zo()Za(t) ) F + Zo()Za(t) "L (GRIGT) Zo(t)Za (1)~
=-Q—-F'My(t) - Mr(t)F + My (t)GR1G "M (t)
Ora, dati (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile, vale che se A € A(H) allora A e R e —\ € A(H), percid

D~ o, D™ = diag({) < 0})

Wi Wy
3 W:{ } t.c. 0, DJ con Dt — D~

WIHW =
Wi W [

si consideri allora il seguente cambio di variabili
Z1(t) Z1(t) z:t)] D~ 0,][zit) Z1(T) (1,
=W|_ tale che |- = - , - =W
[zgm] [z2<t> Zo(t)] [0, DY) |Zo()] |Za() s
— il nuovo sistema & caratterizzato da

Zi(t) =P D7z (T)

= evoluzione dello stato: _ _
Zo(t) = P "Dz, (T)

Wll?l(T) + W12?2(T) =1,
= stato all'istante finale:  W21Z1(T) + WaZo(T) = S
= ZQ(T) = — (WQQ — SW12)71 (W21 — SWH) Zl(T)

allora, introducendo P = — (Wy, — Sng)_1 (Wq1 — SWqp) € R™ " si verifica che
Z1(t) = Wi1eP? CNZ(T) + WioeP CTIPZy(T)
— WlleDf(t—T)Zl(T) + W12€D+ (t—T)Pe—Df(t—T)eDf(t—T)Zl (T)
_ (Wn _|_W126D+(t—T)P€—D*(t—T)) eD*(t—T)Zl(T)
_ (Wu + W126D+(t—T)PeD+(t—T)) eD*(t—T)Zl(T)
Zo(t) = (War + WapeP (-TIpD (21)) (D7 (2107, (1)

e di conseguenza

MT(t) = Zg(t)zl(t)_l

-1
_ (ng +W22€D+(t7T)PeD+(t7T)) (Wn +W126D+(t7T)PeD+(t7T))

Poicheé
Wi Wiy
Wi Way

_ D™ 0, D™ =diag({\ < 0})

W= [ 0, D+] “" pt=_D-

allora

11

} corrispondono agli autovettori associati agli autovalori in D™
21

w
= le col di
e colonne di [W

W

} corrispondono agli autovettori associati agli autovalori in D
22

= |e colonne di [
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esempio: applicazione della proposizione - caso scalare (integratore semplice)

1. modello del sistema:  @(t) = u(t) f=0,g=1
z(0) =0
T
2. funzionale costo: Jr(t) = / 22(t)+u*(t)dt s=0,q=r=1
0

soluzione analitica (applicazione del teorema principale):

g m~ —m"
uh(t) = —kh(t)x(t) con k5(t) = ;mT(t), mr(t) =mt +

1 — aeB(T-1)

[ £2,.2 2.2
dove m+:Z+ fgz +%:0+V0+1:1; mizﬁ_ fT “!‘H:O—\/O‘i‘ :_17

9 9t g
_s—m~ _ 0+1 _92 i 1 B
a=—— =t =-1 =" (mtom) = (1 (-1) =2
-2 14+e2T-t) 2 14211
= mr(t) —1+1+€2(T_t) T T 11 e 11 e2d—0

soluzione non analitica (applicazione della proposizione):

%:{0 1 . AGO={MdaQb—?0=O}={Mdd<ﬁ ﬂ):o}
~1 0 ={A N —1=0} ={-1,+1} = {d",d"}

-1 —
= autovettore associato a —1: Hx=-x <+ 0 - 1 = X
-1 0 €T —XI2

Il
| —— |
— =
—_

Il
1
g g
N =

: 0 -1 -1
= autovettore associato a +1:  Hx =+x <> { ] {xl} = P—xl] o x= { } - [
-1 0 ||x2 +x2

-1
mT(t) = 22(75)21 (t)_l = <w21 + w22€d+(t_T)p€d+(t_T)) (wn + w12€d+(t_T)p€d+(t_T))

con p = — (w22 — Swlg)_l (w21 — Swn) = —(1 — O)_l(l — 0) =-1

-1
= mp(t) = (1 + 1el(t*T)(—1)el(t*T)> (1 - 1el(t*T)(—1)el(t*T))

1 20-T) | _ o=2T—t) AT—t)  _q 4 2AT—1)

T 14 20-T) T 14201 201 ] 4 2Tt

7.3 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo continuo a orizzonte infinito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo continuo

b
—~
~
N—
I

Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = xo t € [0,+00)
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2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito

T (t) = /0 (x0T Qx(®) + u(t) Ru(t)) di

Q € R™ "™ matrice semi-definita positiva R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

Wi () = arg_min_J(u(®)

corrispondenza tra caso infinito e caso finito con 7' — oo

wL() = Jim wi()=-RGT (Tgrfm MT<t>)

esistono delle condizioni necessarie e sufficienti per esistenza & unicita del limite
in particolare

Pr.1. Se (F, G) stabilizzabile, allora

a. Myp(t), soluzione della EDR con My (T) = 0, converge ad un valore limite costante e finito
My, quando T — +o0.
b. M risulta essere una soluzione sdp dell’Equazione Algebrica di Riccati:

(EAR) FTM+MF -MGR!G'™M+Q=0

Pr.2. Sia H € RPX" una matrice tale che Q = H'H. Se (F,G) & stabilizzabile e (F, H) & rivelabile,
allora

a. per ogni scelta della condizione finale My (7T') sdp, la soluzione My(t) della EDR converge
all'unico valore costante finito M, quando T — oo,
b. M ¢ I'unica soluzione sdp della EAR; inoltre, se (F,H) & osservabile allora M, & dp,

7.3.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo continuo con (F, G) stabilizzabile e (F,H) rivelabile con Q = HH, la legge
di controllo ottimo su orizzonte infinito € data da

ul (1) = — K5 x(¢) con K. =R 'G'M,
dove M, = M; € R™ ™ & |'unica soluzione sdp dell'Equazione Algebrica di Riccati:
(EAR) FTM+MF-MGR!'G'™M+Q=0

In corrispondenza all'ingresso di controllo u’ (), il funzionale costo assume il valore (minimo)

Jo = XOTMOOXO

Dimostrazione. Si consideri la matrice M = M € R"™" (qualsiasi) e la funzione

H(t) = /0 Tjt (x(t) " Mx(1)) dt
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Applicando la regola fondamentale del calcolo integrale si ottiene

HE = [ (e ™™Mx(t)) dt = x(t) Mx(t)|"
)= [ 5 (< ™Mx(®) dt = x() Mx(0)]
= x(T)"Mx(T) — x(0) " Mx(0)
Applicando le regole del calcolo differenziale e sfruttando le equazioni della dinamica del sistema si ottiene
T dq
_ a T
H(t) = /0 " (x( )" Mx(1) ) di

(1) " Mix(t) + x(t) TMx(t) ) dt

/ (Fx )+ Gu(t TMx(t)+x(t)TM(Fx(t)+Gu(t)))dt
[ [

0 G'™™M u(t) @t
MG F'M + MF

Nota I'equivalenza

T T u
(T) TMx(T) — x(0) TMx(0) = /0 [u®)™ ()] [NfG FT; +MMF} [ng]dt
si consideri la funzione
T T u
H' () = x(0) TMx(0) — x(T) TMx(T) + /0 ()™ x(0)'] [M(i)G FSMI\—/:(IOIF] [ng]dt:o

T R 0] |u(?) ,
Si riscrive il funzionale costo Jr(t) = / [u(t)T x(t)T} dt (funzionale costo a orizzonte finito
0 0 QJ[x(t)

con S = 0) come segue
Jr(t) = Jr(t) + H'(t)

T T u
= x(0) "Mx(0) — x(T) " Mx(T) +/0 [u(t)T X(t)T] [1\?(; Q-+ ]5‘%1\/[1\{L MF} [ng}dt

Si consideri ora la matrice M = M, = M; € R™" soluzione della EAR, segue che

T T u
Tr(t) = x(0)TMaux(0) — x(T) T Max(T) + /O w®)™ x()] [Mz ¢ as FEMI::IOj MOOF} Lgﬂ dt
T T u
= x(0) "TM,x(0) — x(T) "Moox(T) +/O [u(t)—r X(t)T] [Mi(} —Moo(é‘rfiv_[ioGMoJ [ng} dt

Si consideri I'ingresso ausiliario v(t) = Ru(t) + G T Mx(t) allora

Tr(t) = x(0) Moo (0) — M. x(T) + / HTR v(t

e posto
u(t) = u'(t) = - (R7'G M) x(t)

si verifica che
Jr(u*(t)) = x(0) T Maox(0) — x(T) "Moox(T)
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E noto che

= nel caso a orizzonte finito J; = minye(o 1) Jr(t) = Jr(uf) = x(0) "M(0)x(0)
per cui x(0) TMr(0)x(0) = Jr(uk(t)) < Jr(u*(t))

= M, & una matrice semi-definita positiva
per cui Jr(u*(t)) < x(0) " Myox(0)

Per il teorema del confronto e le Pr.1-2, si ha che

Jim (x(0)'Mr(0)x(0)) < lim (Jp(u'(1) < lim (x(0) Max(0)) =
x(0) TMoox(0) < Joo (u*()) < x(0) T Mox(0) =

Joo(W* (1)) = x(0) TMoox(0) = nin Joolt) = JX

Si conclude dimostrando che u*(t) = u3,(t) = argminye( 4o0) Joo(?)-

Ab absurdo Fu'(t) # uX (t) taleche Jy (W'(t)) < Joo (Ul (1)), t € [0,+00)
allora, poiche . (t) = — (R7IGTMu ) x(t) = _lim ~R™'G Mr(t)x(t) (Pr. 1-2),

> T—~+o00

. / . p-1laT
Jim Jp (u(2)) <T5TOOJT< R™'G My (t)x(t))

per il teorema della permanenza del segno, segue che
I tale che Jp /(1) < Jr (-RT'GTMr(t)x(t)) = 2 Mr(0)zg ¥t > T’

owvero Jr (u'(t)) < xg Mr(0)zo: questo assurdamente implica che Jz (u'(t)) < J&.

1. sia Q matrice semi-definita positiva,
allora esiste T € R™*™ invertibile tale che Q = TDT !, D = diag(\ € A(Q))
= Q= Q%Q% dove Q% = TD>T"! simmetrica & semi-definita positiva

2. se (F, Q) non rivelabile,
allora esiste A € A(F), 58(A\) <0 taleche Fv=Av& Qv=0conv#0

3. sia Q=H'"H con H € RP*",
allora (F, Q) rivelabile < (F,H) rivelabile

Qv=0 & Q:Qiv=0 ¢ v'Q:Qiv=0 & |Q:v|2=0 & Qzv=0
& H'Hv=0 & vvH'Hv=0 < |Hv|?=0 < Hv=0

esempio: derivazione della soluzione tramite applicazione del teorema principale - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

#(t) = fa(t) + gu(t) f <0 asint. stabile
x(0) = g g#0, f =0 sempl. stabile
2. funzionale costo: Joo(t) = / qr?(t) + ru?(t)dt q>0,7r>0
0
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applicazione del teorema principale:

2
us(t) = —ki x(t) con ki = gmOo dove mu € R soddisfa 2 fm — L2 + g=0
r r

o0}

e possibile calcolare la soluzione della EAR in forma chiusa:

m' ==+ + =
2 2 4 2
g—m2—2fm—q:0 & g J J
r _ f2r2  pq
TN T
si distinguono diversi casi:
= caso 1: f<0,¢g>0 (sistema asintoticamente stabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) rivelabile
2,.2
= unica soluzione |ms =mt = f—g + f—: + % >0
g g g
(si verifica che moo = limyp 400 mp (1))
= caso 2: f>0,q>0 (sistema instabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) rivelabile
[r2,.2
= unica soluzione |me =m"T = Lg + / : + % >0
g g g
g fo9 [f* q
koo = "Moo = =+ =04 =5 + =
T g glVe®

(si verifica che moo = limyp_ 400 mp (1))

» caso 3: f>0,q=0 (sistema instabile)
> (f,g) stabilizzabile e (f,/q) non rivelabile
= piu soluzioni mq

Di conseguenza nei casi 1 e 2 (dinamica del sistema controllato)

i(t) = fa(t) + gu,(t) = fa(t) — g (f By q) x(t) = (—\g\ f*; T 3) x(t) = ax(t)

g gV g

z(t) = e%xg
Si osserva che

= 71— 0, g/r>1: cheap control
caso limite ¢/r — +00

. . 2
autovalore del sistema retroazionato A = —|g| ';7 +24 - -0
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= 7 — 400, ¢/r < 1: expensive control
caso limite ¢/r — 0

autovalore del sistema retroazionato A = —|g| ’gt—i + 1= —|f]

(f=1,9g=1, ¢=10, z(0) =1)

ev. stato in catena chiusa ingresso di controllo

=05
8
0
0 2 4 6 6
time ¢ [s]
(f=1, g=1,¢q=10, r =1000, ¢ =1)
feedback gain 0 control input ) CL response
fin. hor. LQR
2 205 0.8 inf. hor. LQR
1.5 1
1 -1.5
0.5 k(?) -2 fin. hor. LQR
koo inf. hor. LQR
0 -2.5
0 5 10 0 5 10 10
time ¢ [s] time ¢ [s]

7.3.2 proprieta stabilizzanti della legge di controllo

Proposizione Sia H € RP*™ una matrice tale che Q = H' H. Se (F, G) & stabilizzabile e (F, H) & rivelabile,
allora la legge di controllo u’ () = —K% x(t) con KX, = R~'G "M, minimizza il funzionale costo J(u(t))
del problema di controllo ottimo su orizzonte infinito, rendendo il sistema in catena chiusa asintoticamente

stabile, cioe u} (t) € stabilizzante.

Dimostrazione. Ad absurdo, sia A = F — GK7_, 3A € A(A), R(\) >0 taleche Av=Avconv#0

Dato A =F — GK* con K*, = R!G"M,, allora F = A + GR™'G"M,,. Percio

F' My +MyF-M,GR'G'™M,,+Q=0 (EAR)

(A+GR!G"™M,) My + Moo (A +GRIG'™M,) - M GR'G'M,, +Q=0
ATM, + M GR'G"My + M A + M GR!G M, — M GR'G'M +Q=0
ATM,, + My A + M GR'G™M,+Q=0
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Si moltiplichi a destra per v e a sinistra per v*, ovvero per il complesso coniugato di v tale che v¥AT = \*v*,
dove \* & il complesso coniugato di A e AT coincide con il complesso coniugato di essendo A una matrice reale.
Si ottiene

VA My v + VMo AV + VM GR!G TM v 4+ vQv =0
NV MoV 4+ VMo AV + VM oGRTIG ™M v+ viQv =0
2R(A\)V MooV + VM, GRTIG Mo v +v'Qv =0

2RV Myv=—v* M, GRIG M, v —v*Qv

N——
>0 >0 >0

Poiche il termine a sx dell'uguale puo essere positivo o nullo e il termine a dx dell'uguale puo essere negativo o

nullo, I'uguaglianza & verificata solo se

VM, .GR1G™M_ v=0 - (VMo G)R™H G My v) =0 - G'M, v=0
vQv=0 (VHT)(Hv) =0 Hv=0

Pertanto, si ha che

W=Av=(F-GK:)v=(F-GR'G'M, )v=Fv = \cA(F)

di conseguenza, in base al test PBH eseguito in corrispondenza a A, si ha che

F -l
H

]v =0 <> la matrice non ha rango rieno in corrispondenza a A € A(F), R(\) >0

ma questa conclusione & assurda in quanto (F, H) & rivelabile per ipotesi.

7.3.3 soluzione della EAR tramite matrice Hamiltoniana

Come nel caso a orizzonte finito, si definisce matrice Hamiltoniana associata al problema di controllo ottimo la

matrice ) .
F -GR'G 2
— R nx2n
H q _pT €
e valgono le seguenti proprieta
-1 T On 7In—
» T7"HT =-H' con T = L o = se e A(H) allora =\ € A(H)

» (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile = se A€ A(H) allora A € R

D™ = diag({) < 0})
D" =-D~

Wi Wy
Wi Way

- 1 _|D™ 0,
=3 W—{ } tc. W HW_[On DJ con

Lemma Siano M, soluzione della EAR, K% = R7!'GTM,, il corrispondente guadagno (ottimo) di
retroazione e A = (F — GKY_) la matrice di transizione dello stato del corrispondente sistema retroazionato.
Gli autovalori della matrice Hamiltoniana # sono I'unione degli autovalori di A e di —A, ovvero

A(H) = A(A) UA(-A)
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) . . o . . . . I 0| .
Dimostrazione. Si consideri la matrice di trasformazione di base T = {M I] dipendente da M ..

Si ha che
T-1HT — 1 o|[F -GR'GT|[ 1 o] F ~GR'GT I 0
- |-M, I]|-Q —FT Mo I| |-MF-Q M GR 'GT-F'||M, I
N F - GR 'G'M, ~GR!'GT
- |-MF-Q+MGR'G'M -F'M,, M ,GR™'G" —F"
_[F-GK), -GR'G" | [A -GR'GT
N 0 —(F-GKx)"| o —AT

Di coseguenza, si osserva che
= A(H) = A(TI'HT)
] A(T_l’HT) =AA)UA(-A)

per tanto, si conclude che A(H) = A(A) UA(—A).
([

Corollario Sia H € RPX™ una matrice tale che Q = H'H. Siano (F,G) stabilizzabile e (F, H) rivelabile.
Siano M, soluzione della EAR, K% = R!G "M, il corrispondente guadagno (ottimo) di retroazione e
A = (F — GKY},) la matrice di transizione dello stato del corrispondente sistema retroazionato. Gli autovalori
della matrice A corrispondono agli autovalori stabili della matrice Hamiltoniana H

Proposizione Siano (F, G) stabilizzabile e (F, Q) rivelabile con Q = H™H.
. X1
Sia X =
ia X,
associati agli n autovalori stabili di .
Allora X; € R™*™ & invertibile e I'unica M, sdp soluzione della EAR & esprimibile come

€ R?" " yna matrice le cui colonne costituiscono un insieme di autovettori generalizzati

M, = XoX !

v & un autovettore generalizzato di A associato all'autovalore A\ se (A — A\I)"*v = 0 per qualche m € N
Il fatto che X sia una matrice le cui colonne costituiscono un insieme di autovettori generalizzati associati
agli n autovalori stabili di H implica che si possono determinare due matrici Y1, Yy € R ™ in modo che

T = {;; ij € una matrice di cambio di base che porta H in forma di Jordan H ; = F(L)J ’1‘3}] dove

il blocco H; (H7}) & formato da blocchi di Jordan relativi agli autovalori stabili (instabili) di .

Dimostrazione. Sia T € R™ "™ la matrice di cambio base che porta A = (F — GKY ) in forma di Jordan.
SiaA; =T '(F-GKy)T = TH(F - GR™!G'M_,)T la matrice di transizione dello stato del sistema
retroazionato (asintoticamente stabile) in forma di Jordan.
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T

Allora, definita Z = [MOOT

} € R2"*" i ha che

ot e[ )

Enp 1T _ -1T
_[F-GR GMOO}T:[MF GR'G'M,, }T

—-Q-F M, oF — M, GR!G "M

_ F — GK%, r—| F-GKL |
Mo F - M, GK% | " |My(F—-GK:)
" r_exyr=| T |Ta
~ Mo /T T M|

[T
= A;=7ZA

_MOOT} J J

Poiche risulta HZ = ZA; con A(A ;) C A(H) allora le colonne di Z costituiscono la base di un sottospazio
#H-invariante e n-dimensionale di R?". Anche gli autovettori associati agli n autovalori stabili di H costituiscono
la base di un sottospazio H-invariante e n-dimensionale di R?”. Da cui si conclude che esiste una matrice
di trasformazione di base TV € R™ ™ tale che X = ZT’ € R?™ " risulta essere la matrice le cui colonne
corrispondono agli autovettori generalizzati associati agli n autovalori stabili di . In particolare, si ha che

X, = TT'
X=7ZT < {Xl}:{ T }T’ N !
X,| = |MLT X, = M. TT'

Ora, poiché T e T’ sono invertibili per definizione, anche X & invertibile e risulta

XoX7! = M TT/(TT) ! = My,

esempio: applicazione della proposizione - caso scalare (integratore semplice)

1. modello del sistema:  @(t) = u(t) f=0,g=1
z(0) =0
2. funzionale costo: Joo(t) = / 22t +uPt)dt g=r=1
0

soluzione analitica (applicazione del teorema principale):
dato che (f, g) rivelabile (g # 0) e (f, q) stabilizzabile (¢ # 0)
allora u’ (t) = —k3 x(t) con ki, = Zm, dove

+_f7“ f2r? TQ_l
=2 Tt eT
g 9t g

Moo =M

soluzione non analitica (applicazione della proposizione):

%:{01 ‘01] S A = (1,41} = {d",d*}
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7.4 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto

1. modello di sistema da controllare:
sistema lineare a tempo discreto il cui stato & accessibile (misurabile o stimabile)

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R™ accessibile
X(to) = X u(t) e R™

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare:
— si possono distinguere due casi:

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo finito ¢ € [to, 1] ~ t € [0,77],
su cui & definito il funzionale costo

T-1

Jr(t) = x(T)TSx(T) + 3 (x(t)Qx(t) + u(t) Ru(?))

t=0
con S, Q € R™ "™ matrici semi-definite positive e R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

uy(t) = arg _min Jr(u(t))

Quando si considerano i sistemi a tempo discreto (¢t € N) rispetto a quelli a tempo continuo (¢ € R),
nel funzionale costo a orizzonte finito |'integrale & sostituito dalla sommatoria ma fino a 7' — 1.

= ottimizzazione quadratica su orizzonte finito
si considera un intervallo di tempo infinito ¢ € [0, +00),

su cui & definito il funzionale costo
Joo(t) = 3 (x(1) T Qx(t) + u(t) ' Ru(t))
t=0

con Q € R™ "™ matrice semi-definita positiva e R € R™*™ matrice definita positiva.

= problema di controllo ottimo:

wso(t)' = arg_min_ oo (u(t)
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esempio: derivazione della soluzione (a orizzonte infinito) tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare con retroazione statica

z(t+1) = x(t) + u(t) f=1
z(0) =29 #0
u(t) = —kx(t)
+oo
2. funzionale costo: Joo(t) = Z 22(t) + ru?(t)dt g=1>0,r>0
t=0

» come si risolve il problema di regolazione dello stato (determinare u(t) tale per cui lim;—, o x(t) = 0)7

si osseva che

z(1) = 2(0) —x(0) =0 soluzione a orizzonte finito minimo (controllo dead beat)

» 0<k<2
z(t+1)=(1—-kz(t) «~ X(z2)= Zﬁ(%ik) stabilita asintotica (polo in |(1 — k)| < 1)

= k qualsiasi

x(t) = (1 — k)tzo  evoluzione libera del sistema retroazionato —  u(t) = —k(1 — k)l

per cui vale che

Joo(t) = +ZOO (= k:)t:cg)Q +r (—k(1 - k)ta:o)z = 22(1 + rk?) +ZOO (- k)2)t
t=0 t=0
1 23 (1 + rk?)

=<k <) =x0+E) =73 = rapn

di conseguenza, nel caso 0 < k < 2, si ha che

00 222
85119 :—kQ(;i)k)z(rk?Jrk—l):o e ki k_1=0

P R S

e o ki, € (0,2)Vr >0 (k:go =1 nel caso limite r — O+>
7.5 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto a orizzonte finito
1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo discreto
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) e R™
x(0) = x¢ tel0,T],teN
2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito
T-1
Jr(t) = x(T)TSx(T) + Y (x(1) Qx(t) + u(t) Ru(t)) dt
=0

S, Q € R™™ matrici semi-definite positive =~ R € R"™*™ matrice definita positiva
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= problema di controllo ottimo:

() = in _Jp(u(t
ur () arg min r(u(t))

7.5.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo discreto, la legge di controllo ottimo su orizzonte finito & data da
=il
wi(t) = ~Kp(x(t)  con  Ki(t) = (R+G'Mr(t+1)G) G My(t+1)F

dove la sequenza My (0)... Mp(T) di matrici simmetriche e sdp & soluzione dell’'Equazione di Riccati alle
Differenze:

M(t) = FTM(t + 1)F — FTM(t + 1)G (R + GTM(t + 1)(})_1 G™M(t+1)F +Q

(ERD) {
M(T) =S

In corrispondenza all'ingresso di controllo uZ.(¢), il funzionale costo assume il valore (minimo)

7*“ =X MT(O)

Dimostrazione. (cenni) Si consideri la sequenza Mz (0) ... My (T') di matrici simmetriche e sdp soluzione della
ERD, allora, sfruttando l'identita

T—
0 = x(0) " Myx(0) + x(T) "M (T)x(T) + 3 (x(t + 1) M (t + 1)x(t + 1) — x(t) ' Mr(t)x(t))
t=0

—

e le equazioni della dinamica del sistema, € possibile riscrivere il funzionale costo come segue

T-1
Jr=x(T)"Sx(T) + Y (x()"Qx(t) + u(t) Ru(t))
t=0
= x(0) "M7x(0) + x(T) " (S — My (T))x(T)+
T—-1
T R+ G 'My(t+1)G G Mr(t+1)F u(t)
T2 u®)" x() M FIMp(t+1)G  Q+F My(t+ 1)F — Mo(t)| | ()
= x(0) " Mrx(0)+
N =1 @ x07] R+ G My (t+1)G GTMy(t+ 1)F u()
= u®)” x() F'Mr(t+1)G  F'Mr(t+1)G (R+ G Mr(t+ 1)(})71 G Myt + 1D)F| |x(t)
= x(0) " M7zx(0)
T-1 r T
+ 2 [u®)™ x(t)7] R;TGM?/(IffSé)G} (R+ G 'Mp(t+ 1)G)*1[R+GTMT(t+ )G G My(t+1)F] L‘:gﬂ
T—-1
= x(0)"M7rx(0) + > ((R + G 'Mz(t+1)G)u(t) + G ™My (t + I)Fx(t))T (R+G Mp(t+1)G)™!
t=0
(R +G ™Mr(t+ 1)G)u(t) + G"Mr(t + 1)Fx(1))
T—-1
=x(0)"M7rx(0) + > v(t) (R+ G 'Mz(t+1)G) 'v(t)
t=0
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= La determinazione di u}(¢) richiede la risoluzione della ERD (equazione ricorsiva all'indietro)

1 3 \ 1
K%(0) K7(1) K3(T - 2) K3(T - 1)
1 3 \ \
ui(0) uf (1) up (T —2) up (T —1)
A" /! 3 S /! 1 S
x(0) x(1) x(2) e x(T —1)

esempio: derivazione della soluzione tramite calcolo diretto - caso scalare

1. modello del sistema: sistema lineare scalare

z(t+1) = x(t) + u(t) t €10,2]

z(0) =29 =1

u(t) = —k(t)z(t)
T—1

2. funzionale costo: Jr(t) = 22(T)% + Z z(t)? + u(t)? s=2q=1r=1
t=0
= 22(2)2 + ix(t)Z +u(t)? = 20(2)* + (2(1)? +u(1)?) + (2(0)* + u(0)?)

=0

Dal momentoche F=f=1,G=¢g=1,S=5=2,Q=qg=1,R=7r =1, si hache

(ERD) {ME” = FTM(t + DF — FTM(t + 1)G (R + GTM(1 + 1)G) GTM(t + )F + Q
M

T)=8
- mt)=mt+1) —mt+ 1)1 +mt+1)"tmE+1)+1
m(T) =2
da cui
mp(2) =2

mT(O) = mT(l) — mT(1)2(1 + mT(l))_l +1= g — % (1 + g)l +1= g

e di conseguenza, dato che k%.(t) = (1 4+ mp(t + 1)) mp(t 4 1), segue

B = (L me(2) (@) =

FH(0) = (L me(1) " mr(1) = 2
* * 5
up(0) = —k7(0)x(0) = 3

(1) = K5 ((1) = ~k5(0)((0) + 13 (0)) =
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7.6 Controllo ottimo LQ di sistemi a tempo discreto a orizzonte infinito

1. modello del sistema da controllare: sistema lineare a tempo discreto

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) x(t) € R", u(t) € R™
x(0) = x¢ te0,+00),t €N

2. funzionale costo da minimizzare/massimizzare: ottimizzazione su orizzonte finito

Joo(t) = i (x(1)TQx(t) + u(t) Ru(?))

t=0

Q € R™™ matrice semi-definita positiva R € R™*™ matrice definita positiva

= problema di controllo ottimo:

* (1) = in  Jo(u(t
i, (1) = arg_min_ oo (u(?)

corrispondenza tra caso infinito e caso finito con 7' — oo
Sia H € RP*™ una matrice tale che Q = H'H. Se (F, G) & stabilizzabile e (F,H) & rivelabile, allora

a. per ogni scelta della condizione finale M (T") sdp, la soluzione M (t) della ERD converge all’unico
valore costante finito M, quando T — oo,
b. M, & I'unica soluzione sdp dell’Equazione Algebrica di Riccati (Discreta):

—1
(EARD) M =F'MF-F MG (R+G'MG) G'MF+Q

7.6.1 teorema principale

Teorema Per i sistemi a tempo discreto con (F, G) stabilizzabile e (F, H) rivelabile con Q = H'H, la legge
di controllo ottimo su orizzonte infinito & data da

-1
wh(t) = ~Kix(t)  con  Ki=(R+G'MyG) G'MF

(e.e]

dove M, = M € R™™ & |'unica soluzione dell'Equazione Algebrica di Riccati (Discreta):
-1
(EARD) M =F'MF-F'MG (R+G'MG) G'MF+Q
In corrispondenza all'ingresso di controllo u’_(t), il funzionale costo assume il valore (minimo)

J% = xg MooXo

Dimostrazione. (cenni) La dimostrazione si basa sulla manipolazione dell'indice (a orizzonte finito) Jp(t), posto
Mrp(—t) = --- = Mp(0) = M. Sidimostra dunque che xJ Mz (—T)xo < 37 (x(t)TQX(t) + uoo(t)TRuoo(t)) <
XE)FMOOXQ. Si calcola infine il limite per T' — +oc. (I
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7.6.2 proprieta stabilizzanti della legge di controllo

Proposizione Sia H € RP*" una matrice tale che Q = H'H. Se (F,G) ¢ stabilizzabile e (F,H) & rivela-
-1

bile, allora la legge di controllo u’ (t) = —K} x(t) con K% = <R+ GTMOOG) G "M F minimizza il

funzionale costo J(u(t)) del problema di controllo ottimo su orizzonte infinito, rendendo il sistema in catena

chiusa asintoticamente stabile, cioe u} () € stabilizzante.

esempio: applicazione della proposizione

1. modello del sistema: sistema lineare

0 1

]x(t) + Hu(t) x(t) eR? (n=2), wu(t)€R (m=1)

x(t+1) = F
(F, g) stabilizzabile (sist. raggiungibile)

x(0) =x0 = [1 O}T

2.A funzionale costo: Joo(t) = i (X(t)TQX(t) + u(t)TRu(t)> Q= {(:; 8

(F,Q) non rivelabile

]sdp,R:r:I

Allora, posto u(t) = —k"x(t) = —[k O}X(t) = —kx1(t) per cui x1(t+1) =221 (t) + u(t) = (2— k)x1(t), si ha
che

T = 1 0 |za(t) AR 2 2
=2 [0 ©0] |y o ] THO?) =2 (2162 + u(t)?)
+o0 +o00 +00 9
=3 (@) + K21 (1)) = Y (1 + )i (t)? = (1+8) Y (2= B)'21(0))
t=0 t=0 t=0
= (1 + k*)x1(0)? +f(z — k)%
t=0
Sse [2-kl<1 (1<k<3) allora Jo=—tF (02 d
percio se [2—k| <1 (1<k<3) allora Jo= mxl( )< e, di conseguenza,
d d 1+k? k2 —k—1 1++5
Py oy e U M r e Cpy e C A B
ki, = [k o]T con k=1 _2\/5

Tuttavia, il sistema retroazionato risulta instabile in quanto

1+v5
A—(F—gkéo>—[g g}—[ﬂ[l}ﬁ 0}—{1@5 ﬂ - A(A)—{3,1+2\/5}

2.B funzionale costo:  Joo(t) =3 (x())7Qx(t) + u(t) Ru(t)) Q= [(1) ‘1)] sdp R—r — 1
t=0

(F,Q) rivelabile
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Allora,

M. — idare(F.g,Q.r,[1, (1) { 126.245 —196.030]

—196.030 316.144

-
K5 = (r+g Muyg) 'g MooF = [-2.720 7.022]

E, il sistema retroazionato risulta stabile in quanto

A=(F—gk)= B g} - H [—2.720 7.022] = [;128 _7403222} = A(A) = {0.2728,0.4252}

7.7 Implementazione del controllore ottimo LQ
7.7.1 generalizzazione al caso con termini misti

nel funzionale costo possono comparire dei termini misti ovvero dei prodotti (pesati) di stato e ingresso

= Q N:| |:X(t):| nxm
Joo(t) = E x(t)T u(t)’ NeR
( ) port [ ( ) ( ) } {NT R u(t) con

— & possibile ricondursi al caso standard (anche nel caso a orizzonte finito e nel caso di sistemi a tempo continuo):

sfruttando la formula del completamento dei quadrati
datix € R"y e R™ A =AT € R™" B € R™™ C € R™™ sdp

y' Cy+x ' ABy+y B'Ax+x"ABC 'B"Ax = (y+ C'B"Ax)"'C(y + C"'B" Ax)

si ha che N
ty=>_J(t)
t=0
con
J'(t) =

x(1) T Qx(t) + u(t) 'Ru(t) + x(t) 'Nu(t) + u(t) 'NTu(t)
x(t) T Qx(t) + u(t)" ut) (t)TNu(t) u(t) 'NTu(t) — x(t) 'NRINTx(t) + x(t) 'NR™'N"x(¢)

x(t)" (Q NRINT) x(¢) + u(t) 'Ru(t) + x(t) "Nu(t) + u(t) 'NTu(t) + x(t) 'NRINTx(t)
" (

) x(
=x(t)7 ) x(

+
Q- NR!NT)x(t ( TLRINTx( ) R (u®) +R'N"x())

posto
Q=Q-NR!N' e a(t)=u(t)+R N"x(t)

e osservando che u(t) = a(t) — R™'NTx(t), ci si riconduce al caso standard:

1. modello di sistema da controllare

(t) — RINTx(t)) = (F - GR™INT)x(t) + Gu(t)
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2. funzionale costo da ottimizzare

+oo
Too(t) = 3 (x(t)"Qx(t) + u(t) Ru(t))
t=0
per cui, se
e Q sdp

e (F,G) stabilizzabile
e (F,H) rivelabile con Q =H'H

allora

_ _ _ —1 _ _
W (t) = ~Kix(t) con Ki = (R+G'MoG) G MF

—_ _ _ - _ _ _ —1 _ _
dove M., & soluzione di M = FTMF — F' MG (R + GTMG) GTMF + Q

da cui segue che
w (1) =a () - RINTx(t) = —(K: + R"IN")x(t)
_ —1 _ _
(R+G M.G) G MLF + R—lNT> x(t)

1 _
G M, (F-GRINT)+ R—lNT) x(t)

ul (t) = —K5Lx(t) con KX = (R + GTI\_/IOOG)_l (GTI\_/IOOF + NT)

[e.9]

_ _ _ _ _ —_ _ —1 _ _
dove M, & soluzione di M = FTMF — F' MG (R 1 GTMG> GTMF + Q

significato fisico dei termini misti
I'introduzione dei termini misti pud essere legata alla volonta di minimizzare un qualche indice di per-
formance basato sulla norma dell' uscita del sistema

lylp =y Py = (Hx+Ju)" P (Hx + Ju) = (xTHT - uTJT) P (Hx + Ju)
=x H' PHx+x H PJu+u'J'PHx +u'J ' PJu

=x'Q"'x+x ' Nu+u' N'x+u'RTu
7.7.2 progettazione del controllore: scelta dei parametri
vincoli: Q sdp, R dp & (F, Q) rivelabile

si osserva che una scelta comoda per il debug (poiche rende facile interpretazione delle conseguenze dirette di
causa-effetto) & la seguente

Q= diag(g)) e R =diag(r)

@ eventuale normalizzazione: pesi all'interno di un range omogeneo, tipicamente [0, 1]
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(in tal senso, & utile conoscere i valori max/min delle variabili di stato e ingresso)

principali possibili scelte

1. opzione piu semplice
4 =q
Ty =T
— & necessario gestire solo il rapporto ¢/r

2. regola di Bryson (regola euristica)
g =1/ (@2) ,  x; = max{z;(t)}
ri=1/ (ﬁ?) , w; = max{u;(t)}
— & necessario conoscere bene i limiti del sistema

96



