3 RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA DEI SISTEMI DINAMICI

Esercizio 1

Si consideri il sistema lineare a tempo discreto
010 1
x(t+1)=Fx(t) +gu(t), F=|1 0 0|,g=|0] ack
0 a0 0

Si determinino gli spazi raggiungibili Xg(t), t = 1,2,..., al variare di « € R.
Si discuta la raggiungibilita del sistema al variare di a € R.

Soluzione
1 1 0 1 0

Xr(1) =spang |0| p, Xgr(2)=spang |0|,|1| p, Xr(k)=spanq (O, |1],|0]p, k>3
0 0 0 0

I sistema & raggiungibile (in 3 passi) se e solo se a # 0.

Esercizio 2

Si consideri il sistema lineare a tempo discreto
100 10
x(t+1)=Fx(t) + Gu(t), F=|1 1 0|, G=1|0 1].
10 2 00

Si determini se il sistema & raggiungibile e, se possibile, si calcoli I'ingresso a minima energia u(t) che porti il

T T
sistema dallo stato iniziale xg = [O 0 O} allo stato finale x = [1 0 0} in k =1,2 passi.

Soluzione

Il sistema & raggiungibile (in 2 passi).

. . I L 1
Esiste un solo ingresso che porta il sistema in X in un passo: u(0) = ol

1
L'ingresso a minima energia che porta il sistema in X in due passi & u(0) = [0} u(l) = [ }

Esercizio 3

Si consideri il sistema lineare a tempo discreto
0 1 1 0
x(t+1)=Fx(t) +gu(t), F=|0 o 0|, g=1]0] ack
1 2 2 1

Calcolare la forma canonica di raggiungibilita del sistema al variare di o € R e il relativo cambio di base T.



Soluzione

1 10
FF=|1 2 1|,g=10]|,VaeR.
0 0 «

Cambio di base (non unico): T =

= o O
N O =
S = O

Esercizio 4

Si consideri il sistema lineare a tempo discreto

0
x(t+1)=Fx(t)+gu(t), F=]|1
1

o NN O
o O O

0
,g=[1].
1

Si determini se il sistema & raggiungibile e controllabile e, se possibile, si calcoli un ingresso u(t) che porti il

T T
sistema dallo stato iniziale xg = {0 2 0} allo stato finale x = [0 0 O} .

Soluzione

Il sistema non & raggiungibile, ma & controllabile (in 2 passi). Il tempo minimo necessario per controllare a zero
lo stato iniziale xo & ¢ = 2, e la sequenza di ingresso cercata ha valori u(0) = —4, u(1) = 0.

Esercizio b

Si consideri il sistema lineare a tempo discreto

0 11 1
x(t+1) =Fx(t) +gu(t), F=|-1/4 1 0|, g= |0].
0 0 0 0
Si determinino gli spazi raggiungibili Xz (t) e controllabili X (t) del sistema pert = 1,2,.... Inoltre, si determini
se il sistema e raggiungibile e controllabile.
Soluzione
1 1
Xg(1) =spanq (0| p, Xg(k)=spang (0], |1]| p, k=>2.
0 0
[ 1 0
Xco(1) =span? [1/4], (0| p, Xc(k)=R3 k>2.
o] |1
I sistema non & raggiungibile, ma & controllabile (in 2 passi).
Esercizio 6
Si consideri il sistema lineare a tempo continuo
—4 -3 —4 0
x(t) =Fx(t)+gu(t), F=[4 3 4|, g=|1].
3 3 3 0

10



Si determini lo spazio raggiungibile Xr(t), t > 0, e si determini la raggiungibilita del sistema.
Si determinino inoltre gli autovalori del sottosistema non raggiungibile (se esiste).

Soluzione

—1 0

Xrg(t) = span 01, |[1f,,t>0.
1 0

Il sistema non é raggiungibile.

L'autovalore del sottosistema non raggiungibile ¢ A\ = —1.

Esercizio 7

Si consideri il sistema lineare a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + gu(t), F=

o O O

1

0

0

Si determini, se esiste, un ingresso u(7), 7 € [0, 1], che porti il sistema dallo stato x(0) = [O 0 O}T allo stato
T

x(1)=[0 1 0] .

Soluzione

Il sistema non é raggiungibile ma & in forma standard di raggiungibilita. La stato iniziale e finale appartengono

1| |0
al sottospazio raggiungibile Xrp = span < |0|, |1| ;. Di conseguenza, I'ingresso esiste.
0] [0

Per calcolare I'ingresso & necessario considerare il gramiano di raggiungibilita sull'intervallo [0, ¢] del sottosistema
raggiungibile ... u(7) =67 —2, 7 € [0,1].

Esercizio 8

Si consideri il sistema lineare a tempo continuo

1
x(t) =Fx(t) +gu(t), F=10
0

o~ 9

1 1

0|, g=|1|,axaeR

0 1

Studiare la raggiungibilita del sistema al variare di « € R. Nei casi in cui il sistema non & raggiungibile (se

esistono) si calcoli un cambio di base per portare il sistema in forma di canonica di raggiungibilita.

Soluzione

I sistema & raggiungibile solo per a # 0. Per & = 0, un cambio di base (non unico) che porta il sistema in forma

1 21
di canonica di raggiungibilita e T= |1 1 0].
100
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