5 OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA DEI SISTEMI DINAMICI

osservabilita di un sistema ~ possibilita di determinare lo stato iniziale xg = x () del sistema a partire da
misure di ingresso e uscita nell'intervallo [to, t*]

» stato indistinguibile: lo stato x{, si dice indistinguibile dallo stato x{j in [to,t*] se, per ogni ingresso
u(-), l'uscita y’(-) corrispondente allo stato iniziale x(¢y) = x{, e I'uscita y”(-) corrispondente allo stato
iniziale x(ty) = x{j coincidono su [t, t*]

= stato non osservabile: lo stato x si dice non osservabile nell'intervallo [tg,t*] se & indistinguibile dallo
stato x(tp) =0

= spazio non osservabile: lo spazio non osservabile in [0,¢] & l'insieme di tutti gli stati non osservabili

nell’intervallo [0, ¢]

» tipicamente: x9 =0, tg =0

esempio

AN, 21(t) = ip, (), 2a(t) = i, ()

u(t) y(t) = ip(t) =ir, (t) +iL,(t)

© g g

modello di stato

() = Tl = PO L (ut) — Rin(e) =~ 1(0) — 1) + 1l
pa(t) = P2 2 _ L)~ Ri() = ~Toma(0) — 1) + u)
IREAG) ) _ *L% *L% L% _
X(t)—[m@)} X(t)_[—f'; _L% X—l—Llju—Fx—i—gu

se xo # 0 allora y(t) = hTeFixg + [T hTeF T gu(r)dr
se xo = 0 allora yo(t) = [y hTeFt"gu(r)dr
— X & non osservabile in [0,t] se y(7) = yo(7) V7 € [0,t] ovvero h'eF™xq = 0 V7 € [0, 1]

se L1 = Ly = L allora

R 1 _
F=—21 Y o F_oTtDT?' con T=|" 1,D: 0 0 ,T_lzfl 1,
L1 1 201 1
da cui

h'eFxg = h TeP T 'xg = e~ 271 1]xg ¥ € [0,1]
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— X & non osservabile in [0,%] se h"eF™xq = 0 V7 € [0, ] ovvero 67¥7[1 1}x0 =0Vr € |0,t]

ovvero xg € ker([l 1}) = span { [_11} }

spazio non osservabile in [0,t] = {xo = [ “ },a € R}
—Q
X

ricostruibilita di un sistema ~ possibilita di determinare lo stato finale x* = x(¢*) del sistema a partire da
misure di ingresso e uscita nell'intervallo [tg, t*]

5.1 Osservabilita e ricostruibilita di sistemi a tempo discreto

dato  x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
y = Hx(t)
allora
y(t) = HF'xo + Y0 _L HF*""1Gu(k) = HF'x, + HRu

5.1.1 spazi non osservabili
qual & I'insieme degli stati iniziali indistinguibili da x¢ in [0, — 1] (= in ¢ passi)?
sia

x(0) = xo:  y(k) = HF*xg + HRpup, k=0,1,...,t—1

x(0) = x{: y’(k):HFkx6+HRkuk, k=0,1,...,t—1

allora x|, & indistinguibile da x¢ in [0,t — 1] se y(k) =y'(k), k =0,1,...,t — 1, ovvero

k=0 y'(0) —y(0) = H(x{, — x¢) = 0 CH T o
k=1 y'(1) —y(1) = HF(x; —x¢) = 0 HF 0
k=2 y'(2)-y(2) =HF’(xj—x0) =0 & | HF? | (x;—xo) = |0
| HF'! 0
k=t—1 y(t—1)—y(t—1)=HF}(x) —x0) =0 - - o
con
CH T
HF
= HF? | ¢ Rrtxn matrice di osservabilita in ¢ passi
H]:;;t—l

allora x{, & indistinguibile da x¢ in [0, — 1] se (x{, — x¢) € ker O,

xo + ker Oy = {x¢ + x,x € ker O;}: insieme di stati indistinguibili in ¢ passi da xg
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Xno(t) = ker(O;): insieme di stati indistinguibili in ¢ passi da xg =0
. insieme di stati non osservabili in ¢ passi

. spazio non osservabile in ¢ passi

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi non osservabili in 1,2, ... passi soddisfano la catena di
inclusioni Xno(1) 2 Xno(2) 2 ... Xno(t) 2 Xno(t+1) D ...
La catena & stazionaria (almeno) dal #’-esimo passo in poi, ovvero Xno(t') = Xno(t"),Vt" > ¢/, con t/ < n.

Xno = Xno(t'): (minimo) spazio non osservabile

5.1.2 criterio di osservabilita del rango

quando ¢ possibile distinguere tutti i possibili stati xg € R"?

(completa) osservabilita

= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}
= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) osservabile in ¢ passi se ¢ & il pil piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}

-
» 020, = [HT (HF)" ... (HF”‘l)T} : matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(0) = {0} <= rank(O)=n

si noti che O € RP™™ ™, per cui

= p=1: ¥ osservabile <= det(O) # 0
= p>1: ¥ osservabile <= det(O'O) #0

esempio

(65} 1

1. X(t+1) = |:0 a2:|X(t), ag, a9 € R

y(t) =0 1]x()

a1 B _[hT ] o 1| B
F_[O aJ’h_{o i = O_LTF}_[O ai.rank(R)—1<2

— Y non osservabile Vaq, a9 € R
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F:[a1 1],h:[1 O} = O:{hT}:[l ﬂ:rank(R)<2

0 a9 a1

= ¥ osservabile (in 2 passi) Vo, as € R

X
5.1.3 spazi non ricostruibili
sia
» stato finale: x* =x(t —1) = Filxg + Ri_ju_y
= misure: {u(k)}j o, {y(k)}i
allora
= stati iniziali compatibili con le misure: x¢ + Xno(t)
= stati finali compatibili con le misure: F/~1xq + Ft_lXNo(t) 4+ Ri—qwm—_1 = x" + Ft_lXNo(t)
Xngr(t) =F 1 Xyo(t) = {Ft_lx,x € kcr((’)t)}: spazio non ricostruibile in ¢ passi
Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi non ricostruibili in 1,2, ... passi soddisfano la catena

di inclusioni XNR(l) D) XNR(2) .. .XNR(t) D) XNR(t + 1) o ...
La catena & stazionaria (almeno) dal ¢’-esimo passo in poi, overo Xyg(t') = Xygr(t"),Vt" >/, con t’ < n.

Xnr = Xyr(t): (minimo) spazio non ricostruibile

5.1.4 criterio di ricostruibilita del rango

quando & possibile determinare univocamente x* € R” dalle misure?

(completa) ricostruibilita

= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) ricostruibile se Xyr = {0}
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) ricostruibile in ¢ passi se ¢ & il piu piccolo
intero tale che Xng(t) = {0}

» Xnp = Xnr(n) =F"Xyo = {F"x,x € ker(0)}
¥ ricostruibile <= ker(F") D ker(O) = Xno

si noti che

= ¥ osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile
= Y ricostruibile # 2 osservabile
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esempio

aq 1

1. x(t+1) = [

F:[O‘1 1},h:[o 1] = O:{hT}:[g H:rank(n):1<2

Xno = ker O = span { [(1)} }
span {0} a1 #0,a9 #0
) span [ 1] a1 #Z0,a0 =0
ker(F?) = ker <[a1 o OQ}) = A
0
span [(1)} } a1 =0,a0 #0

R2 a1:a2:0

= Y. non osservabile Va1, as € R
Y ricostribile se a; = 0 (ker(F?) D ker O)

a1 1

2. x(t+1)= [O }x(t), ap, a0 € R

a2

y(t) = [1 O}X(t)

F = [061 ;J,h: [1 0} = 0= {hhTTF} = [Oi ﬂ srank(R) =2

= Y osservabile Vaq,as € R
Y. ricostruibile Va1, g € R

5.2 Osservabilita e ricostruibilita di sistemi a tempo continuo
dato  x(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = %o,
allora

y(7) = HeF %o + [] HeF (=) Gu(s)ds, T € [0,1]

5.2.1 osservabilita

quando & possibile determinare univocamente xy € R™ dalle misure?

Xno(t): spazio non osservabile nell'intervallo [0, ¢]

Xno: (minimo) spazio non osservabile
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(completa) osservabilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}

-
» 020, = [HT (HF)T ... (HF”fl)T} : matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n
Se un sistema ¥ a t.c. & osservabile allora Xy (t) = {0} per ogni t > 0

esempio

u(t) 21(t) =g, (t), 22(t) = i, (1)

CD %Ll %Lg y(t) =igr(t) =ip, (t) +ir,(t)

modello di stato

allora

da cui si ha che

det(O) =0 — X non osservabile

5.2.2 ricostruibilita
quando ¢ possibile determinare univocamente x* € R” dalle misure?
sia
t
= stato finale: x* = x(t) = eF'xg —i—/ P Gu(r)dr
0

» misure: u(7),y(7),7 € [0, ]
allora

= stati iniziali compatibili con le misure: xg + Xno(t)

t
= stati finali compatibili con le misure: e¥'xg 4 ¥ X o (t) +/ P Gu(r)dr = x* + ¥ Xno(t)
0
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Xnr(t) =¥ Xno(t): spazio non ricostruibile nell'intervallo [0, ]

Xnr: (minimo) spazio non ricostruibile

(completa) ricostruibilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) ricostruibile se Xyr = {0}

» cFt invertibile

[Xnr(t) = {0} < Xno(t) = {0}]

Y ricostruibile <= X osservabile

5.3 Sistemi duali

si considera il caso di sistemi a tempo discreto ma tutto si applica anche al caso di sistemi a tempo continuo

sistema ¥ = (F, G, H)

' x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
' DIN P uscite '
: y(t) = Hx(t) n stati :

sistema duale ¥y = (FT,H",G")

x(t+1)=Fx(t) + H u(t) p ingressi
Y m uscite
y(t) = G Tx(t) n stati

per i sistemi duali vale che

» raggiungibilita e controllabilita

— dato che Ry = [HT F'H ... (FT)“*lﬂT} =0T
>4 raggiungibile < X osservabile

— dato che

* dati due sottospazi U,V di R™ tali che V C U, si ha che U+ C Y+
con V*+ = {w e R*|w'v =0Vv € V} complemento ortogonale di V
* data la matrice A € R™™ si ha che (im(A))t =ker(AT)

allora im((F")") C imRy <= ker(F") D ker O

>4 controllabile < X ricostruibile

= osservabilita e ricostruibilita

-
— poiche O, = [G FG - FMG} =RT
3.4 osservabile < X raggiungibile
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— dato che ker((F")?) DkerOy += im(F") CimR

>4 ricostruibile < 3 controllabile

» forma canonica di raggiungibilita e forma canonica di osservabilita

forma canonica di raggiungibilita

>q non raggiungibile T T -
F F H
— T T T y SV 11 21 1 T T
Ed(FfH . s (3 5] (3] e en)
dualita dualita
l Fiu O Gy
=(F,G,H Y =

> non osservabile
forma di canonica di osservabilita
Yo = (Fy1,Hy) sottosistema osservabile
Y no = (Fa2,0) sottosistema non osservabile

= test PBH di raggiungibilita e test PBH di osservabilita

test PBH di raggiungibilita
Yg=(F",H',GT) Y4 raggiungibile <= rank[zI -F" H'| =n, Vz € C

I !

duality dualita
Y¥=(F,GH) Y osservabile <= rank ZIQF =n,Vz e C

test PBH di osservabilita

= allocazione degli autovalori

JK € RP*"tale che
—(FT.H".GT z iungibile <=
Ya=(F ,H,G") d raggiunglbrie F' +H'K ha autovalori desiderati

T 1
dualit d“al"ta

JL =K' € R"*Ptale che
Y=(F,GH by bile +—
(F, G, H) osservabiie F+LH ha autovalori desiderati

grazie alle relazioni precedenti si dimostrano le seguenti proposizioni
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Proposizione |l sistema X & osservabile se e solo se:
1. rank(O) = n.

2. Il sistema duale ¥, € raggiungibile.
3. rank {ZIé F} =n, Vz € C.

4. Gli autovalori di F + LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L € R™"*P,

Proposizione |l sistema X ¢ ricostruibile se e solo se:
1. ker F" D ker O = Xpno.

2. Il sistema duale ¥, € controllabile.
3. rank{z:[& F} =n,VzeC, z#0.

4. Esiste una matrice L € R™*? tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.

» la proprieta di ricostruibilita ha senso solo per i sistemi a tempo discreto
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